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Abstract. We introduce a new operation over formal power-series, denoted ̂ . It is
founded over the zig-zag factorization of words, i. e. factorization obtained allowing
some backward coming in concatenation. This. operation is not rational; moreover, the
image of rational power-series is not always algebraic. We give here a double
characterization of rational power-series ST, for seRat(R+«A»). It uses the representadon
of ST by two-way finite automata with multiplicity, here introduced. We also show that
for seRat(R+«A») it is decidable whether the power-series sfis rational or not.

Resume. On introduit une nouvelle operation sur les series formelles, not6e T. Elle
est basde sur les factorisations zig-zag des mots, c'est-^-dire les factorisations obtenues
en permettant des retours en arriere dans 1'operation de concatenation. Cette operation
n'est pas rationnelle; de plus, 1'image de series rationnelles n'est toujours pas algebrique.
On donne ici une double caracterisation des series sr rationnelles, lorsque
seRat(R+«A»). Celle-ci utilise la representation de 5 r par automates bilateres finis avec
multiplicite, ici introduite. On montre aussi que pour toute serie seRat(R+«A») il est
d&idable si la s6nesTest radonnelle ou non.

Introduction

operation T sur les langages formels, i.e. les notions de langage, factorisation
ode zig-zag ont ete introduites dans [1]. L'operation constitue une version
ere de 1'etoile sur les langages, c'est-a-dire la concatenation des mots, dans
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Ie sens ou elle permet non seulement de concatener un mot apres 1'autre, i.e. de
lire de gauche a droite, mais aussi de revenir en arriere en lisant de droite a
gauche (fig. 1).

Element of X* Element of X

fig. 1

Les langages engendres par T sont aisement representes au moyen des
automates bilateres finis (2FA), comme montre dans [1,2], ou 1'on etudie leur
proprietes de rationalite et de decidabilite. La serie zig-zag sur un langage X,
notee (Xjf, est etudiee dans [3]: elle est la serie qui compte Ie nombre de
factorisations zig-zag d'un mot sur X.

L'op6ration sur les series formelles ici introduite g6n6ralise la notion de s6rie
zig-zag, qui en constitue son application aux series caracteristiques des langages.
Lidee de cette definition est juste mentionnee dans [6]. Ici on etudie les
proprietes de T sur les series rationnelles. Le premier pas est la construction,
pour toute serie rationnelle s, d'une famille d'automates bilateres finis avec
multiplicite (K-2FA) qui reconnaissent ST. La notion de K-2FA et de leur
comportement est introduite dans [5], ou 1'on presente des resultats sur la
rationalite des series reconnues par K-2FA. La definition d'automate (unilatere)
fini avec multiplicite (K-1FA) est plus classique [17, 18, 19, 9, 12, 13].

Un premier resultat sur 1'operation T est Ie fait qu'elle n'est pas une operation
rationnelle : 1'image par T d'une serie rationnelle n'est parfois meme pas
algebrique. Un exemple est montre dans Ie paragraphe 4. On s'interesse alors a
etablir les conditions pour la rationalite de ST. Pour Ie cas du demi-anneau 1R+
des reels positifs, on donne (Theoreme 1) deux caracterisations des series
seRat{]R+«A») pour lesquelles ST est encore une serie rationnelle. La premiere
caracterisation concerne Ie support de s et elle est de caractere combinatoire. La
deuxieme porte sur les K-2FA reconnaissant ST, construits comme dans Ie
paragraphe 3. La preuve du Theoreme 1 est obtenue en reportant dans Ie
contexte de 1'operation T un resultat montre dans [3] pour les series zig-zag et
en Ie g^neralisant au cas des multiplicites dans Ie demi-anneau JR+. Un exemple
(Ex. 2, par. 5) montre que ce resultat n'est pas valable pour un demi-anneau
quelconque.
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La premiere caracterisation du Theoreme 1 est testable par un precede fini, a
1'aide de raisonnements sur les langages reconnus par automates finis. Ce fait
permet alors de montrer que etant donne une serie se Rat( E + «A»), il est
decidable si s^ est une serie rationnelle ou non.

Les automates consideres dans ce papier seront tous d ensemble d'etats fini.

1. Definitions et preliminaires

Les automates bilateres (2FA) sent des machines a mi-chemin entre les
automates unilateres et les machines de Turing. Un automate bilatere peut lire
un mot d'entree et peut deplacer sa tete de lecture dans les deux sens : a
gauche ou a droite. Dans Ie modele utilise ici, la tete de lecture pointe a chaque
instant sous une position entre deux cases et peut examiner la lettre a droite ou
celle a gauche. Un automate bilatere sur un alphabet A peut etre represente
comme un automate unilatere sur 1'alphabet AuA, ou A est une copie barree de
A : A={ a / aeA}. Les fleches etiquettes par une lettre barree a repr6sentent
un mouvement vers la gauche de la tete de lecture, de la position a droite d'une
occurrence de la lettre a dans Ie mot d'entree, a la position a sa gauche.

Etant donne un chemin u qui calcule un mot \v=wjW2, 'i?i suite de croisement
de u sous la position (\vi, \v^) de w est la suite ordonnee des etats de 1'automate
lors des passages successifs sous la position donnee.

Des references bibliographiques sur les automates bilateres sent
[9, 10, 14, 15, 20].

Soit A un alphabet fini et K un demi-anneau.
Une s4rie formelle s en plusieurs variables non commutatives dans A et

coefficients dans un demi-anneau K est une application j'; A* -> K.
L'image de we A* par s est notee (s, w); Ie support de 5 est Ie langage

supp(s) = {w e A*/ (s,w)^0). L'ensemble des series formelles sur A a
valeurs dans K est notee K«A». \Jn polynome est une serie formelle de support
fini; 1'ensemble des polynomes est note K<A>. La serie caracteristique d'un
langage X est la serie notee X_, definie par (X_, w) = 1 si w appartient a X,
fX_,w) = 0 sinon.

Une serie formelle seK«A» est algebrique si elle est une composante de la
solution d'un systeme algebrique de la forme

zi=Pi i=l,...,n
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ou Z={zj,..., zn} est un ensemble de variables tel que ZHA=<J) et pieK<(AuZ)> sont
des polynomes tels que pour tout i,j, (pi, e)=0 et (pi, zj)=0.

Une serie formelle est rationnelle si elle appartient a la cloture rationnelle de
K<A>, c'est-a-dire a la plus petite partie contenant les polynomes et close pour
les operations rationnelles : somme, produit de Cauchy et etoile. On denote
Rat(K«A») la famille des series rationnelles de K«A». Des references
bibliographiques sur les series formelles sont [8, 9, 16].

Une serie formelle seK«A» est dite reconnaissable [8, 13, 16] s'il existe un
entier n>l, un morphisme de monoi'de

/; A*-> Kn><n

(^"x" multiplicatif) et deux matrices leK^n etceK"><! tels que pour tout mot
w

(s, \v)=lf(\v)c.

Le triplet (l, f, c) est appele une representation lineaire de s de dimension n.

Soit m lanxn-matrice a elements dans KA definie par m=^f(a)a. La serie s
aeA

representee par (l, f, c) s'ecrit avec ces notations

s=lm*c

ou m*=I+m+m^+....

Les representations lineaires des series, equivalent aux representations des
series par K-1FA (automates unilateres finis avec multiplicite), dans Ie sens que
I'on va specifier.

Un automate unilatere fini sur un alphabet A avec multiplicite dans un demi-
anneau K {K-1FA) [17, 18, 19, 9, 12, 13] est un quadruplet c^ = (Q,f, l, c) compose
par :

- un ensemble fini Q d'etats;
- une fonction de transition f: Q. xAxQ. -^ K;
- une fonction d'entree I: Q -> K;
- une fonction de sortie c: Q, -^ K.

Une fleche est un triplet (p, a, q)eQxAxQ, tel quo f((p, a,q))^0. Un chemin dans
1'automate est une suite u =(ej , e2,..., n) de fleches consecutives e; =(pi, ai,pi +});
son etiquette est Ie mot a;... a/,. La multiplicite du chemin u est Ie nombre
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mult(u) = l(pi)f(ei)f(e2)... f(e^)c(pn+i).

Le comportement de 1'automate <$3- , ou serie reconnue par <$^ , est la serie
§(^-) : A*-^ K qui associe a un mot w la somme des multiplicites des chemins
d'etiquette w.

Un automate unilatere au sens classique peut etre considere comme un
automate avec multiplicite dans Ie demi-anneau des entiers, ou : la multiplicite
de toute fleche de 1'automate est egale a 7; la valeur de la fonction d'entree est
1 sur les etats initiaux, 0 ailleurs et la valeur de la fonction de sortie est 7 sur
les etats terminaux, 0 ailleurs. Le comportement d'un automate unilatere (sans
multiplicite) est ainsi la serie qui a tout mot associe Ie nombre de chemins
reussis qui Ie calculent, comme defini par exemple dans [7].

Les representations lineaires des series a coefficients dans un demi-anneau K,
equivalent aux representations des series par K-1FA. Une representation
lineaire du comportement d'un automate unilatere <^=(Q, f, l, c) avec Q={l, 2,..., n},
est donnee par Ie triplet (l/', c) ou/':A*-^ Kn><n est Ie morphisme extension
de la fonction de transition /, lorsqu'elle est consideree comme une application
f:A. -> Kn><n (Ie coefficient d'indice {[, ]) de la matrice , ('(2^ est egal o. f((i, a, j)), pour
toute lettre aeA). On trouve en effet, pour tout mot weA* : (^(^), w) = lf'(w)c.
La reciproque suit aisement.

Le theoreme fondamental sur les series formelles et Ie comportement des
automates avec multiplicite est une extension du theoreme de Kleene [11, 9, 10,
etc. ] au cas des automates avec multiplicite [18, 8, 12, 13, 16]. II est du a M. P.
Schutzenberger.

Theoreme (Schutzenberger '61) Une serie formelle est rationnelle si et
seulement si e lie est reconnaissable.

2. Definition de 1'operation

L'operation etoile (*) sur les langages et les series formelles est definie de la
fagon suivante, pour tout langage X sur un alphabet fini A et serie s: A*-^K telle
que (s, e)=0 :

* :X->X* = { X]X2... XneA* I XieX pour tout i=l ,2,..., n\ ne N } ;
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* : s-> s*=^ sn.
n>0

En d'autres mots, pour tout we A*:

S*:W-^ ^ (s, Xl)(S. X2)... (s, Xn)
w=xix2... xn

ou la sommation tient compte de toutes les factorisations de w e
concatenation de mots du support de s.

On reprend la definition de factorisation zig-zag introduite dans [1].
Soit XCA* etZ=f ffw', jw"^fw'^, w"^ / w', w"eA*, xeX }.
On ecrit (w{, \v") -> (v', v") et on 1'appelle un pas sur X si ((w', w"), (v', v"))eZ

ou ((v', v"), (w', w"))eZ. Pour un mot wcA*, une factorisation zig-zag sur X a
m-1 pas est une suite de pas sur X :

(e,w)=(w'j, \v"j )->... ^(w'i, w"i)-^(w'i+j, w"i+i)^... ^(w'm, w"fn)=(w, e)

n'ayant pas de sous-suite (k ^ 0)

(w'j, w"j)^(\v'j+j, w"j+i)^... ^(w'j+k, w"j+k)=(w'j, w"j).

La definition interdit dans une factorisation zig-zag la presence de
"boucles" sur une meme position; autrement. Ie nombre de factorisations zig-
zag d'un mot serait toujours oo ou 0.

L'operation fleche (T) sur les langages est definie comme il suit [1] :

r :X -> Xr = fweA* / w a une factorisation zig-zag sur X}.

Soit s une serie telle que (s, e)=0. Soit w un mot de XT et f=p]p2... Pn u
factorisation zig-zag de w, ou tout pi est un pas sur un mot Xi de X, i
pi=(u, Xiv)^(uxi, v) ou bien pi=(uxi, v)-^(u, Xiv). On definit s(pi)=(s, Xi) et encore

s(f)=(s, Xl)(S, X2)... (s^n)-

L'operation T: K«A»-> K«A» sur les series formelles peut etre definie de
fa^on suivante.

Definition 1. Soit seK«A» une serie formelle telle que (s, e)^0. La se
ST: A*-^K est definie par (we A*) :
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s^:w^^ s(f)

pour toutes les factorisations zig-zag / de w sur Ie support de s.

Remarque 1. Dans Ie cas particulier des series caracteristiques de langages,
cette definition donne celle de serie zig-zag sur un langage [1,3], c'est-a-dire la
serie qui compte les factorisations zig-zag des mots sur Ie langage.

L'operation fleche sur les langages et les series est une generalisation de
lop^ration etoile, etant donne que toute concatenation de mots d'un langage X
est une factorisation zi"-z°" ?"r X n?>r«'icylipr?

Dans la suite on va s'interesser au cas des series s rationnelles. On verra que
1'operation T ne garde pas les memes proprietes que 1'operation * par rapport a
la rationalite des langages et des series.

3. Representation par automates bilateres avec multiplicite

Soit s une serie rationnelle a coefficients dans un demi-anneau K ets=lm*c
une representation de dimension n relative a un K-1FA c2$^. On montre dans ce
paragraphe comment construire a partir de /, m, c, une famille de K-2FA qui
reconnaissent ST.

On rappele que [13] la serie s* peut etre reconnue par la representation
lineaire de dimension n+1 suivante; en bref elle est obtenue en ajoutant a <s^s un
premier nouvel etat, 1'etat 7, ou se confondent tous les etats initiaux et tous les
etats terminaux de <^s '.

^*=[10] lmclm\*
mjme [;]

Pour representer ST considerons la representation suivante de dimension
2/1+7, ou pour une matrice m a coefficients dans K«A», m "barree" est la matrice
ayant par coefficients les memes series que m, mais considerees sur une copie
barree de 1'alphabet : A={ a / aeA}, et "T" denote la transposee d'une
matnce :
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/ = [1 0] ;
T

m =
Imc+lmc
me
_T
Im

Im me
m 0

-T
m0

Un exemple est montre en fig. 2, pour seK«a», s=aa*.

" IS]

fig. 2

L'automate sous-jacent a cette representation est un K-1FA c^r^ sur 1'alphabe
A u A qui reconnaft la serie ( s+s)*. Remarquons que pour une seri<
rationnelle s il existe plusieures representations lineaires differentes; il exist*
done toute une famille de K-2FA <^^.

Regardons & <^ ̂ 5 comme un automate bilatere sur 1'alphabet A ave(
multiPIlcite dans K. Considerons la definition de "comportement zig-zag" d'un K
2FA, ^z(<^ ), comme introduite dans [5] : Ie comportement zig-zag de ^^est la
sene associant a tout mot la somme des multiplicites des chemins "reussis " qu:
Ie calculent, ou un chemin est dit reussi s'il ne passent pas deux fois dans 1'etai
1 sous une meme position du mot.

Proposition 1. Soit seK«A» et ^^s un K-2FA associe. On a:

- ^z(^Ts)=sf.

Preuve. II y a une bijection entre les chemins reussis de ^rs calculant un
mot et ses factorisations zig-zag sur X=supp(s).0
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4. Sur la rationalite des series ST

L'operation r ne garde pas les memes proprietes que 1'operation *. Elle
preserve la rationalite des langages, mais non des series.

Proposition 2. ([!]) L'op^ration fleche (f) preserve la rationale des
langages.

Preuve. Soit X un langage rationnel et s=X.. Les automates bilateres finis <^Ts
reconnaisserit Ie langage X^ qui est alors rationnel au moyen du theoreme de
Rabin et Shepherdson [14, 15, 20, 9, 10], assurant qu'un langage reconnu par un
automate bilatere 1'est aussi par automate unilat^re, et du theoreme de KIeene
[11,9, 10, etc. ], qui assure qu'un langage recjonnu par un automate unilatere est
rationnel.D

Soit s: A*->A:une serie formeltc a valews dans un demi-anneau K. Si sest K-
rationnelle alors s* 1'est aussi. II n'en est pas de meme pour l'op6ration T.

Proposition 3. L'operation fleche (f) ne preserve pas la rationality des
series. De plus, I'image par T d'une serie rationnelle n'est en g4n6ral pas
algebrique.

La preuve est donnee par un exemple.

Exemple 1. Soit A=actX=a+.
La serie 5=X est rationnelle. Considerons la serie ST, serie zig-zag sur X.
Soit an un mot de A*. II existe une bijection entre les factorisations zig-zag de

an et les-suites de positions internes de an : (ai, an-i), i=l,..., n-l, 6ii une meme
position n'est jamais repetee deux fois (se souvenir de 1'interdiction sur la
presence de boucles dans une factorisation zig-zag). Pour tout sous-ensemble de
{l,..., n-l} a^ elements, il existe k! factorisations zig-zag a k+1 pas de an, une
pour chaque permutation des positions. On a alors que pour tout n > 0, Ie
nombre z^ de factorisations zig-zag du mot an est

2n=(sr, an)=l-^ nl{n\1} k!.

De fa^on equivalente : z^ = 7+ (n-l)+ (n-l)(n-2)+ ... +2(n-l)f.
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n i - n
Pour n allant vers 1'infini on trouve limsup "^/Zn/ > lim ̂ n! = oo. Le rayon

de convergence de sr est alors nul et la serie zig-zag (aa*)r n'est pas algebrique.

5. Caracterisation des series ST rationnelles

Les series 5r ne sont pas toujours rationnelles. Dans Ie theor^me suivant on
donne une double caracterisation des series ST rationnelles, lorsque Ie demi-
anneau considere est celui des reels positifs, K=E+. Ce resultat generalise au cas
du demi-anneau ]R+ un resultat sur les series zig-zag contenu dans [3]. On
montre aussi (par 1'Exemple 2) que ce resultat n'est pas valable pour un demi-
anneau quelconque.

On dit qu'un langage est simple [3] s'il n'existe pas une suite infinie de ses
mots 1'un facteur propre du suivant.

Theoreme 1. Soit seRat(E+«A») et ^rs un K-2FA associe. Les trois assertions
suivantes sont equivalentes.

i) ST est une serie rationnelle;
ii) supp(s) est simple;
iii) I'ensemble dos suites de croiscment de ci^ rs sst fini.

Preuve. iii)==»i) Si 1'ensemble des suites de croisement d'un K-2FA est fini on

peut construire un K-1FA reconnaissant son comportement zig-zag, en
appliquant la technique montree dans [5]; la serie reconnue est done rationnelle.

Pour les autres implications remarquons d'abord [5] qu'un langage rationnel X
sur un alphabet A est non-simple ssi il existe des mots xeA*, y, zeA+ tels que
pour tout 1, m eN Ie mot ylxzmeX .

i)=>ii) Si X=supp(s) (qui est un langage rationnel) n'est pas simple il existe des
mots x, y, z comme ci-dessus. P.our tout mot \Vn=ynx2n il existe alors P(n)
chemins reussis qui Ie calculent dans <^ Ts^ avec
P(n) >1 + n2 + n2(n-l)2 + ... + (n!)2. En effet, on rappelle que tout mot
ylxzm appartient a X et que pour tout mot weX \\ existe dans ^rs un chemin
simple (i. e. non traversant 1'etat 7) de 7 a 7 etiquete w et un chemin simple de
1 a. 1 etiquete w. Parmi les chemins qui calculent Wn il y a alors tous ceux-la
qui renversent leur direction alternativement sous une position (ynxzl, zn-1) et
sous une position (yi, yn-ixzn). Pour ces chemins-Ia, Ie choix de la position
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(ynxzi, zn-i) a rejoindre se fait : la premiere fois parmi toutes les n positions a
disposition; la deuxieme fois parmi les restantes n-1 et ainsi de suite.

La multiplicite de Wn est alors m(wn) > P(n)xlw^xmin f((p, a,q)). La serie s^
ne peut pas etre algebrique car sa croissance est plus que exponentielle dans la
longueur des mots.

ii)=>iii) On remarque que si un etat q de 1'automate c^ r^ paraft n fois dans
une suite de croisement cSz(u, v) d'un chemin r^ussi z, alors supp(s) contient une
suite {ujVj,..., UnV^} de n mots 1'un facteur propre du suivant. Les mots uj,..., Un
sont des suffixes de u qui sont les etiquettes de n chemins simples de 7 a ^,
sous-chemins de z (pris dans 1'ordre croissante des longueurs); les mots vi,..., v,
sont des suffixes de v qui sont les etiquettes de n chemins simples de <y a 7,
sous-chemins de z (pris dans 1'ordre croissante) (voir fig. 3). Tout mot 0^^
appartient a supp(s) parce qu'il est calcule par un chemin simple de 7 a7.

fig. 3

Si 1'ensemble des suites de croisement de c^ ̂  est infini, alors il existe un etat
'e ^ ̂ s qui para?t combien de fois 1'on veut dans une suite de croisement. Cette
ituation implique que pour tout neN, supp(s) contient n mots 1'un facteur
ropre du suivant et done il n'est pas simple.Q

Corollaire 1. Soft se Rat( E + «A»). II est decidable si s^ est une s6rie
itionnelle ou non.

Preuve. La preuve suit de la caracterisation ii) du Theoreme 1 et de la
scidabilite de la simplicite d'un langage rationnel. Celle-ci peut se montrer par
t caractensation suivante [5]: un langage rationnel XCA* est non-simple ssi il
<iste des mots x, y, zeA*, y, z non vides, tels que Ie langage x*yz*CX. Un
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langage rationnel X est alors non-simple ssi dans un automate fini qui
reconnaTt il existe un etat q tel que Ie langage Lq des etiquettes d'un etat initi
a q contient un sous-ensemble x*v et Ie langage Rq des etiquettes de ^ a un et
terminal contient un sous-ensemble wz*. Ces proprietes peuvent etre verifiei
en decidant de la presence de boucles sur un etat initial dans un automa
codeterministe emonde qui reconna?t L^ et de la presence de boucles sur t
etat terminal dans un automate deterministe emonde qui reconnait Ra-0

CoroIIaire 2. Soit seRat(E+«A»). Si ST est une serie rationnelle, alors on pc
construire sa representation Uneaire.

Preuve. Considerons un automate ^rs- Si^r est une serie rationnelle, alors :
Theoreme 1 assure que 1'ensemble des suites de croisement de ci^ Ts est fini. I
technique montree dans [5] pour construire un K-1FA reconnaissant
comportement zig-zag d'un K-2FA peut alors s'applier a ^-rs- On obtient ainsi i
K-1FA ^=(Q, lf, c) dont Ie comportement est ^(^)=lm*c=^z(^Ts)=sT.n

CoroIIaire 3. Soit seRat(E+«A»). Si sf est une serie rationnelle, alors elle e
I'etoile d'une serie rationnelle.

Preuve. L'assertion decoule du fait que les automates <^fs ont un seul et,
initial et final et que cette caracteristique est preservee par la construction c
[5].a

L'exemple suivant montre que Ie Theoreme 1 n'est pas valable pour un dem
anneau quelconque.

Exemple 2. Soient A=a, X=a+, K=^, Ie demi-anneau de Boole.
Considerons la serie se^«A» qui vaut 7 sur les mots de X et 0 ailleurs. Sc

support est supp(s)=X, qui est un langage non-simple. Par centre ST est la seri
qui vaut 7 sur XT, 0 ailleurs; elle est done une serie rationnelle puisque X;' est u
langage rationnel.
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