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ABSTRACT

Study of rooted planar maps has led to two different functional relations whose unique solution
is the generating function counting rooted planar maps. The first one, given by W. T Tutte in 1968,
was obtained by deletion of the rooted edge, and was generalized to genus 1 maps. The second one,
given by D. Arques in 1985, uses a more complex geometncaldecomposition (the contraction of the
whole outer face into one vertex) and gives a new functional relation with a composition of functions,
whose terms contain the searched generating function of rooted planar maps. Herein, we propose a
generalization to genus 1 maps of this second relation, in association with a new classification of genus
1 rooted maps. This classification is realized with the help of new geometrical decomposition operations
of these maps, allowing the achievement of 8 natural sub-classes of the torus rooted maps family.

INTRODUCTION

L'etude des cartes pointees de genre 0 a montre 1'existence de deux relations fonctionnelles
differentes liees a des decompositions geom^triques distinctes. La premiere (cf [Tu68]) est obtenue par
suppression de 1'arete pointee. La seconde (cf [Ar85a]), met enjeu une d&omposition g^om^trique plus
complexe (contraction en un sommet de la face exterieure) et donne une relation fonctionnelle avec une
composition de fonctions dont les deux termes invoquent la s6rie gen^ratrice des cartes planaires.
La connaissance de telles relations liees a des decompositions geomdtriques, est importante pour
1'enumeradon et pour la comprehension de la structure inteme profondement riche des cartes.

Pour les cartes de genre superieur ou 6ga\ ^ 1, seule est connue jusqu'^ present (cf [Ar87a, b]) la
relation foncdonnelle du type de celle donn^e par Tutte pour Ie genre 0. Nous obtenons ici une nouvelle
relation fonctionnelle pour les cartes de genre 1, issue d'une decomposition et d'une classification tres
fine de ces cartes, relation generalisant b la seconde 6voqude ci-dessus pour les cartes de genre 0.

Le lien entre operation geom6trique d'ouverture du sommet point6 d'une carte et 1'operation de
composition de series generatrices est explicite au paragraphe I. Au paragraphe II, une d^composition
fine des cartes pointees de genre 1 est proposee, induisant la nouvelle relation foncdonnelle annoncee.
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I. OUVERTURE D'UN SOMMET ET COMPOSITION DE SERIES GENERATRICES

1. 1. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Les definitions de carte topologique sur une surface orientable £g de genre g, de genre d'une
carte, de brin, d'isthme, de degr6 d'un sommet ou d'une face, de carte combinatoire, de cartes
isomorphes ne sont pas rappelees ici, mais peuvent etre trouv^es dans [Ar85a], [Co75] ou [Tu68].

Rappelons qu'une carte est ̂ xepointee si un brin b* estpoint^ (de sommet initial s* appel^
sommet pointe). La face exterieure de la carte, est alors la face incidente ^ droite du brin point6 b*.
Une carte planaire sera dite doiiblement pointee, si un second brin est pointe, de sommet initial
different du sommet pointe s*.

Rg(v, z) (resp. D(vi, V2,z)) est la s6ne g^neratrice des cartes (resp. doublement) point^es de
genre g. Ie degr6 de v (resp. les degrds de v^ et vz) donnant Ie degre du sommet pointe (resp. des deux
sommets pointes). Ie degre de z donnant Ie nombre d'aretes. Par dualite (cf [Co75]), Rg(u, z)
(resp. D(ui, U2,z)) est egalement la s6ne generatrice des cartes point^es (resp. doublement point^es et
dont les faces a droite des deux brins points sont differentes) de genre g. Ie degre de u donnant Ie degre
de la face ext6rieure (resp. les degrds de u^ et M^ donnant les degres de ces deux faces).

1.2. OPERATION D'OUVERTURE D'UN SOMMET

Soit % une famille de cartes pointees (par exemple % est la famille des cartes de genre 0 ou 1).
On notera <&r la sous-famille des cartes de %, dont Ie degre du sommet pointe t* est r (%o etant soit
vide, soit constituee de la carte reduite b un sommet si celle-ci appartient b %). On notera di,..., dr les
brins issus de t*, a partir da brin point6 d* = di, dans Ie sens contraire du sens positif (cf Fig. 2).

b* uz Ro(u, z)On considere la famille ^ des cartes planaires,
dont Ie brin point^ est un isthme et Ie sommet pointe s*
estdedegre 1.

On note 3+ (resp. 3*) 1'ensemble : Zk>i ^k,
(resp. (p) + £k>i ̂ , ou {p} est la carte r^duite ̂  un r,_,, ", """:" __^

lanaire pointee G quelconque
sommet), d^fini comme la reunion disjointe pour k > 1 (le brin pointe (en poindUes) est Ie premier
(resp. k > 0) des k-uplets de cartes de S. ~ brin de G'rcncontre a Pardr de b^

Figure 1 : Carte g^n^rique de S.
Definition 1 : Ouverture d'un sommet:

\J operation d'ouverture du sommet pointe t* d'une carte de % (cf Fig. 2) consiste a creer un
nouveau sommet s*, a inserer entre les extremites initiales de d; et d-^ pour 1 <i <k-l (k etant Ie degre
de t*) et entre 1'extremite initiale de d^ et s* une suite finie eventuellement vide (reduite a un sommet) de
cartes de 3, et a inserer entre s* et 1'extremite initiale de di une suite non vide d'elements de ̂ , dont Ie
brin pointe bi de la premiere carte de S inseree, sera 1c brin pointe (issu de s*) de cette nouvelle carte.
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On note ^J, la famille des cartes obtenues par 1'ouverture des sommets pointes des cartes de %.
Proposition 1 :

l. Si toutes les cartes de % sont de genre g, il en est de meme des cartes de ̂ .
2. L'op^ration d'ouverture du sommet pointe est associee ̂  la bijecrion : ^ <-^ <)+xX r>o^r x (<)*)1"
3.a) Si % =^>o est la famille de toutes les cartes planaires pointees, ^ est la sous-famille VQ des cartes
planaires pointees dont Ie brin point6 n'est pas un isthme.
3.b) Si %= Hg est la famille des cartes point6es de genre g, ̂  est la sous-famille 3'g des cartes point^es
de genre g dont 1c brin point6 n'est pas un isthme et dont la fronti^rc de la face ext^rieurc est contractible
en un point sur Ie tore ̂  g trous (c'est-^-dire ne contient pas de sous-circuit "qui fasse Ie tour d'un trou
du tore").

Demonstration : generalise celle donnee dans [Ar85a].

On ouvre t* en une face,
qui sera face ext6rieure
de la nouvelle carte F.

Carte F
d5

On contracte la face ext6rieure
en un sommet t*.

Figure 2 : Operations reciproques d'ouverture d'un sommet et de contraction de la face ext^rieurc.

L3. TRADUCTION EN TERMES DE SERIES GENERATRICES

X(v,z) (resp. Y(u,z)) est la s6rie g6n6ratrice des cartes pointees de <3G (resp. ^) enum6r6es en
fonction du degr6 du sommet pointe (v) (resp. degre de la face exterieure (u)) et du nombre d'aretes (z).

Th^oreme 1: On a 1'egalite fonctionnelle

I- UZRO(". Z) v^ 1
"u/ l-uzRo(u, z) "U-uzRo(u, z) '

Demonstration : generalise celle donnee dans [Ar87a].
(D

Corollaire 1 :

i. La s6rie generatrice des cartes planaires dont Ie brin pomt6 n'est pas un isthme est: Y|X=RQ
2. La serie gen&atrice des cartes planaires pointees satisfait la relation foncdonnelle

(dans laquelle RQ signifie Ro(u, z)) : Ro=l+u2zRS+Y|x=Ro (2)
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II. CLASSIFICATION DES CARTES POINTEES DE GENRE 1

Ce paragraphe presente une classification des cartes pointees de genre 1, dont la traduction au
niveau "relation fonctionnelle" est donn6e par Ie:

Theor^me 2 : R^ est solution de I'^quation (ou Rg est 6cnt pour Rg(u, z)):
Ri(u, z) = 2u2zRoRi +u2zD(u, u, z)

lSR'(l^R, -z) +R'
3Y

3Ro. IX=Ro

+D(u,u,z)^-
32Y

L3R2oJ IX=Ro
Ro+2u 3Ro^^3^1

3u '2! 3u2
J_
3!

S3Y
L3R3oJ IX=Ro

RO+U
3Ro
3u

J_
4!

34Y
L9R^J IX=Ro

+u, -3_r.»i^">.^. ^ ,D , z3^ Ll-uizRo(ui, z) l-U2zRo(u2, z)" U-uizRo(ui, z) ' l-U2zRo(u2, z)'^Jiui=u, =u

(3)

DECOMPOSITION DES CARTES POINTEES DE GENRE 1

Les cartes pointfes de genre 1 sont rcpr6sent6es en utilisant la figuradon du tore sous forme d'un
carre dont les cotes opposes (en pointUlds pour les distinguer des aretes) sont identifies point par point.

1. LE BRIN POINTE EST UN ISTHME

i. i. Le brin pointe est un isthme dont la suppression deconnecte la carte

r-

Figure 3

Terme 1

2u2zRoRi

^ bijection

- ^
Carte C^

Carte C Carte C1

La suppression du brin pointe b^ (facteur u2z) deconnecte la carte C en deux cartes Ci et  2,
dont 1'une est de genre 0 (facteur Ro) et 1'auttre est de genre 1 (facteur Ri) (d'ou Ie facteur 2).
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1.2. Le brin pointe est un isthme dont la suppression ne deconnecte pas la carte

Dans la carte duale de C, 1'arete d duale de 1'isthme b* est une boucle. Si la suppression de b* ne
d^connecte pas la carte alors la boucle d ne partage pas Ie tore en deux composantes connexes, et fait Ie
tour d'un des trous du tore. On supprime b*, on coupe Ie tore Ie long de d et on recolle deux disques Ie
long des cercles du bord de la surface ainsi d6coup6e : on cr6e ainsi une sphere et la carte C^ obtenue est
planau-e. Pour reconstruire C ^ partir de Ci, il faut pointer bi=ff(b*) et b2=ffoa(b*) issus des sommets
Si et Sz initial et final au brin b*. On a ainsi une bijection entrc les cartes de genre 1 dont Ie brin point^
est un isthme dont la suppression ne d^connecte pas la cane et les cartes planaircs doublement pointdes.

Figure 4

Terme 2

u2zD(u, u, z)

Carte planaire dont deux faces
diff6rentes sont point6es

Carte C
pour

" donnerf*

On coupe Ie tore st travers b* et
on obtient une carte dessin^e sur la sph&re.

La serie gen^ratrice associee'^ ces cartes est done form6e de u2z, facteur associ6 au brin b*,
etde D(ui, U2, z)iui=u2=u, serie g6n6ratrice des cartes planaires doublement pointdes, dont les variables
u^ et U2 donnant les degr6s des faces pointdes fi et f^ sont identifies en une meme variable u de fa^on ^
dormer Ie degr6 de la face fic de C obtenue par recollement sur Ie tore de f^ et f^.

2. LE BRIN POINTE N'EST PAS UN ISTHME

Definition 2 ; "Polygone" fronti^re P:

C'est 1'unique sous-circuit (bi,..., bk) de la suite des
brins consdtuant la frontiere orient^e o*(b*) de la face
ext^rieure, defini par (i) bi = b* et (2) pour i > 1 : b^
est Ie premier brin dans (a-l)*(a(bi)) bordant ^ sa droite
la face ext6rieure, c'est-^-dire Ie premier tel brin
rencontr6 en toumant dans Ie sens n^gadf a partir du brin
oppose ̂ b;(cfFig. 5).

Figure 5 : Construction du polygone P.
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Figure 6

Dans ces 6 exemples

(termes 3 a 8 du second membre
de (3)), correspondant aux 6 cas
de la classification des cartes

point6es de genre 1, dont Ie brin
point6 n'est pas un isthme, P est
present^ en gras et la face
exterieure en grise.

Tenne 3 de
l'6quation (3)

6.a Terme4de 6.b
l'6quadon (3)

Tenne 8 de
l'6quation (3)

6.f

Terme 5 de 6.c
l'6quation (3)

Terme 6 de 6.d
1'equadon (3)

Terme 7 de
l'6quation (3)

Pronosition 2 et Definitions : ProprUtes de P
l. P est un circuit passant au plus une fois par tout brin de la frontifere orient6e de la face ext6rieure.
2. P est consume de brins non isthmes (i.e. incidents d'un seul c6t ) de la face exterieure.
3. P peut passer plusieurs fois par un meme sommet du bord de la face ext6rieure.
Definition : Un tel sommet s est appel6 sommet multiple. Son ordre de multiplicite o(s) es
degr^ de s dans P (nombre de brins de P issus de s).
3.a) Si s est un sommet multiple de P, c'est-a-dire si P = (bi,..., bi,..., bj,..., bk), bi et bj 6tant les d
premiers brins de P issus de s, alors:
.autour de s, dans Ie sens positif ̂  partir de bp les 4 brins bp a(bi. i), bj, a(bj. i) sont dans cet ordn
.c = (bp..., b,. i) est un circuit non contractible en un point sur Ie tore, i.e. c fait Ie tour d'un trou du t
3.b) Les 3 seules situations pour P sont (selon la figure 7) de posseder un sommet multiple d'ordr<
muldplicit6 2ou 3, ou 2 sommets multiples d'ordres de muldplicit6 2.
3.c) Si P possede au moins un sommet multiple, P partage Ie tore en deux domaines ouverts conn<
appel^s ext6rieur (celui qui contient la face exterieure) et interieur.

Demonstration : cf [AJ91].

Figure 7

3. de la Proposition 2 :
Seul Ie polygone P
reprdsente.
Toute suite d'aretes de P

joignant 2 sommets multiples est
remplacee par une arete unique.
Les 2 domaines, interieur et

exterieur, sont en blanc et en

grise.

est L---J
1 sommet multiple

1 sommet multiple

2 sommets multiples
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Remarflue : Le 3. de la proposition 2 distingue Ie genre 1 du genre 0. Dans ce demier cas,
1'existence de P (cf [Ar85a]) est prouv^e ̂  1'aide du Thdor&me de KOnig, P apparaissant alors comme un
ckcuit 616mentau-e simple (c'est-^-dirc ne passant pas deux fois par la meme arete ou Ie meme sommet:
en effet, dans Ie cas de la sphere, il n'y a pas de trou : Ie circuit c du 3. a ne peut done pas exister).

2.1. Le polygone P partage Ie tore en deux domaines ouverts connexes

Definition 3 : Domaines ext6rieur et int6rieur:

Si P partage Ie tore en 2 domaines ouverts connexes, Ie domaine exterieur (resp. int6rieur) est
celui de ces deux domaines contenant (rcsp. ne contenant pas) la face ext^rieure. Les brins inclus dans Ie
domaine exterieur (resp. interieur) et non sur Ie polygone P sont dits brins ext^rieurs (resp. int6rieurs).

Les brins ext^rieurs ferment des composantes connexes (par suppression de P et des brins
intdrieurs) dites sous-cartes ext^rieures incidentes aux sommets de P, point6es par Ie premier brin leur
appartenant rcncontrd & pardr de b* lors du parcours de la face ext^rieurc orient^e de la carte.

2. 1. 1. Les sous-cartes exterieures et P ferment une carte planaire
contractible en un point t sur 1c tore

Figure 8

Terme 3

, UZ5_ Rl (T-LT- . z) BDomaine Ext6rieur Operation d'ouvCTturedusomme7point61
ODomaine Interieur d'une carte point^e de genre 1 quelconque

5 n'a pas de sommet muldple. On appUque alors ̂  une telle carte, 1'op^ration de contraction du domaine
;xt6rieur de P. On d6dwt du § I, que la serie g6n6ratrice de ces cartes point^es de genre 1 est : Y|X=R,

2-1-2. Les sous-cartes exterieures et P forment une carte planaire
non contractible en un point t sur Ie tore

Figure 9

Terme 4

2. 1.2. 1. L'une de ces sous-cartes ext^rieures Ci est de genre 1
r--r^--! r-

Rl 3Y
3RoJ IX=Ro Carte C

Carte D

Carte Cj Carte planaire
Carte poin«<e £wc.b?°.n!SAme)
"dege'nreT dontMa.s"PP"m6.

sous-cartes
ext6rieures
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Proposition 3 : Si 1'une des sous-cartes extdrieures C^ est de genre 1, alors :
i. P n'a pas de sommet multiple.
2. La sous-carte de genre 1 est unique, a au plus un sommet commun avec P. Toutes les autres

sous-cartes ext6rieurcs sont de genre 0 et contractibles en un point sur Ie tore.
Demonstration : cf [AJ91].

On d6compose bijecdvement la carte C en les carte C^ de genre 1 et D de genre 0 (carte g6n6rique
de la famille des cartes point^es de genre 0 dont Ie brin point6 n'est pas un isthme et dont on a choisi une
des cartes de genre 0 ext6rieures pour la remplacer par Ci). Ce choix d'une carte de genre 0 se traduit
par la d^rivation de Y par rapport ̂  RQ, Ie rcmplacement par Ci se traduisant par la multiplication par RI.
D'ou la s^rie g6n6ratrice des cartes C: Ri. [3Y/3Ro]ix=RO

2. 1.2.2. Aucune des sous-cartes exterieures n'est de genre 1

Pour que la carte globale C soit de genre 1, il est n^cessaire que certaines (au nombre de k) des
sous-cartes ext^rieures definies Definition 3 aient plus d'un sommet en commun avec P de fagon "^ faire
Ie tour des trous du tore", ou que P ait des sommets multiples. Pour mettre en evidence les differcnts cas
possibles, on definit une carte C, non point^e, simplifide de C, et caract6risant la classe de C.

DEFINITION DE C\ carte simplifiee de C
A. Construction:

l. Supprimons les brins int6rieurs, les sous-cartes ext^rieures
ayant un seul sommet commun avec P et contractibles en un
point et les brins non incidents ^ la face ext^rieure des sous-
cartes ext^rieures restantes (cf Fig. 10.a,b). On obtient ainsi
une nouvelle carte Ci incluse dans la frondfere ext6rieure de C.
2. La fronti&re ext^rieurc de Ci, est consdtuee successivement:
de sous-suites non vides : d) de brins de P commengant et
finissant en un sommet multiple ou commun avec une
sous- carte exterieure; (2) de brins ext^rieurs (d'une sous-carte

exterieure ayant plus d'un sommet commun avec P) joignant
deux sommets de P (6ventuellement confondus).

Carte C'

Figure 10

10.c

On remplace une telle sous-suite par une arete unique, topologiquement proche, plong6e ̂  sa droite dans
la face ext6rieure, joignant les 2 sommets de P, extr6mit6s de la sous-suite (cf Fig. lO.c).

B. Propri6tes de la carte C' ainsi obtenue :
* Les sommets de C sont les sommets multiples de P (au nombre de sm) ou les sommets non

multiples de P, communs ^ P et ̂  une sous-carte exterieure (au nombrc de sc).
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* Les aretes de C sont: (i) soit des aretes issues des sous-suites de P (au nombre de ap, et
constituant un polygone P*); (2) soit des aretes joignant deux des sommets de P* (eventuellement
confondus, et font alors Ie tour d'un trou du tore), naturellement regroup^es en k paquets (un par sous-
carte ext^rieure) de a, (a, > 2 pour 1 ^i < k) aretes, toutes incidentes d la face exterieure d'un seul c6t6
(e. g. une sous-carte exterieure de C formee d'une arete isthme dans la face exterieure est remplac^e de
part et d'autre par 2 aretes ayant les memes extr^mit^s que 1'arete de depart dans Ie passage de Ci ̂  C).

C. Ineauations caracterisant les cartes C :

Ces inequations nous permettront de classer les cartes C' en fonction de ap, sm, sc, k, a; (1 <i ̂  k).
* Soit ̂  = {si, ..., Sgm} 1'ensemble des sommets multiples de P.

Tout sommet s^ (1 <i < sm), a un ordre de multiplicite o{^ >. 1. D'ou : 2 sm ̂  Zg e/6 o(Si) (0)

* La carte C' est dessinee sur Ie tore, mais n'est pas necessairement de genre 1 (Chacune des k
sous-cartes exterieures, non contractible en un point, est remplacee par une face sur Ie tore limit^e par a,
aretes. Mais ces faces ne sent pas n^cessairement simplement connexes (cf Fig. ll. a) : il manque
6ventuellement des aretes pour rendre ces faces simplement connexes et pour rendre la carte de genre 1).
L'egalite resultant de la formule du genre (#aretes=#sommets+#faces) est done remplac6e par I'in^galit^:

si<j<kaj + ap^ sm+sc+(k+l+1) (1)
. ^i<j<kaj: nombre d'aretes construites ^ partir des k sous-cartes exterieures non contractibles en 1 point;
. (k+ 1 + 1) correspondant au nombre de faces ou l'int6rieur de chacun des k paquets de a^ aretes donne
une face rempla?ant (topologiquement) la sous-carte exterieure associee, et les deux "1" correspondent ^
la face exterieure de la carte de depart et au domaine interieur;
. sm + sc 6tant Ie nombre de sommets de C'.

* Par ailleurs, l'in6galit6 : aj > 2 pout tout j entraine
* On a 1'egalite evidente sur Ie polygone P:

Si sm = 1 (un seul sommet multiple s), on deduit de (3) :

(2)
(3)

si<j<kaj->2k
ap=sc+5:g^^o(si)
ap=sc+o(s) (3«)

* De 1'inegalite (0) et de I'^galite (3) on deduit l'in6galite : ap> sc+2 sm (4)
* De tout sommet multiple sont issus au moins 4 brins de P* et d'un sommet commun sont issus

exactement 2 brins de P* et 2 brins non sur P* obtenus par 1'operation du A.2. pour 'la sous-carte
ext^rieure incidente en ce sommet, done : de tout sommet de C' sont issus au moins 4 brins, et 1'on a:

2sm+2 sc ̂  Zi<j<k aj + ap (5)
Si sm = 0, (5) est une dgalite (l'in6galit6 est due aux sommets multiples): 2sc=Si <j<k aj + ap (5')

* On deduit de (1), (2) et(4): 2k+2 sm+ sc < sm+ sc +k+ 2, soit :k <2 - sm (6)
* On deduit de (1), (4) et (2): 2k< Si<j<k Bj <k+ 2 - sm (7)
* On d^duit de (1) et (5) que : sm+ sc <k+ 2, soit : sc ̂ k+2 - sm (8)
* D'apres (1), (2) et (8) on deduit que : ap < 4

Par ailleurs, il y a au mains un sommet multiple, ou s'il n'y a pas de sommet multiple, au moins deux
sommets communs, sinon nous n'aurions pas de carte de genre 1, done : ap> 2.

Soit: 2 < ap <4.
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D. Classification :

ap = 2 : (4)

sm=0:

sc +2 sm^ 2 0 <sm < 1

sc=2 ==> k>l Done : 1 <k< 2(3) ==> ap=sc
(6) ==> k<2

k= 1 : (5') => 2sc=ai+ap => a^=2 fcfFig. 11. a)
k=2 : (7) =^ ai +a2 =4 et (5') => ai + a2= 2 Contradiction

sni^l: (4) => sc=0. d'ou:f3"> =» ap=ofs') => o('s'» = 2
(6) ==> k< 1

k=0 : Impossible (pour que C soit de genre 1, la seule situation possible pou
P* avec un seul sommet multiple et k = 0 est celle avec ap = 3 (cf Prop. 2)

k=l : (7) => 2<ai <2 => aj=2 CcfFig. ll. M (cas limite de la Fig. 11. a)

ap = 3 : (4) => sc +2 sm<3 ==> 0^sm< 1

?m=U : Done : 1 ^k^ 2(3) => ap = sc ==> sc==3 ==> k > 1
(6) => k ^2

k=l: (5') => 2sc=ai+ap ==> aj=3 fcfFig. 12. a)
k=2: (7) => ai + a2=4 et (5') =» ai + a2= 3 Contradiction

sm= 1 : (4) => sc< 1
(6) => k^ 1

sc = 0 : (3') => ap=o(s) => o(s) = 3 (cfFis.l2j2) (cas UmiteFig. 12.a)
sc=l : =>k>l et (3') ==> ap= 1+o(s) =» o(sl^_2

k= 1 : (7) =» 2<ai <2 => a^=2 CcfFig. 12.c) (cas limite Fig. 12. a)

Done: l<k<2

ap = 4 : (4) => sc +2 sm<4 => 0 <sm^2

sm=0 : (3) => ap = sc ==> sc=4 ==> k > 1
(6) => k<2

k= 1 : (7) => 2^ai ̂ 3 et (5') =» a^=4 Contradiction
k=2: (7) => ai+a2=4 et (2) ==> aj=a^=2 CcfFig. 13. a'>

sm=l : (4) => sc ̂ 2 et (6) => k^ 1
sc =0 : (3') =» ap=o(s) => ofs) = 4 Impossible fear ofs) < 3. cf Prop. 2)
sc=l : => k > 1 et (3') => ofsl = 3

k^l: (7) =>ai^2
(1) =» ai+ap <1 + 1 +3=> 6<5 Impossible

==> k > 1 et (3') => ofst = 2

k=l : (7) =» aj^=2 (cf Fig. 13. b) (cas limite de la Fig. 13. a)
sm=2: (4) ==> sc=0 et (6) =» k=0 CcfFig. 13. C') teas limite de la Fig. 13. a')
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E. Termes de 1'eauation ('3J assocjes :

Trois cas sont apparus dans la classification du paragraphe D. respectivement associes a un
polygone P* de ap= 2, 3 et4 aretes. Ces trois cas sont respectivement associes aux termes 5, 6 et 7 de
1'^quation (3). Dans chacun de ces cas, on a prouve que la carte d'origine C se decompose en une
(resp. deux) sous-carte(s) exterieure(s) EI (resp. EI et E^), et en la cane D (pointee par Ie meme brin
que C*) constituee par Ie polygone P (dont les sommets multiples ont 6t6 d&onnect^s), les brins
intdrieurs et les sous-cartes exterieures contractibles en un point, autres que EI (resp. E^ et E^).

Pour detemiiner Ie terme de 1'dquation qui represente la serie gdneratrice de ces cartes, il faut:
1). Determiner la serie generatrice des cartes D dont Ie polygone P* est associ6 ai=2, 3 ou 4 aretes.
D est construite a partir d'une carte planaire dont 1c brin pointe n'est pas un isthme (de serie Y|X = RQ,
Corollaire 1 § 11. 2), en pointant Ie dernier brin bj de chacune des sous-suites de brins de P ayant donnd
lieu aux ap=i aretes de P* et en supprimant la sous-carte exterieure incidente a 1'extremite finale de bj
(l<j<i). Ces i pointages d'une carte planaire dont Ie brin pointe n'est pas un isthme se traduisent par la
derivarion d'ordre i (1 / i! exprime que ce choix est sans ordre, 1'ordre bi,..., bi etant impose par la
rencontre de ces brins lors du parcours a partir de b* de la frondere ext^rieure de C): [3iY/3R<)i]|x=Ro / i!
2). Determiner la serie generatrice des sous-cartes exterieures EI (resp. EIet E2)pour ap = 2, 3 et 4.

ap = 2 : terme 5

Pour reconstruire C a partir de E^ et D, il faut doublement pointer la carte planaire EI (cf Fig. 1 1:
cette carte est rendue planaire par 1'opdration decrite Fig. 4) dont 2 faces differentes sont pointees par les
deux premiers brins GI et 03 rencontr6s apres bi et bz dans Ie parcours de la face ext^rieure de C.
La serie generatrice de ces cartes est D(u^, U2, z) | u, =u2=u
et Ie temie associe a ap = 2 est done: D(ui, U2, z)|u, =u2=uJ.-2!

32Y
3R Oj IX=Ro

ap = 3 : terme 6

La sous-carte exterieure E^ est ici incidente aux sonimets communs ou multiples de D, exrremites
des ap = 3 brins pointes b^, b^ et b3. Pour pouvoir reconstruire C a partir de EI et D, il faut pointer dans
EI Ie premier brin c, que 1'on rencontre en parcourant la face extdrieure de C a partir de b; (1$i<3)
sauf si 1'on rencontre Ie brin pointe b* de P, c'est-a-dire si 1'on a fini tout Ie parcours de la face
extdrieure. De cette fa?on, on pointe au maximum trois brins sur EI. Dans Ie cas ou deux brins pointes
sur EI sont confondus ou ont meme sommet initial, cela implique que les deux sommets de P initiaux a
ces brins sont confondus. Si E^ n'a que deux brins pointes GI et c^, cela signifie que Ie sommet final du
troisieme brin pointe by, de P est confondu avec Ie sommet final du second brin point6 b^. Ces deux cas
correspondent a un sonimet multiple de P (cf Fig. 12.b et 12. c).

La serie generatrice des cartes E^ dont trois brins de la face exterieure au maximum sont pointes
sans ordre est: RO + 2u. 3Ro/3u+ u2. (32Ro/3u2) /2!

Le tenne RQ correspond au cas ou la carte E, est reduite a un sommet (aucun brin n'est pointe :
constante 1 dans Ro) ou au cas ou un seul brin est pointe. Le premier des deux termes derives d'ordre
un correspond au cas ou deux brins sont poinies. Le deuxieme terme derive d'ordre un correspond au
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cas OL'I trois brins so-t pointes, les brins pointes b; et b3 etant confondus. Le demier terme correspond
au cas ou trois brins sont pointes, les brins pointes b; et b3 etant distincts.
On obtient done la serie generatrice finale
constituant Ie tem-ie 6 de 1'equation (3):

Ro+2uaR0^
9u z:

32Ro
3u2

J_
3!

33Y
3ROJ IX=Ro

ap = 4 : terme 7

La carte C est decomposee en trois cartes EI, E^ et D, Ej (resp. £2) etant planaire et incidente en
les extremites finales des brins b^ et b3 (resp. b2 et b4) de D. Pour pouvoir reconstruire C, il faut
pointer les premiers brins c^ et  3 de E^ (resp. C2et  4 de E^) que 1'on rencontre apres bi et b3
(resp. b2 et b4) en parcourant la face exterieure de C, sauf si 1'on rencontre Ie brin pointe b* de P.
De cette fa^on, on points au maximum deux brins sur E} (resp. E^). Dans Ie cas ou les deux brins
pointds sur E; sont confondus ou ont meme sommet initial, cela implique que les deux sommets de P
initiaux aux brins associes sont confondus. Si E; n'a qu'un brin pointe, cela signifie egalement que les
deux sommets associes de P sont confondus: ce sont les cas parriculiers (cf Fig. 13.b et c).

La serie generatrice des cartes E^ dont deux brins de la face exterieure au maximum sont pointes
sans ordre est: RQ + u. 3Ro/3u.

Le terme RQ correspond au cas ou la carte E^ est reduite a un sommet (aucun brin n'est pointe :
constante 1 dans Ro) ou au cas ou un seul brin est pointe. Le terme derive d'ordre un correspond au cas
ou deux brins sont pointes.
On obtient la serie generatrice finale constituant 1c terme 7 de (3),
1c carre correspondant au choix independant de E^ et E^ :

RO+U
3Ro
3u

1.
4!

a4v
3R;OJ IX=RO

2. 2. Le polygone P ne partage pas Ie tore en 2 doniaines ouverts connexes:
"II fait Ie tour de I'un des trous du tore" terme 8

Si 1'on supprime Ie polygone P de la carte C, 1'ensemble des brins incidents a la face exterieure
se partage en un certain nombre de cartes associees aux composantes connexes. Toutes ces cartes ne
sont pas contractibles en un point sur Ie tore : en effet, si c'etait Ie cas, la face exterieure ne serait
simplement connexe, que si Ie polygone P avait un son-unet multiple d'ordre 3 (Fig. 7.b) ou 2 sommets
multiples d'ordre 2 (Fig. 7.c) et done delimiterait (cf Prop. 2, 3.c) 2 domaines: contradiction.
II existe done une carte D formee de brins non surP et non contractible en un point sur 1c tore (Fig. 15).

Cette carte D n'a qu'un sommet comniun (s sur la Fig. 15) avec P.

En effet, si D en avait un autre, ce second contact ne pourrait
se situer ni sur la droite de P dans son sens de parcours, car F
les brins situes entre ces deux sommets sur P ne seraient plus
exterieurs (cf Fig. 14. a), ni sur sa gauche, par definition de P :
un contact sur la gauche de P (cf Fig. 14. b) conduit a un autre
polygone P que 1'on reconnait facilement associe a la fi.sure
7. c (deux sommets multiples d'ordre 2).

b i 2 sommets
4-^communs

arclcs dc P
non

14.a

I ' . '"
.

1 cxtcriuiircs ! i \ P -^]
14.b

Fiszure 14
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P faisant 1c tour d'un trou du tore, D fait
necessairement Ie tour du meme trou (evident).
Par suite, D est necessairement unique : en effet,
D et P d^limitent un ouvert du tore contenant la

face ext^rieure simplement connexe, toute autre
carte issue de la suppression de P (cartes Cp
Fig. 15) est incluse dans ce domaine simplement

connexe et est done contracdble en un point.

Decomposition de C :

Si 1'on detache la carte D au point s selon
la figure 15. b, on obtient en coupant Ie tore et en
collant deux disques sur les ouvertures ainsi
pratiquees, une carte planaire (cf Fig. 15. c)
pointCe de la fagon suivante :

1. b*, brin pointe de C,

L_.
Carte C:

P non contractible en
un point sur Ie tore.

15.a

IS.b

Carte planaire associee
15.c

Fieure 15 : P fait Ie tour d'un trou du tore
(les parties non grisees representent des cartes

quelconques sur Ie tore).

2. b4, brin de P dont 1'extremitd finale s n'est incidente a aucune carte plongee dans la face
exterieure (selon la figure 1),

3. la frontiere de la carte D est, a present (apres 1'ajout d'un disque), frontiere d'une face f^ et es
du type present figure 2. On definit b2 et b3 sur K^ pour garder la trace du raccrochement en s.

On a done une bijection entre les cartes C dont Ie polygone fait Ie tour d'un trou du tore et Ie:
cartes planaires dont deux faces n'ayant pas de sommet commun sont pointees, ayant de plus un<
sous-carte exterieure manquante sur la premiere face et un brin pointe sur la sous-carte exterieurf
incidente a 1'extremite finale du brin pointe de la seconde face.

Les cartes planaires ayant deux faces pointees differentes, sans sommet commun, sont obtenue:
en reouvrant les deux sommets pointes d'une carte planaire doublement pointee et ont done pour serif
generatrice (u^ et u^ decomptant les degres respectifs de f^ et f^):

UIZR()(UI, Z) U2ZRo(U2, z)l, ZJ U2ZKo^U2, Zj ^ 1 . . 1
I-UIZR()(UI, Z) l-U2zRo(u2, z)"^l-UizRo(ui, z) ' 1-U2ZR()(U2, Z) ,z

. Choisir Ie brin b3 sur la carte generique (Fig. 1) associee a b^ revient ^ appliquer 1'operateur U23(. )/3u2
au numerateur de la seconde fraction de cette serie :

. (U2ZR(<U2, Z))U2-
uizRo(ui, z) 9u2

l-uizRo(ui, z) l-U2zRo(u2, z)
-cartes

3

-D L 1

(l-uizRo(ui, z) ' l-U2zRo(u2, z) ' )
. Choisir et supprimer une des sous-cartes exterieures de fj revient a deriver par rapport a RQ (uj, z):

-(U2ZRo(u2, z))

3Ro(ui, z)

U2
U]7. Ro(Ui, 7. ) 3U2

D
l-UixRt<Ui,7. ) l-U27.Ro(U2,z) ''\l-UizR()(Ui, 7-)' 1-U2ZR()(U2,Z) , 7-

I U] = U2=U
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L'identification de uj et u^ en une meme variable u exprime que dans Ie retour inverse de la carte
anaire (cf Fig. 15.c) a la cane C (cf Fig. 15. a), les brins des 2 faces fi et f^ se regroupent en la face
t^rieure de la cane C.

Le tenne 8 presente equation (3) est different et d'expression plus simple que celui obtenu
-dessus. II est issu d'une decomposition legerement differente : un calcul formel relativement simple
ontre que ces deux formules sont equivalentes.

CONCLUSION

L'obtention de 1'equarion (3) du Theoreme 2, a mis en evidence 8 classes particulieres de cartes
>intees de genre 1. A 1'aide du logiciel de calcul formel MAPLE, nous avons determine Ie nombre de
rtes de chacune de ces 8 classes en fonction du degre de la face exterieure (degre de u) et du nombre
u-etes de la carte (degre de z, major6 par 10), cf [AJ91]. On peut constater que pour chaque valeur du
>mbre d'aretes, 1c nombre total de cartes de genre 1 est celui donne par Walsh et Lehman (cf [WL72]).
. tons enfin d'autres travaux sur ce sujet : ceux de Bender et al (cf [BC87a, b]) permettent par des
.lculs analytiques d'etudier 1'enumeration des cartes, non planaires et ceux de Brown (cf [Br66]) qui
Lidient les cartes sur Ie plan projectif.
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