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Resuine

Dans un article recent [I], nous avons developpe uno construction combinatoire
des polynomes de Schubert. Plus exactement, pour une permutation W donnee, nous
avons construit un ensemble ft (w) tel que 1c polynome de Schubert Sy, s'obtient
par la formule

^= E a:D- (*)
Defi(w)

Id, XD = xdlxd2xd3 ... ou rf. = Card{j   N|(z, j)   D}.
Dans cet article, nous proposons de prendre la formulation (*) comme defini-

tion combinatoire des polynomes de Schubert et de rederiver une partie des proprietes
connues de c»s polynomes, cecl dans Ie but de developper une theorie de Schubert
entierement combinatoire. En partlculier, nous derivons les formulations pour les
cas oil la permutatlon w est domlnante, Grassmannienne, de la forme U X V et
quelques autres. Pour 1c cas Grassmannlen, nous montrerons 1'equivalence entre les
fonctions de Schur et les polynomes de Schubert par une bijection simple entre Sl(w)
et 1'ensemble des tableaux de Young de forme A.

Nous conclurons notre travail par une discussion sur Ie cas des permutations
vexillaires, la formule de Monk et les transitions maxlmales.

I. INTRODUCTION.

Les polynomes de Schubert on d'abord etc introduits par les geometres dans leurs
eludes des varietes de drapeaux et des cellules de Schubert [3][4]. Par la suite A. Lascoux
et M.-P. Schutzenberger ont developpe au cours des ans [6-15] une theorie tres elegante de
la combinatolre de ces polynomes. Quoique tres elementaires, les definitions de base dans
ces travaux sont plus algebriques que combinatoires.
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Notre premiere contribution a cette theorie a etc de demontrer une regle de cons-
truction combinatoire des dits polynomes [1]. Prise comme point de depart, cette r^gle
peut etre utilisee pour rederiver la theorie de Lascoux et Schutzenberger avec une base
plus combinatoire. C'est ce que nous nous proposons de debuter dans cet article tout en
reprenant certains resultats de [1]. Notre but, id, est de montrer 1'elegance d'une telle
approche et d'initier la decouverte de nouvelles relations par 1'etude combinatoire de la
regle de construction. Le lecteur interesse retrouvera dans [17] un traite complet de la
theorie des polynomes de Schubert en variables commutatives.

Soit w = (wi, Wz,..., Wn) une permutation du groupe symetrique sur n ^ments.
Nous denotons par £{w) la longuew (nombre d'inversions) de w. Le dia.gramme D{w)
d'une permutation est 1'ensemble des points (i, j)   [l.. n]2 qui satisfont les inequations
i < w71 et j < Wi. Id [l.. n] sigmfie rensemble {l, 2,..., n}. Une presentation graphique
du diagramme D(w) est obtenue en efFasant du treillis [l.. n]2 les points au sud et a 1'est
des points (t, w, ). Par exemple, Ie dlagramme D(w) de la permutation w = (2, 6, 3, 1, 5, 4)
est donne ci-dessous.

Le lecteur constatera, par recurrence sur ̂ (w), que

Card{D(w)} = £{w). (J.l)

Notons aussi que Ie plongement i : 5'n -» Sn+i defini par i(wi, W2,... , Wn) = (wi, W2,
... ,Wn, n + 1) est tel que 25(z(w)) = Z5(w). Ceci nous permet de definir D(w) C N2 pour
une permutation w   .S'oo = \Jn>i sn ' 

Le code c(w) = (ci»c2»c3, -) aune permutation

w est la suite des a = Card{j : (i, j)   D{w)}. La forme A(w) de w est la suite c(w)
ordonnee en ordre decroissant. Une permutation w est dite dominante si A(w) = c(w).
EUe est dite grassmannienne si pour un certain indice r, nous avons wi <wz < ... < Wret
Wr+i < Wr+t < . . .. Finalement, une permutation w est dite vexillaire si pour tous indices
l<a<&<c<d nous n'avons pas Wf, <Wa <Wd < We.



73 -

Pour decrire notre construction des polynomes de Schubert, nous devons introduire
la notion de mouvement legal dans un sous-ensemble fini non vide de N . Pour simplifier
la notation, nous appeUerons diagrarame un tel sous-ensemble. Soit D un diagramme et
w une permutation fixee. Denotons par D(r, r+i) le diagr^mme D restreint aux lignes r et
r + 1. Soit j{r, D) = (ji, j2» -Jfc) les indices de colonnes pour lesquelles il y a exactement
un element de Z)(r, r+i). Choisissons ji   j{r, D) et assumons d'abord que (r + 1, J»)  
^(r, r+i)- Si i = fc ou si (r, j'»+i)   -D(r, r+i) alors nous denotons par Pi Ie diagramme
obtenu de D en rempla^ant 1'element (r + l, J't) par (r, J'i). Supposons maintenant que
(r, j»)   £>(r, r+i) et que Ie nombre d'elements de D dans la colonne j, et dans les lignes
r' > r soit strictement inferieur au nombre d'elements de D{w) dans la meme region. Si
z" = 1 ou si (r + l, j'»-i)   D(r,r+i) alors nc>us denotons par Di Ie dlagramme obtenu de D
en remplagant 1'element (r, j"i) par (r + 1, 7'*). Dans les deux cas ci-haut, nous disons que
PI est obtenu de D par un mouvement legal (par rapport a D(w)) et nous denotons cette
operation £>i = m(r, j)D ou. j et r, r + 1 sont respectivement la colonne et les lignes oil
est efFectue Ie mouvement legal. Denotons par ft (w) 1'ensemble de tous les diagrammes,
incluant D(w), qui sont obtenus de D(w) par une suite quelconque de mouvements legaux.
Pour une permutation w, Ie polynome de Schubert Sw est defini par

s. = E zl
D£0(u>)

(7. 2)

D _ ^^dou a;" = a: a:^2 ... avec di = Card{j : (i, j)   D}.

Par exemple,

car

.25'(i, 4, 3,2) = a:^3 + a'l^a's + »t»3 + a;fa;2 + a;2a;i

n(l, 4, 3, 2)=<j

Dans ce qui suit, nous montrerons les proprietes suivantes.
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Pl. Soit ro Ie plus petit indice pour lequel w^o+i < u/rg+z < Wr^s < . . ', alors

5u,   Z[a;i, a;2,... Zro] e< 5'u, ̂  Z[a;i, a2,... a;ro-i].

P2. Sw est un polynome homogene de degre £(w} de la forme

S^=xc^+^c^xct
a

ou les dc sont des suites plus petites que c(w) pour un certain ordre et Ca   N. Ceci noi
permettra de conclure que les polynomes {Sw}weSn forment une base de 1'anneau quotier
d'Artm.

P3. Si w est une pennutation dominante, alors

S^, =x^w\

P4. Pour 1'injection i decrite ci-haut, nous avons

fi(w) = °w

P5. Sl Wi < w»+i alors Sy, est symetrique en Xi et a;i+i.

P6. Soient deux permutations u ^ Snetv   Sm. On definit la permutation u x v   Sn+r
comme etant (ui, U2, ..., Un, vi + n, V2 + n, ..., Vm + n). Pour cette operation nous avons

'UXV - '-'U'-'lXV

P7. Si w est une permutation grassmannienne de forme A alors

Sw = S\(xi, X2,..., Xr)

ou S\ est la fonction de Schur indicee par la partition A.

Nous conclurons notre travail par une discussion sur Ie cas des permutation" vexil
laires, la formule de Monk et les transitions maximales. Plus precisement, si w est un<
permutation vexiUaire de forme A alors

fw = S\{X^, X^,,..., X^)

on Ie membre de droite est une fonction de Schur evaluee a un certain drapeau d'alphabet
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La formule de Monk dit que pour une transposition simple Sr = (r, r + 1),

'SrtJW - 7 , .-'Wtfwt

ou la somme est prise sur toutes les transpositions t = (i, j) teUes que i<r < j et que
£{wt) == £(w) + 1. Nous elaborerons sur les transitions maximales a la section 3.

1. LES PROPRIETES SIMPLES.

Dans cette section nous discutons les proprietes Pl a P6. D'abord remarquons que
Ie monome xc(w^ = xD(w) apparait dans Ie polynome Sv, puisque D(w)   0(w). Ici
nous utilisons la convention xa == xc'lxa2xot3 .... pour une suite a = (0:1, 0:2, 03,... ). De
plus, lorsque D'   ft(w) et £» = m{r, j)D', les monomes a;£> et a;D ne difFerent que
pour les variables Xr et a'r+i. Plus precisement, si XDI = . . . a;?a;^i . .. alors ou bien

XD = ... a;?+la;^..., ou blen XD = . . .a;?-la;^ .... Dans Ie second cas, Ie nombre
d'elements de D dans la colonne j et dans les lignes r' > r ne peut etre superieur au
nombre d elements de D(w) dans la meme region. Par un argument recursif, nous pouvons
conclure que pour tout r, Ie nombre d'elements de D dans les lignes r' > r est inferieur
ou ̂ gal au nombre d'elements de D(w) dans la meme region. En particuller si 1'on choisit
ro Ie plus petit indice tel que Wro+i < w^+z < w^+s <... alors 1'exposant de la variable
Xr dans xu, pour D 6 ^(w), peut etre non nul, puisque c'est Ie cas pour I5(w), et les
exposants des variables x^' sont nuls pour tout r' > ro, puisqu'il n'y a pas d'elements de
D(w) dans les Ugnes r' > TQ. Ceci complete la demonstration de Pl.

Le lecteur remarquera que dans 1'argument ci-haut, nous avons egalite pour tout r si et
seulement si D = D(w). Ceci montre que Ie coefficlent de a;z?(u>) dans Sw est 1 et que pour
tout autre diagramme D ^. D(w) dans 0(w), la suite des exposants (^0, ^0-1, ..., c?i)
dans Ie monome XD = xd'i xd'i . . . xdro est lexicographiquement plus petite que la suite
(cro»cro-l>"'»cl) ou c(w) = (ci}C2»C3,... ). Nous avons aussi que la cardinalite de chacun
des diagrammes de ft(w) est egale a i(w). Ceci confirme que Sw a bien la forme decrite en
P2 pour cet ordre lexicographique sur les exposants. Les polynomes {5'u, }wes» sont done
lin^airement independants. D'autre part il est bien connu que Ie quotient de 1'anneau des
polynomes Z[a;i, a;2»-, a;n] par 1'ideal engendre par les polynomes totalement symetriques
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a pour base B = {x^tlx^t2 . - . x^a : ai < i}. Ce quotient est connu sous Ie nom d'anneau
d'Artin. Puisque pour chacun des monome xa dans B il existe une et une seule permutation
w teUe que xa = xc(-w\ nous avons, par triangularite, que {5'u, }«, Sn forme une base
integrale de 1'anneau d'Artin.

Pour verifier P3, 11 faut d'abord remarquer que w est une permutation dominante si et
seiilenaent si nous avons wi >wz > ... >Wr < Wr+i < Wr+2 < . . . pour un certain indice
r. De ceci nous concluons qu'aucun mouvement legal ne peut etre efFectue sur Z>(w). Done
ft(w) = {I>(w)}. D'ou 5'^ = xc(w) = xx(w\

P4 est immediat puisque D(i(w)) = Z)(w). Id, remarquons que ceci nous permet de
definir Sw pour w G 5'oo.

La propriete P5 nous demandera un petit effort. En effet nous devons construire
une bijection D ^ D' entre les diagrammes de ft(w) telle que XD = ... x^x^^ . . . et
XD = ... x^x^--: Soit D   n(w) et solt J(Q) = j(i, D) = 0"i, J'2,..., Jp) les indices des
colonnes de D^^) pour lesquelles U y a exactement un element. Nous enlevons de la
suite J(Q) toutes paires d'indices jk, Jk+l pour lesquelles (i, jk)   2? et (z+ l, J"Jk+i)   D.
Denotons la suite resultante par J(i). Nous repetons ensuite ce procede recursivement
sur la suite J(i) jusqu'a ce qu'il n'y ait plus de telle paire. Denotons Ie resultat final par
f(i, D) = (/i, /2»-, /g). Par construction, la suite /(t', Z?) est telle que

(i, fk)^D ===^ (i, fk+l) D. (1. 1)

Le principe derriere cette construction est que s'il nous est permis de modifier !es elements
du diagramme D dans les colonnes donnees par /(i, D) et les lignes z, i+1 de telle sorte que
Ie resultat D' satisfasse (1.1), alors /(t", £>) = f(t, D'). Denotons par up{i, D) Ie plus petit
indice k pourlequel (»', /&)   D. Si (z'+l, /, )   25 nous posons up(z", £») = g+1. Nous avons
maintenant tous les ingredients necessaires pour definir la bijection voulue. Si a =6, il n'y
a rien a faire et nous posons D' = D; c'est un point fixe. Si a < & alors up(i, D) > 6-a et
nous posons D Ie diagramme obtenu de D en remplagant les elements (i + 1, fup(i,D)-l)j
(t + 1» /up(t, D)-2), ..., (t + 1, /up(i, D)-6+a) Par (l"» fup(i,D)-l), (t> fup(i, D)-2), -, (^
fup(i,D, -b+a)- Le diagrammeZ)' = m(i, /up(i, D)-6+o)-'. m(t»/itp(i, £')-2Mt, /up(t, D)-i)^

, a+6-n^6-6+a.. . _
;t+l "" - . ^^.. -.est done element de n(w). Nous avons aussi que XD = ... x\

De plus D' satisfait (1. 1) done f(i, D') = f(i, D). Maintenant, si a > 6 alors q-up(i, D) >
a-6et nous posons D' Ie diagramme obtenu de D en remplasant les elements (i, fup(i, D))f
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(l> /up(t, £>)+l)> -» (z» /up(t, D)+a-6-l) Par (t + 1, /up(i, £>))» (t + 1, /up(i, D)+l)> -> (t + 1>
fup(i, D)+a-b-i)- I" nous devons utiliser 1'hypothese w, < Wi+i pour conclure que Ie

diagranaine D est obtenu de D par une sequence de mouvements legaux. En effet les
mouveinents de la sorte utilises dans ce cas sont legaux seulement si les elements deplaces
apparaissent plus haut dans D(w), ce qui est necessairement Ie cas si wi < Wi+i. Done
D'   n(w), a;0' = ... a;^-a+6a;^a-6 ... =... x^x^ ... et /(z, £>') = /(i, £>). Nous avons
done la bijection deslree.

Pour conclure cette section, il nous reste a montrer P6. Pour ceci il suffit d exhiber une

bijection 25 <-> (Pi, £>2) entre Sl(u x v] et ft(u) x 0(1 x v) teUe que a;D = a;DlzD2. CeUe-ci
est obtenue en posant, pour D   0(u x v), D\ egal au diagramme D restreint aux colonnes
1, 2, ..., n et 2?2 egal au diagrainme D restremt aux colonnes n+ l, n + 2, ..., n + "i. Cette
operation est bien bijective et satisfait XD = xDlxD2. U nous suffit done de veriiler que
PI   I^('u), que Z?2   ̂ (1 xv) et que toute paire (Di, ^) est obtenue. Notons d'abord que
nous avons D{u x v) <-> (Z)(u), Z)(l x v)). Puisque D = mims . . . mkD(u x v) avec les m,
des mouvements legaux, nous pouvons obtenir D\ en efFectuant sur D(u) les mouvements
m, i qui ne concernent que les colonnes l, 2,..., n, done Di   Q('u). Similairement, nous
pouvons obtenlr Dy, en effectuant sur D(l x v) les mouvements mi qul ne concernent que
les colonnes n + l, ra + 2,..., n + m, done Dz   i^(l x v). Par un argument similaire on
montre que si (Di, ^)   ̂ (u) x S7(l x v) alors D   Q(u x v).

2. LES PERMUTATIONS GRASSMANNIENNES.

Avant d ab order Ie cas des permutations grassmanniennes, nous aUons rappeler brie-
vement quelques concepts se rattachant aux fonctions de Schur. Un partage \ d'un entier
n est une suite d'entiers Ai ^Az ^--- >Afe >0 tels que n = Ai +^3 +... + Afc. Un
diagramine de Ferrer de forme \ est 1'ensemble des points {i, j) tels que 1 <, i < ket
1 < j" < A,. Nous visualisons un tel diagrainme en plagant une case vide en position (z', j)
et en pla^ant les Bgnes de bas en haut. Par exemple si A = (5, 4, 4, 2, 2) alors Ie diagrainme
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de Ferrer correspondant est

Un tableau de Young de forme A est un diagramme de Ferrer de forme \ dans lequel on
place des entiers positifs dans les cases de telle sorte qu'ils soient croissants dans les lignes
de gauche a droite et strictement crolssants dans les colonnes de bas en haut. Un exemple
de tableau de Young de forme (5, 4, 4, 2, 2) est donne cl-bas.

t=

Pour un tableau de Young t nous denotons par a;t Ie monome xltl xtl2 xlt3 .. . ou /A, est Ie
nombre d'apparitions du nombre i dans (. Par exemple, pour Ie tableau de Young de
1'exemple precedant, nous avons

X" = S^2a;3a!4a;5:c6a;?-

Nous pouvons maintenant definir la fonctlon de Schur indicee par Ie partage A comme suit
[16]:

S),(xi, X2,..., Xr)=^Xt (2. 1)
t

ou la somme est prise sur tous les tableaux de Young remplis par des entiers entre 1 et r.
n est bien connu que les fonctions de Schur sont totalement symetriques. En particulier,

S\(Xr,..., X^, X^) = S\{x^, X2,...., Xr). (2. 2)

Done nous pouvons remplacer les tableaux de Young dans (2. 1) par des tableaux qui sont
decroissants dans les lignes et colonnes, tout en conservant 1'egalite. Nous denommons ces
derniers tableaux de Young decroissants.

Le but de cette section est de montrer que pour une permutation grassmannienne



- 79 -

W=U>i < ... <Wr > Wr+i < . . . de formc A = A(w) nous avoM

'w = «^Al*l»»af"t»r^« (2.3)

Pour ceki, fixona w grassmanmenne de forme A = (Ai, Aa,..., Ak). Notona que D(w) a Ai
fl&neats daiu hi ligne r- i +1. De plus, ri O'i, ja, ... »jAi) aont lea colonnea oiSi lea d&nents
de la Hgne r apparaissent alon les d&nents de la ligne r -i + 1 sont dans les colonnea
UitJsr-tJXi)' POUT sunplifier leg preuves, nous pouvoiu done remplacer Ie diagramme
D(w) par Dl(w) C [l.. r] x [l.. Ai]. Par exemple ri w = (1, 2, 5, 6, 8, 3, 4, 7) alon D(w) et
Dl(w) sont donnas d-dessous.

1 a

D(w) <-> Dl(w).

Dans la memo vdne, nous d^notons par ft'(w) les diagraxnmes obtenus de Dl(w) par une
sequence qudconque de mouvements Kgaux. D eat ckur quc dans ce cas

S'w= S XD' (2-4)
D 0'(w)

L*<galit< (2.3) d<couler» de (2. 1), (2. 2) et (2.4) ri 1'on » une bijection t^D entre PenBemble
des tableaiuc de Yoimg d^croissants de forme A rempKs avec lea nombres l, 2,..., r et le«
diagrammes de ft'(w) tds que a* = a0. C^est i cette tache que nous d^vouons Ie wte de
cette section.

La description de hi byection eat rdatlvement simple. Partona avec zm diagramme
D   O'(w). Nous <tiquetons chacun des <l<ments (», j)   D avec 1c nombre '»* puis nous
replasons cea d&nents b leur position initiale dans D'(w). Ced nous doxme un tableau i(D)
de fonne A. D est dair que la conespondance D «-> t(P) est bijective et que x^D^ = aD. La
question est de montrer que t(D) est un tableau de Young d^cmssant et que tout tableau
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de Young decroissant est obtenu de cette fason. Avant tout, void un exemple.

D <-» etiquetage <-> <(-D).

Montrons d abord que la correspondance t(D) est surjective. Pour cda prenons( un
tableau de Young decroissant de forms A. En utilisant ( nous etiquetons 1c diagramme
D'(w). U sufRt ensuite de deplacer, par des mouvemcnts legaiix, les elements de D'(w)
afin de les placer dans la ligne donnee par leur etiquette. Pour ced nous deplasons d'abord
les ̂ ments ^tiquetes par Ie nombre 1 de droite a gauche. Puis les elements etiquetes par
Ie nombre 2, ensuite ceux etiquetes par 3 et ainsi de snite jusqu'a, cetuc etiquetes par r.
Denotons Ie diagramme ainsi obtenu par D{t). Par construction nous avons D(t)   ft'(w)
et <(£>(<)) = t.

U nous reste done a montrer que t(D) est un tableau de Young decroissant. Pour
ced nous utiliserons un lemme dc [2]. Avant, nous devons definir la notion de diagramme
a-decroissant. Soit D un diagramme et posons Cti, j(D) Ie nombre d'elements de D dans la
colonne j et dans les lignes i' > i. Clairement nous avons ciij(D) > af+i j(2?). Si de plus
nous avons aij(D) >, o;, ^-+i(Z)) alors D est dit a-decroissant. Nous enongons sans preuve
Ie lemme suivant.

Lemme 2. 1 [2].
t(D) est un tableau de Young si et settlement si D est oc-decroissant.

Nous en sommes done a montrer que tout diagramme D   ft'(w) est a-decroissant. Nous
procedons par induction sur Ie nombre de mouvements legaux. Bien sur D'(w) est a-
decroissant. Supposons que D   ft'(w) solt a-decroissant et que D' = m(r, c)D. Deux cas
peuvent se produire. Ou blen (r, c)   D, alors Cti, j(D') = ai, j(D) pour tout (iJ) -^ (r+1, c)
et ar+i,c(D') == oir+i, c(D) + 1 = ar, c(D), ou bien (r + l, c)   D, alors cti, j(D') = ai, j(D)
pour tout (i, y) / (r + l, c) et o;r+i, c(jD') = ar+i, c(£>) - 1 = Otr^, c(D). Dans Ie preniier
cas la seule inegalite que nous devons verifier est UCtr+i, c-i{D') ^ ar+i, c(-D')". Mais

a,+i,c-i(P') = Qr+i,c-i(25) ̂  a,,c-i(£>) ̂  a,,c(£») = a,+i,c(2)').
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Dans Ie second cas, nous avons

ar+l,c(Dt) = ar+2,c(D) > Q!^+2,c+l(£>) == Or+^+lW = Qr+^+^D')

et ceci complete la preuve de (2.3). '

3. QUELQUES DISCUSSIONS SUR DES PROBLEMES OUVERTS.

Discutons d'abord Ie cas ou w est une permutation vexillaire. Soit qi = min{j - 1:
j > i and Wj < Wi}. Posons <^(w) = (^1, ^2,..., ^) la suite (gi, g2,..., 9n) rearrangee en
ordre croissant. La suite <f>(w) est appelee Ie drapeau de w [17][18]. M. Wachs a montre
dans [18] que la fonctlon de Schur S\ evaluee au drapeau d'alphabet X^, X^,..., X^ est
donnee par la formule suivante:

S\{X^, X^,..., X^ )=^xt (3. 1)

ou la sorame est sur tout tableau de Young de forme A rempli avec les nombres l, 2,...,r
de telle sorte que Ie nombre i n'apparalt jamais dans une ligne / > <f>i. En fait M. Wachs
a montre blen plus. Elle a aussi montre 1'egalite

^»^2»-»^m) = ^ (3. 2)

pour A = A(w) et ̂  = <f>{w). Ici nous voudrions avoir une preuve bijective de (3. 2) qui
utilise 1'egalite (3. 1). Plus precisement, 1'on remarque que pour une permutation vexiUaire
w les lignes de P(w) peuvent toujours etre reordonnees de fagon telle que si (ji, j'2,... J'fc)
sont les colonnes ou se situent les elements d'une ligne alors les elements de la ligne suivante
de cet ordre sont dans un sous-ensemble de ces colonnes. Ceci caracterise completement
les permutations vexillaires. Pour construire une preuve dans Ie meme esprit que la section
2, nous devrions etiqueter chaque element (i, j) de D   ft(w) par ti> puis les replacer a leur
position initiate dans D{w). La difHculte ici est de trouver une fason de placer les elements
de Z)(w) de telle sorte que 1c resultat soit un tableau de Young. Remarquons en passant
que 1'etiquette i ne peut jamais etre dans la rleme ligne pour 1'ordre des lignes comme
ci-haut et r > ^, (w). Ceci laisse presager que cette approche est bonne mais quelques
techmcalites restent encore a etre montrees.
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Passons malntenant a la formule de Monk. Celle-ci etablit que pour une transposition

simple Sr = (r, r + 1) nous avons

Ssr ̂ w = ^ ^ ^wt (3. 3)

ou la somme est prise sur toutes les transposltions t = (t", j) telles que t <r <j et que
t(wt) = £(w) +1. Ici une preuve bijectlve serait une correspondance entre 1'union disjointe
des diagrammes de fl(wt) pour les t comme dans (3. 3) et les palres de diagrammes dans
n(sr) x n(w). A ce moment, nous n'avons pas de candidat pour une teUe correspondance.

Pour une permutation w -^ identite, soit r Ie plus petit indice tel que Wr+i < Wr+2 <
u;^3 < .. . et salt v = wtr, ou 3 est 1c plus grand indice tel que w, < Wr. Nous avons

Sv, = XrSy + ^ , "S'l (3.4)
u>'

OU W' = Vtqr ROUT q < T et £(w'} = £{w). L'cquation (3.4) est appelee la transition
maximale de w. Dans cette equation nous remarquons que les w' qui apparaissent sont
lexicographiquement plus petits que w. Nous pouvons done repeter (3.4) recursivement sur
v et les w' ec qui nous donne ultimement 1c polynome Sv,. Nous avons un candidat pour
une preuve bijective de (3.4) mais la correspondance est trap complexe pour etre traitee
ici en quelques lignes. De plus sa complexite ne facilite pas la tache pour montrer qu'elle
fonctionne!
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