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R6sum6. Lcs animaux diriges sont mis en bijection avec une famille d'arbres asymdtriqucs, les arbres guingois. On en
d6duit un code des animaux ct des algorilhmes lineaires de construction du code et de dessin . II est alors possible de
g6n6rer un animal al6atoire de grande taille. Dans un deuxifeme temps nous 6tendons cette bijection aux animaux 3D,
animaux dont Ie denombrement n'a pas encore de solution combinatoirc.

Abstract The directed animals are put in a one to one correspondance with a kind of asymmetric trees.

1. Introduction

Les animaux diriges font partie des modeles sur r6seau gdometrique en vogue ces dernieres
annees pour Ie role qu'ils jouent en physique statistique, particulierement dans la theorie des
ph^nomenes critiques ([PS], [Te]). Ce sont des ensembles de points deux a deux voisins sur un
reseau carre et qui se developpent par ajout de nouveaux points dans une direction privilegiee a partir
d'une origine appel^e source. Un large tour d'horizon sur les relations entre les objets combinatoires
de ce type et la physique fut expose au seminaire Bourbaki par Viennot [Vil].

Les proprietes statisdques de ces objets ont ete abondamment etudiees par les physiciens:
citons les travaux de Nadal , Derrida et Vannimenus [ND V], Hakim et Nadal [HN], Dhar [Dhi],
[Dh2].

Mais c'est par des methodes combinatoires issues des travaux de M.P Schutzenberger ([Sc])
que Gouyou-Beauchamps et Viennot [GBV] ont retrouve les resultats d'enumer»tion des animaux a

une source selon Ie nombre de points, etablis par Dhar [Dhi], [Dh2], d'une part, et par Hakim et
Nadal d'autre part [HN]. Leur construction les a conduits de fa?on naturelle a trouver et demontrer la
formule d'enumeration des animaux a source compacte.

En utilisant un nouvel objet combinatoire, les empilements de pieces, qui constitue un
equivalent visuel du monoi'de de commutarion de Carrier et Foata [CF], Viennot a resolu
combinatoirement un autre probleme, 1'enumeration des animaux sur reseau triangulaire ([Viz], [Dhi],
[Dh2]). Ce meme outil a permis a 1'auteur [Pei] de definir une bijection generale qui s'applique aux
divers reseaux par 1'emploi d'operateurs qui font "croltre 1'animal par Ie haut".

C'est une nouvelle approche qui est suivie dans Ie present travail, ou 1'on etablit une bijection
entre les animaux et une nouvelle famille d'arbres asymetriques, les arbres guingois. Cette bijecrion
conduit a. un nouveau codage des animaux par un langage dont on donne les equations. De plus elle
conduit, par une legere modification des algorithmes classiques de parcours d'arbres que sont les
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parcours en profondeur et en largeur a des algorithmes de codage et de dessin en temps lineaire par
rapport au nombre de points. Contrairement a la precedente, cette bijection induit une construction
utilisant des operateurs qui font "croltre 1'animal par Ie bas". De plus ce codage permet la generation
aleatoire des animaux avec les techniques developpees dans [HC].

Enfin les arbres guingois se gen^ralisent ^ 1'espace. II est alors aise d'engendrer
syst^matiquement ces arbres a trois dimensions, et de fournir ainsi les sequences de nombres qui
comptent les animaux dans 1'espace [CP]. Peut-etre est-ce une voie pour trouver la solution
combinatoire generale de 1'enumeration des animaux dans 1'espace ? En effet Dhar [Dh2], et Viennot
[Vii] ont montre dans un cas particulier (reseau cubique ou empilement d'hexagones) 1'equivalence
avec Ie probleme des hexagones durs, probleme resolu recemment par Baxter de fa?on analytique
[Ba] a 1'aide des celebres idenrites de Rogers-Ramanujan.

Cet article comprend 6 paragraphes. Le deuxieme rappelle sur 1'exemple tres classique des
arbres binaires la methodologie de Schutzenberger de denombrement: codage a 1'aide d'une bijection
entre 1'objet combinatoire et un mot d'un langage algebrique non ambigu puis passage de. la gram-
maire generadve a un systeme d'equations algebriques verifie par la serie enumeratrice des objets a
denombrer.

C'est dans Ie troisieme paragraphe que 1'on introduit la notion d'arbre guingois et que 1'on
determine Ie langage qui les code. Le quatrieme paragraphe expose Ie resultat principal de cet article,
c'est-a-dire la bijection entre animaux et arbres guingois. Le cinquieme donne une interpretation de
cene bijection en termes d'empilements de dominos dont on rappelle la definition et les operations de
base.

Enfin Ie sixieme paragraphe, ou 1'on evoque les grammaires d'empilements et 1'extension des
animaux a 1'espace, sert de conclusion. Nous avons pu defmir une bijection entre les animaux dans
1'espace et une generalisation des arbres guingois, mais Ie denombrement de ces arbres guingois
generalises reste un probleme ouvert.

2. Arbres et codages

Considerons la famille ?B des arbres binaires (pas necessairement complets) au sens de Knuth [Kn],
c'est-a-du-e des arbres possedant un sommet privilegie, la racine, et dans lesquels on disdngue Ie fils
droit du fil gauche. La figure 1 en illustre une definition recursive.

B= ou ou ou
' G \ uu / D'

Figure 1. Generation d'un arbre binaire.

Rappelons Ie vocabulaire utilise dans Ie cas binaire sur 1'exemple de la figure 2.



Figure 2. Ordre prefixe d'un
arbre binaire.
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La figure 2 montre un arbre binaire a 11 sommets numerotes de 1
(racine) all.

Les sommets qui n'ont pas de fils (racines de sous-arbres
a un seul sommet) sont les sommets externes ou feuilles,

(exemple 5, 7, 10 et 11) tandis que les autres sommets, dits
11 sommets internes, se repartissent en trois classes,

- les points doubles, qui ont exactement deux fils, (ex.
1, 4, 9)

- les points simples d gauche qui ont un fils a gauche
uniquement, (ex. 3,6)

- \es points simples d droite qui n'ont qu'un fils droit
(ex. 2,8).

Rappelons sur 1'exemple classique des arbres binaires, la methode de Schutzenberger de
codage par des mots et d'obtention des series enumeratrices. (pour plus de detail, voir [Viz]). De la
definition recursive des arbres binaires resumee dans la figure 1, on deduit immediatement une
grammaire algebrique ou deChomsky engendrant de fa^on non ambigue un langage et dont les
regles syntaxiques (separees par Ie symbole +) traduisent la fa^on dont un arbre peut etre construit a
partir d'arbres plus petits, (e d^signe Ie mot vide),

M2==»£+aM2+bM2+xM2xM2 (1)
Le langage engendr6 constitue un codage des arbres binaires ayant n sommets par des mots de
longueur n-1 sur 1'alphabet AS = (x, x,a,b}. C'est Ie langage bien connu de Motzkin bicolore, note
M2. Cette gramniaire peut etre consideree comme un systeme d'equadons (reduit a une seule equation
dans 1'exemple), en variables non commutatives dont les inconnues sont les langages solutions. La
non ambiguite de la grammaire se traduit dans Ie systeme par Ie fait que les membres droits des
equations sont des unions disjointes de produits (de concatenadon) non-ambigus.

Le langage M2 est un cas particulier de la famille de langages Mk, k>0, sur 1'alphabet a k+2
lettres, Ak+2 = (x, x,ai, a2,..., ak) dont les plus connus sont 1c langage de Dyck (ou de parentheses),
MQ note generalement D, (c'est 1c code usuel des arbres binaires complets), d' equation,

D=E+xDxD, (2)

et Ie langage de Motzkin MI, note usuellement M, d'equation,
MI =e+aMi+xMix Mi . (3)

Ces langages s'obtiennent pour k^l en appliquant 1'operateur melange (cf [Lo] p 108) not6 Ul, aux
mots du langage de Dyck, ainsi, on a par exemple,

M2= DUl(a,b)'fI.
En definissant pour tout mot de A* Ie parametre 5 par 5(0 = Iflx - If ̂> les mots f de M]c, k>0, sont
aussi caracterises par la double condition, que pour tout mot wfacteur gauche de f, c'est-a-dire tel
que f = wg, 5(w) > 0, et pour f, 5(f) = 0.
IIest usuel ( voir [Vi4]) de representer ces mots par des chemins sur un quadrillage a coordonnees

enrieres, la lettre x codant un pas Nord-Est (NE), c'est a direjoignant Ie point (i,j) au point (i+l, j+l),
la lettre x un pas Sud-Est ( SE), joignant Ie point (i,j) au point (i-lj-1) et les lettres a, b,... par des
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paliers c'est a dire des pas Estjoignant Ie point (i,j) au point (i+l,j) colores.
Ainsi 5(f) est egal la hauteur finale du chemin code
par f. La figure 3 ci-contre montre un mot de
Motzkin, et Ie chemin associe au mot.

P&rlemorphismeTtelque xbaxxaxbxx
T(a) = T(b) = T(x) = TQc) = t, Figure 3. Chemin de Moixkin bicolore.

applique au langage M2, on obtient la serie a une variable m2(t) enumerant les mots de MZ selon leur
longueur. Elle est solution de 1'equation en variables commutadves,

m2= 1+2 t m2+12 (m2)2. (4)
En developpant la solution analytique a 1'origine, on trouve que Ie coefficient de t", note m^.n,

s'exprime en foncdon des fame ux nombres de Catalan Cn, soit m2, n = Cn+i, (n> 0), avec

r (2nn).Cn= 1
n+1 (5)

Remarquons que les nombres de Catalan sont generalement definis en developpant 1'expression,

d(t) = -i - -5-7-'-, solution analytique a 1'origine de 1'equation verifiee par la serie d(t),

d= 1+t2, enumerant les mots du langage de Dyck . Le lecteur trouvera dans [Vi4] les autres fa^ons
usuelles d'etablir la relation (6) ainsi que la bijection classique entre mots de Dyck et mots de Motzkin
bicolores. ;'

L'algorithme classique de parcours d'un arbre binaire est Ie parcours en profondeur ou de
TrSmaux [Be], appele encoTe parcours pr^fixe. Rappelons qu'il consiste a visiter d'abord la racine,
puis recursivement Ie sous-arbre gauche s'il existe, et enfin Ie sous-arbre droit s'il existe. En
num6rotant les sommets lorsque 1'on debute la visite du sous-arbre dont ils sont racines par des
entiers croissants de 1 a n (nombre de sommets), on obtient une numerotation canonique des
sommets appelee Vordre prefixe .

Terminons ces rappels en remarquant que pour coder un arbre binaire par un mot du langage
de Motzkin bicolore, il suffit au long de ce parcours prefixe, de coder un point double par"x", un
point simple a gauche par "a", un point simple a droite par "b" et une feuille (saufla demiere) par "x".
Cet algorithme de codage est classique, vou- par exemple [Fr].

3. Arbres guingois

Pour deflnir la famille des arbres guingois, introduisons un parametre qui mesure 1'ecart entre
les projections horizontales d'un sommet et celle de la racine.
DEFINITION 3. 1.

Le deport par rapport d z (en abrege dcpz(\)) est un ender relatif attache a tout sommet x d'un
arbre binaire de racine z egal par definition a la difference entre Ie nombre de pas a droite et Ie nombre
de pas a gauche dans 1'unique chemin de 1'arbre de z a x. Cette notion s'etend aux arbres en posant,
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pour un arbre T de racine z,

dep (T) = max dep; (x) .
x

Un arbre de deport negatif ou nul sera appele une equerre, et
une equerre dont Ie dernier sommet dans 1'ordre pr^fixe est
de deport nul sera dite stricte.
La figure 4 ci-contre montre les deports des sommets

calcules par rapport a la racine z de 1'arbre et portes sur un
axe horizontal.

On peut alors definir, -5-4-3-2-10 1 2

Figure 4. Arbre guingois.
DERNITION 3.2. Un arbre guingois ] est un arbre binaire tel que pour tout point double, 1c sous-
arbre gauche est une equerre.

Un exemple est donne par la figure 4.
Pour dtablir une propriete de d&omposition des arbres guingois, nous aliens definir une

operation de concatenadon dans la famille des arbres binaires consistant a remplacer la demiere feuille
dans 1'ordre prefixe du premier arbre par la racine du second. Plus precisement, on definit trois
operateurs selon que la racine du second est point simple ou point double.

DEFINITION 3. 3. On appelle concatene gauche (respectivement droit) de 2 arbres binaires TI et TZ
I'arbre binaire T obtenu en pla^ant la racine de TS comme fils gauche (resp. droit) de la demiere feuille
je TI dans 1'ordre prefixe.
On notera cette operation par Ie symbole ®g (resp. ®d).

DEFINITION 3. 4. On appelle bi-concatenation du triplet d'arbres binaires (Ti, T2, T3) 1'arbre T obtenu
;n pla?ant les racines des arbres T2 et TS respectivement comme fils gauches et droit de la derniere
feuilledeTi.

3n notera cette operation par Ie symbole ®2: T = TI <2i2 CT2.T3).
Le codage prefixe de ces arbres par Ie langage de Motzkin bicolore verifie,

;ode(T) = code (Tl). code(T2) dans Ie cas de la simple concatenation gauche ou droite, et dans Ie cas
Ie la bi-concatenation, code(T) = code (Tl). x. code(T2). x. code(T3).

Dans Ie cas des arbres binau-es, cette operation est ambigue mats cette ambiguite tombe dans Ie
;as des arbres guingois grace au parametre deport qui introduit un controle supplementaire, comme Ie
nontre la proposition 3.5 ci-dessous.

Etendons de fa^on naturelle la concatenation simple ou double aux couples ou triplets de
amilles d arbres comme la reunion des simples ou bi-concatenations des arbres de ces families. Un
bi-)concatenation d'ensembles d'arbres sera dite non ambigue si elle ne contient pas d'arbre egal a
leux (bi-)concatenations distinctes.

signific de travcrs (Pclit Robert)
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Figure 5.Generarion des arbres guingois.

Notations. Appellons 9, S, et 65, les families des arbres guingois, 6querres et equerres strictes, (^
un isomorphisme pres). Notons par Ie symbole 0 ^ la fois 1'arbre reduit a un sommet, et 1'ensemble
constitue par cet arbre, et par Ie symbole + les unions. On a la proposition suivante, illustr^e par la
figure 5.

PROPOSITION 3.5. Les families 9, 6, et fig verifient les egalit^s suivantes oil les membres sont des
unions disjointes et les concatenations non ambigues.

9 = o + o ®g g + o ®^ g + o ®^[e, g]
<{ e =. s, + 6s®gS

6,= G + 0®J^®deJ + o®J^®,(e, ^)]

Preuve.

La premiere egalite est une consequence immediate de la definition. La deuxi^me et la
troisieme se deduisent des propriet^s du parcours prefixe.

De cette decomposition des arbres guingois, on deduit les equations du langage qui les code,
enoncees dans Ie theoreme de codage suivant.
THEOREME 3. 6. Les arbres guingois (respectivement cquerres, equerres strictcs) ayant n sommets
sont codes par les mots d n+1 lettres du langage de {a, b, x,x}'^ui constitue la premiere
(respectivement deiaicme, troisi^me) composanie de la solution du syst^me Lsuivant:
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G = E + aG + bG + xExG

E = E, + E, a E

E, = e + aE. bE, + aE, xExEs
(6)

Preuve. Ce systeme est propre, done possede une solution unique. La preuve de la bijection entre les
mots des langages solutions et les arbres se fait par induction sur la longueur des mots et Ie nombre de
sommets des arbres. II suffit de verifier que chaque equation definit une decomposidon non ambigue
de 1 ensemble de mots que consdtue Ie membre gauche.

Remarquons d'abord que les langages Es, E et G sont des sous-ensembles du langage M2 et
done bien parentheses en x et x et en consequence, la decomposition des mots de G selon la premiere
equation est unique, sous reserve que celle de E Ie soit. La non ambigui-te des decomposidons de E et
Es repose sur un lemme technique de decomposition des mots de Dyck (cf [CC])..
Remarque. L'algorithme de codage d'un arbre guingois qui lui associe un mot de G est Ie meme

que celui d'un arbre binaire quelconque.

Par Ie morphisme T tel que T(a) = T(b) = T(x) = T(x) = t, on obtient Ie systeme d'equations ̂  =
T(£)dans2[[t]].

[^
2g= 1 +2tg + t'eg

e = Cs(l+ te)

e, = 1 + t2e2 + t3ee:
(7)

En resolvant la seconde equation par rapport a e et en portant cette expression dans la
troisieme, on obtient,

tal
l^J

g= 1 +2tg+t2eg
e = 1 + te + t"e.

2^2
(8)

e, = 1 - te, + t(l+t)e^
V.

La demiere equadon a pour solution analytique a 1'origine,
es:c-5(l-^=Lt).

d'ou en developpant par Taylor, 1c coefficient de t" s'exprime en fonction des nombres de Catalan,
n

(es, t")=Z(-l)PCp(, np). ' (9)
p==0

Le seconde est 1'equation classique de la serie enumeratrice des mots de Motzkin, (cf [VU] )
c'est-a-dire des mots du langage M sur {x,x,a} verifiant 1'equation,

M=e+aM+xMxM,

d'ou 1'expression du coefficient de t" dans e, egal au nicmc nombre de Motzkin mn,
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<e,.n)-I pii(2p)(?). (10)
p=0

Enfin en multipliant les 2 membres de 1'equarion de g par e et en retranchant e on obtient g = e + etg,
ou 1'on rcconnait I'Cquation classique [GB] de la s6ne enumeratrice des facteurs gauches de M,
langage not6 GAUCHE(M), selon leur longueur, done,

n-1

gn=(g,t") 3E^(np)(L|j)-
po

(11)

Ces r6sultats num^riques peuvent s'^tablir sans calcul. En effct, soit M Ie langage de Motzkin
sur 1'alphabet B = {z, z,c} , et Ie langage'M' = GAUCHE(M) et Ie langage Mg d6fim par

Ms=zMz ={feM\((M-e)2u{c})}.
On a alors la propriete suivante,
PROPRmTE3. 7. II exisie une bijection entre Wet G ( respectivement entre Met E, respentre
Ms et Eg) avec conservation deslongueurs.
Preuve. En disdnguant dans M la lfere occurrence de la lettre c au niveau z6ro, et dans Ms la l&re
occurrence de cette lettre au niveau 1, on obtient Ie syst^me d'6quations non ambigugs suivant,

M' = £ +cM' + zM' + zMzM'

(M)

f
^ M = M, + M,cM (12)

Ms = e + zM^zMs + zM^cMzMs

En comparant ce systeme au systeme (6), on peut d^finir une bijection de M'C {z,z,c} dans G C
{x,x, a,b}!<I (resp. de M dans E, resp. de Ms dans Eg), e;. transportant r^cursivement les rfegles de
fomiation des mots d'un langage par un simple r6etiquetage des arbres de derivation.
Remarque. D est alors possible de donn°r une interpretation bijective de la formule (9) a 1'aide des
mots de Motzkin tri-colores de {x,x,a,b,c}" (cf [Pe2].

4. Animaux diriges et arbres guingois

Ce paragraphe contient la bijection centrale de 1'anicle. Consid&ons Ie plan combinatoire TT =
ZxZ, Le terme flnt'ma/ designe une configuration de points de H, 1c qualificatif dirig6 indiquant
qu'il se developpe dans une du-ection privilegiee, en 1'occurrence la premiere bissectrice.

Plus precisement, en appelant chemin une suite finie de points de TT dont les coordonn^es
different au plus d'une unite et pas un couple (pi, pi+i) de deux points cons&utifs, on a la definition,
DEFINITION 4. 1. Un animal dirige Q. a une source est un ensemble de points de TT telque,

t) 1'origine 0 = (0,0) est un point de 1'animal Q. ; on 1'appelle la source.
it) tout point (x,y) de G[ est 1'extremite d'un chemin d'origine 0 dont les pas sont definis,
- soit par Ie couple de points ((i, j) (i, j+1)) qui constitue un pas Nord,
- soil par 1c couple de points ((i, j) (i+1, j)) qui constitue un pas Est.



93 -

Dans cet article nous representons la premiere directrice de TT dirigee vers Ie bas, (Sud),
comme Ie montre la figure 8, ou FT est rapport^ aux axes Ox et Oy. Les pas autorises seront alors dits
Sud-Est et Sud-Ouest..

Y ^ La du-ecdon Sud est dite la direction

privilegiee et die est representee par
une fleche marquee DP, indiquant la
direction de croissance de 1'animal.

La longueur et la largeur de Cl. sont
les dimensions du plus petit rectangle
aux cotes Nord-Sud et Est-Oi st qui
1c contienne, la longueur etant
mesuree sur Ie cote parallele a la
direction privilegiee, 1'unite de
mesure etant Ie demi pas diagonal.
La verticale de 1'origine partage ce
rectangle en deux parties, definissant
ainsi la demi-largeur gauche et
droite.

Figure 8.Un animal dirige.

II existe deux extensions classiques de cette definition, les animaux d source compacte, c'est-
a-dire ayant plusieurs sources situees sur la meme perpendiculaire a la direction privilegiee, et a des
posidons consecudves et les animaux sur reseau triangulaire, en autorisant Ie pas diagonal (Sud).

changement de repere.
II est plus agreable de prendre un nouveau repere XOY ayant 1'axe des abscisses horizontal et

1'axe des ordonnees vertical dirige a 1'oppose de la direction privilegiee, avec comme unite Ie demi-
pas diagonal afin que sur ce nouveau repere les points de 1'animal aient encore des coordonnees
entieres. (II est represente en poindlle sur la figure 8). On notera abs(x) 1'abscisse du point x dans ce
nouveau repere, et h(x) son ordonnee ou hauteur . Le deport d'un sommet par rapport a la racine est
exactement son abscisse dans Ie nouveau repere.

On peut associer a tout animal Cl deux graphes ayant pour sommets les points de d. Ces
graphes sont binaires, c'est-a-dire ce sont des graphes orientes tels que tout sommet a au plus deux
successeurs et ou l;on disnngue ie successeur uruii uu bu^ccsscur gaucne. i^es duirea uoidiiuiia

utilisees pour les graphes sont celles de Berge [Be].

DEFINmON 4. 2. Le graphe GQ est ainsi defini:
- les son-unets de GQ sent les points de 1'animal,

(x,y) est un arc de GQ si (x,y) est un pas Sud-Ouest ou Sud-Est de Q..
DEFINITION 4. 3. Le graphe TQ est ainsi defini:
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- les sommets de TQ sont les points de 1'animal,
- y est fils gauche de x dans Tei si abs(y) = abs(x)-let qu'il n'existe pas dans d de point z tels que
abs(z) = abs(y) ou abs(z) = abs(x) et h(y)< h(z) < h(x).
- y est fils droit de x si abs(y) = abs(x)+l, h(y) = h(x)-l et si y n'est fils gauche d'aucun point.
Ainsi les arcs drohs de TQ sont des arcs de Gci, mais pas n6cessairement les arcs gauches. Le graphe
Gei est un codage trivial de 1'animal mais les proprietes du graphe T^ sont plus interessantes.

Remarquons d'abord que tout point de d possede un predecesseur dans TQ, et que ce
predecesseur est unique. De plus on a les proprietes,
LEMME 4.4. Si \et y sont deux points de Gl tels que abs(x) = abs(y) +1, er h(y) < h(x), alors
i7 existe un point u de d tel que abs(u) = abs(x), h(y)<h(u)^h(x) ety est un descendant de u dans
I'arbre TCI.
Preuve. Elle se fait par recurrence sur 1'entier k egal a la difference de hauteur entre x et y, c'est-^-
dire k=h(x)-h(y).
Pour k = 1 , d'apr^s la d6finition de Tei, Ie sommet y est fils gauche de x done il suffit de prendre
U = X.

Supposons la propridte vraie pour tout couple de points x' et y' de Gl verifiant les hypotheses de la
propriete et tels que h(x')-h(y')< k, et soient x et y tels que h(x)-h(y) = k+1. Soit V 1'ensemble des
points de Gl. defini par,

V={ vs Q / h(y) < h(u) ̂  h(x), abs(v) = abs(y) ou abs(v) = abs(x) }.
Le point de V de hauteur minimale est unique car les hauteurs des points d'abscisses qui different de
un n'ont pas meme parite. Soit vi ce point. II y a alors trois cas possibles illustres par la figure 9.

- cas a) vi = x. Alors par definition de Tci, Ie sommet y est fils gauche de x, et la preuve est
tenninCe avec u = x.

- cas b) vi -fc x. On distingue deux sous-cas selon que abs(vi) = abs(x) ou abs(vi) = abs(y).
-cas bi) Par defmition de TQ 1c sommet y est fils gauche de vi, et la preuve est finie avec u = vi.
-cas b2) Le sommet y est alors necessairement fils droit et soit yi son pere dans TQ.
Le couple forme par {vi, yi} verifie les memes hypotheses que Ie couple (x , y } et h(vi) -
h(yi) < h(x)-h(y). Done il existe, selon 1'hypothese de recurrence, un sommet u d'abscisse egale
a celle de vi, de hauteur verifiant h(yi) < h(u) < h(vi), et dont yi soit Ie descendant dans TQ.
Ce ne peut ebre que vi en raison de la minimalite de la hauteur de ce demier.

De meme 1c couple forme par xi et vi verifie 1'hypothese de recurrence, et done il existe un sommet
V2 tel que abs(v2) = abs(x) et h(vi) < h(v2) < h(x) et dont vi soit Ie descendant (et done aussi yi et y)
dans TQ, ce qui termine la preuve avec u = V2.n
PROPOSITION 4. 5. Pour tout animal Q, Ie graphe TQ est un arbre guingois ayant pour racine la
source de Q..

Preuve. a) TQ est un arbre. En effet, tout sommet sauf la source de d est 1'extremite d'au plus un arc
de Tei par construction. II suffit done de verifier que tout sommet est accessible depuis s par un
chemin compose d'arcs de TQ . Supposons a contrario qu' existent des sommets qui ne soient pas
accessibles et soil alors un tel sommet a distance minimale de s dans GQ^. Soit y son pred&esseur
dans un chemin qui Ie joint depuis s dans GQ.
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casa casb

Figure 9.

cash

y est accessible depuis s dans Tei car il est a plus proche distance de s que x. Si yx est un pas Sud-
Quest, alors (y, x) est un arc de Tei et x est accessible dans TQ . Sinon yx est un pas Sud-Est. Si 1'arc
(y,x) est dans Tei alors x est accessible, sinon il existe un sommet z d'ordonnee superieure done plus
proche de s dont x est fils gauche dans TQ . Done 1'existence de sommet inacessible dans Tei est
absurde.

b) Tei est un arbre guingois. Supposons Ie contraire. II existe alors un
point double x ayant y comme fils gauche et z comme fils droit, et tel que
1c sous-arbre gauche de x ne soit pas une equerre. Ce sous-arbre contient
done un sommet v de d pon non negatif par rapport a x, et soit vi Ie
premier sommet de deport nul dans Ie chemin unique joignant y a v dans
Tei. (voir figure 10)
D'apres la propriete 4. 4 ci-dessus, vi est done aussi descendant dans TQ^
d'un sommet u tel que abs(u) = abs(z) et que h(vi)<h(u)<h(z).
Comme TQ est un arbre, soit y est descendant de u, soit u est

descendant de y. La premiere partie de cette altemadve est impossible car
h(u)<h(z)=h(y), et la seconde egalement car il n'existe pas par hypothese
de sommet de deport nul par rapport a x entre y et vi.n

u

Figure 10.

La figure 11 ci-contre montre un animal

dirige de 16 sommets et 1'arbre guingois
associe. Les points de 1'animal sont
num^rot^ dans 1'ordre pr^fixe de I'arbre.
Remarquons que seuls les arcs gauches
sont eiircs. Cet arbre a pour code Ie mot

xaxabaxaxaabaa.

Figure 11. Un arbre guingois associe a un animal dirige.
La rdciproque est vraie, c'est-a-dire qu'a tout arbre guingois T on peut associer un animal Cl
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tel que T=Tei. Considerons la construction suivante qui associe a tout arbre guingois un ensemble de
points du plan a une translation pres.
LEMME 4. 6. Soil T un arbre guingois dont les sommets {xj, l^i<n} jonr indices dans I'ordre
prefixe, et les ensembles d;, l<i<n, de points du plan ainsi defmis,
Oi = (pi) ={(0,0)},
Gli = Gli-i U {pi}, l<i<n, ou pi ̂ f am^" determine:

- si x; estfils gauche dans T, pi est Ie point du plan tel que abs(pi)= abs(pi. i)-!; s'il y a des
sommets pk, l<k<i-l d'abscisse egale d abs(pi. i)-l, soit ho la hauteur minimale de tels sonvnets, alors
on pose h(p0 = min (ho, h(pi. i)) -1, sinon on pose h(p0 = h(pi. i)-l,

- si xi estfils droit dans T, soit pj, l<j<i, son p^re, pi e^r /e point du plan tel que abs(pi) =
abs(pj)+l et h(pi) =h(pj)-l,
alors les ensembles Gli, l<i^n, sont des animaux diriges d une source et \ points, et tels que Tci;
soit exactement Ie sous arbre de T determine par les i premiers sormnets.

Preuvc. II est clair que les ensembles construits sont des animaux diriges a une source car tout
nouveau point est voisin Sud-Ouest ou Sud-Est d'un point d6j^ plac^. II faut cependant v^rifier que
cette consbTucrion ne place pas deux points sur Ie meme emplacement, afin que Gti soit bien un animal
de i points, et que Teii soit bien un sous arbre de T. C'est une consequence du lemme suivant.g
LEMME 4.7. Pour tout i, l<i<n, Ie sommet pi am^i determine est de hauteur strictement inferieure d
tout sommet pk, l^k<i, d'abscisse egale d I'une des trois suivantes, abs(pi), abs(pi)-l et abs(pi)+l.
Preuve. Verifie par vacuite pour i=l, cet enonce s'etend par induction de fa?on immediate si xi est fils
gauche, et si x; est fils droit de xj, l<j<i, c'est une consequence de 1'ordre prefixe et de la propriete
que T est guingois.
D'ou Ie theoreme 4. 8.
THEOREME 4. 8 Les animaux diriges d une source et n points sont en bijection avec les arbres
guingois d n sommets par I'application defini en 4. 3.
COROLLAIRE 4.9 Les animaux diriges d une source et n points sont codes avec les mots de longueur
n-1 du langage G defini par Ie systeme d'equations (6), soil encore avec lesfacteurs gauches de
longueur n-1 du langage de Motzkln.

En consequence on obtient une nouvelle preuve du denombrement des animaux a une source
([GBV], [Pe]) et des animaux a une source de demi-largeur droite nulle. Ce sont les nombres mn et gr
donnes par les formules (10) et (11).

Une autre consequence de la construction du lemme 4.6 est de conduire a un algorithme
lindaire de construction d'un animal dirige a partir d'un arbre guingois, ou d'un mot du langage G qui
Ie code.

Remarque. Lorsque on autorise dans un animal un pas diagonal, c'est-a-dire un pas Sud, on obtieni
ce que 1'on appelle animal sur reseau triangulaire. Cette famille d'animaux est en bijection avec uns
extension des arbres guingois, dans laquelle un sommet point simple peut avoir soit un fils gauche
soit un fils droit, soil un fils median. Par la meme demarche que ci-dessus, on montre que Ie;
animaux a une source et n points sur reseau triangulaire sont alors codes par des mots de longueur n-]
d'un langage H derive du langage de Motzkin tricolore MS, sur 1'alphabet (x,x,a,b,c) et verifiant,
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H=e+aH+bH+cH+xKxH

K= Ks + K, aK

K, = e + cK, + a K, b Ks + aK, x Kx K,

et avec les memes techniques que celles utilisees dans la paragraphe 3 on montre que les mots de H de
longueur n sont en bijection avec les factcurs gauches de Motzkin de longueur n, soit encore les
facteurs gauches de Dyck de longueur 2n+l.

5. Animaux diriges et empilements

On a vu au paragraphe precedent une bijection entre les animaux diriges a une source sur
reseau carre et les arbres guingois. Toutefois si 1'arbre guingois T se decompose en T = 0 ® 2
(TiJi), les sous-arbres TI et TZ ne correspondent generalement pas a des parties d'animal qui soient
elles-memes des animaux. En fait on va montrer qu'elles correspondent a d'autres objets, les
empilements de dominos, eux-memes en bijection avec les animaux.

Les empilements de dominos sont un cas particulier des empilements de pieces introduits par
X.G. Viennot (cf [Vii] et [Vis]) et utilises par I'auteur dans un autre article sur les animaux ([Pei]).
En voici un brefapergu, udlisant les notadons introduites dans ce precedent article [Pe].

Considerons dans Ie plan H les couples form6s de deux points (i,j) et (i+l, j), que 1'on
appellera dominos. Soit § un tel domino que 1'on note S = <i,j>; 1'entier i est son abscisse, I'enrierj
sa hauteur ou niveau note h(S) et Ie couple (i, i+l) sera appele sa projection sur Z et note 7i(5).
Soit £ (respectivement £n) la famille des ensembles de (resp. n) dominos deux a deux disjoints
appeles syst^mes de dominos. La figure 12 montre trois tels systemes de dominos. Ces demiers sont
reprdsentes par des couples de points dans des petits rectangles pour souligner leur non intersecdon.

Appellons deformation elementaire toute transformation de £ dans £ qui laisse invariants
tous les dominos d'un systeme /8 a 1'exception d'un seul qui subit une translation venicale telle qu'au
cours du mouvement il ne rencontre aucun domino de ̂ . Deux systemes de dominos /8 et /8'
seront dits equivalents, si 1'on passe de /6 a /^'par une suite de deformations elementaires.

On montre aisement ([Pe]) que dans chaque classe il y a deux elements distingues uniques, ^
une translation pres,

- Vempilement ou systeme qui minimise la somme, pour tous les dominos qu'il contient, des
differences de leur niveau avec Ie niveau du (ou des) domino(s) de niveau minimal,
- Vanti-empilement ou systeme qui minimise la somme, pour tous les dominos qu'il contient, des
differences du niveau du (ou des) domino(s) de niveau maximal avec leur niveau.

Plus visuellement, comme Ie montre la figure 12, 1'empilement consiste a faire tomber les
dominos verticalement sur un plancher, et 1'anti-empilement a les "gonHer a 1'helium" afin qu'ils
aillent se "coller" au plafond, ou a inverser la gravite.
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Figure 12. Un systeme de dominos, 1'empilement et 1'anti-empilement associe.

Viennot [Vi3] a alors defini deux ordres sur les dominos d'un systeme, qui s'etendent
immediatement, par passage au quodent, aux dominos d'un empilement,

- 1'ordre de dominance : on dit que Ie domino S domine directement 5' si 7t(5) n 7i(5') ^
0 , h(5) > h(5') et si Si est tel que 7i(5) n 7t(Si) ?i 0, et que 7c(Si) n TI(S') ̂  0 avec h(5i) > h(S')
alors h(Si) > h(5). L'ordre de dominance est la fermeture reflexive et transitive de cette relation notee
>d. Le syst^me sera dit strict si pour tout couple de dominos distincts 5 et 5' tels que 5 >d S'et 7t(5)
= Ti(S'), il existe un domino 5i tel que 5 >d 5i >d 5' et TC(5i) ^ 7c(5).

- 1'ordre canonique; c'est un ordre total defini par 1'algorithme suivant. Soit /S un systeme
de dominos, et 5 Ie domino maximal Ie plus ^ gauche (c'est-^-dire d'abscisse minimale). On Ie
numerote 1. En reiterant ce proc^de pour Ie systfeme ^8i=/&\{5}, on obtient une num^rotarion
canonique, qui v^rifie la propriete 5. 1 suivante notee num(5) et telle que num (5) < num (5') si et
seulement si 5 domine 5', sinon S et 5' sont incomparables par >d, et abscisse (d) < abscisse (d').

Un domino § de /& sera dit maxima! (respecdvement mimmaF) si ̂  ne contient aucun domino
qui domine (resp. n'est domine par) 5. L'ensemble des dominos domines par S sera note dom(5).
Un systeme ou empilement n'ayant qu'un domino maximal sera appele pyramide. Enfin on appelle
demi-largeur gauche d'un systeme ou d'un empilement la difference entre I'abscisse d'un element
maximal d'abscisse minimale (c'est-a-dire Ie plus a gauche ces elements maximaux) et celle du
domino Ie plus a gauche. On definit symetriquement la demi-largeur droite.
La figure 13 montre un systeme de 24 dominos et leur numerotation
canonique. Les dominos maximaux, en noir , sont les dominos de
numeros 1, 3, 7, 12 et 22, et les dominos minimaux sont ceux de

numeros 11, 21, 23, 24. Le domino 8 est 1'element d'une sous-

pyramide constituee des dominos 8, 9, 10, 11, 17, 20 et 21 colores
en gris. Le systeme des 24 dominos est de demi-largeur gauche
nulle et de demi-largeur droite 1.

Les empilements de dominos sont en relation avec les
animaux par Ie theoreme suivant, illustre par la figure 15,

Figure 13
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THEOREME5. 1 CViennot [V^]). Les animaux d k sources compactes d n points sont en bijection
avec les empilements stricis ayant n dominos et dont les dominos maximaux en nombre k sont d
projections consecutives.

L'empilement obtenu est exactement 1'element distingu6 appele and-empilement defini plus haut.
Cette bijection a deux consequences importantes,
- a) on peut definir la numerotation canonique des points d'un animal comme etant la numerotation
canonique des dominos associes dans 1'empilement correspondant.
- b) certains sous-ensembles de points d'un animal ne ferment pas un animal en raison par exemple
de la non connexite, ils peuvent definir cependant un empilement qui est en bijection avec un animal.

Nous aliens montrer directement que les empilements a une piece maximale ou pyramides,
sont en bijection avec les arbres guingois, ou avec les mots du langage MS, en verifiant qu'ils
satisfont une recurrence de meme structure. Pour cela, nous aliens uriliser des operations definies sur
les empilements, les operations -ll-. i^o^+l ̂ +2' en termes desquelles toute pyramide peut se
decomposer en pyramides plus petites, et ce de fa^on unique. Ce sont des cas particuliers de
1'operarion de m-superposition definie dans [Pei] et [Pez].

Intuitivement, 1'operation de m-superposition de deux empilements 61 et 62 consiste a
"empiler" au dessus d'un systeme /Szrcpresentant 62. un systeme , 61 representant 61, 1'entier m
fixant les positions horizontales relatives des 2 systemes. La figure 14 montre une 1-superposirion.

Plus precisement, on appelle m-superposition de 61 et 62 1'empilement 63 note
63= ̂ i .^m ̂ 2 defini de la maniere suivante:

soient deux systemes /Si et ,§2 representants fii et 62. ̂ i dont Ie domino maximal 1c plus
a gauche est d'abscisse a^ et dont Ie niveau minimal est hj, et ,62 dont le domino maximal Ie plus a
gauche est d'abscisse a^ et dont Ie niveau maximal est h^, et un entier relatif m , on definit
1'ensemble de dominos

,^3 = ^l U Ta^. a2+m, hi-h2-l </82)

ou Tp^q represente la translation de FT de vecteur
(p, q). II est clair que 1'ensemble /&3 est forme de p-
dominos 2^2 disjoints et que si /&i est equivalent a
3' 1 et /&2a 9'z, alors 1'ensemble 3'3 calcule par Ie
meme precede est equivalent a ,^3. L'empilement 63
est defini par la classe de /&3.

^

Figure 14. L'operation de m-superposition.

Generalement, cette operation est ambigue, toutefois on a Ie lemme suivant ([Pei]),
LEMME 5.2 (dit lemme de simplification).

Si 61^63=62^63^ 63^^1=63^62^^ 61=62.
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Figure 15. Un animal et 1'empilement associe.

Notations.

On appelle demi-pyramide une
pyramide de demi-largeur droite nulle,
et demi-pyramide stride une demi-
pyramide dont Ie domino de plus grand
num6ro est d'abscisse 6gale a celle du
domino maximal Ie plus ^ droite des
dominos maximaux, et respectivement
E, IP , F et T les ensembles

d'empilements, pyramides, demi-
pyramides et demi-pyramides strictes
non vides.

Les ensembles P, F et T sont en bijection avec respectivement les animaux diriges a une
source, les animaux a une source et de demi-largeur droite nulle, et enfin avec les animaux ̂  une
source, de demi-largeur droite nulle et dont Ie demier point dans 1'ordre canonique a meme abscisse
que la source.
On notera de plus par la lettre A un empilement reduit a un domino, ou un animal reduit a point.
Enfin on definit la m-superpositlon de deux ensembles d'empilements comme la reunion de toutes les
m-superpositions d'un empilement du premier sur un empilement da second.
On a alors la proposition suivante, dont la preuve, consequence de 1'ordre canonique et du lemme de
simplification, est laissee au lecteur (voir [Pez]).

PROPOSITION 5. 3 Les ensembles IP, F et T verifient Ie syst^me d'egalit^s suivantes, oil les
reunions (notees +) sont disjointes et les prodmts de superposition non ambigus.

P= A+A^P+A^P+ A^(F^IP)
(fP)^ F = T +T^^F

T = A + A^JT ^TJ + A^(T^(F^T)][
A ddfaut de preuve, illustrons ces egalites par la pyramide de la figure 15 qui represente la

pyramide V de 16 dominos. Elle se decompose en fP = A 'U-. i (3' i -U-2 ̂ l) avec ̂ e domino maximal
A egal a 1, la demi-pyramide ff \ composee des dominos 2, 3 , 4, 5 , 6, 7, 8 et 9, et la pyramide V \
composee des dominos de lOa 16. De meme ff \ se decompose en U'2 <U'. i 3'2. 3'2 etant compos^e
des dominos de3 a 8 et 3'2du dominos 9.

En comparant cette propriete de decomposition a la proposition 3.4 on est conduit a construire une
application <I> de P dans Q qui est une bijecrion et 1'on peut enoncer Ie theoreme,
THEOREME 5.5 Les pyramides d n dominos sont en bijection avec les arbres guingois ayant n
sommets.

De plus, on verifie aisement que dans cette bijecrion. Ie sommet de 1'arbre de numero p a un
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fils gauche, si et seulement si Ie domino de la pyramide de numero p dans 1'ordre canonique domine
directement ^ droite 1c domino dont 1'abscisse est infdrieure dune unit6, et ce sommet a un fils droit si
Ie domino de meme numero domine directement Ie domino z d'abscisse superieure d'une unite, et
que z ne soit doming a droite par aucun domino.

6. Conclusion

A 1'aide des operations sur les empilements, nous avons pu definir des grammaires ou
systemes algebriques d'empilements, c'est-^-dire des systemes d'equations dans 1'algebre des series
fonnelles en variables munies de commutations. Ces systemes commencent a etre etudies (cf [DK]).
La quesdon d'etablir une classification de ces grammaires analogue a celle des grammaires de langage
reste ouverte.

De plus, on peut definir dans 1'espace 3 types de reseaux. Ie reseau cubique, cubique centre et
cubique altern^ (cf [Pe2]). A chacun de ces r^seaux, 1'auteur montre dans [Pe2] que 1'on peut
associer un arbre n-au-e, (n =3, 4 ou 6), generalisant les arbres guingois et apportant ainsi a 1'etude
des animaux dans 1'espace toute la richesse de 1'algorithmique des arbres. Toutefois la caracterisation
des langages qui codent ces arbres reste un probleme ouvert.
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