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Résumé. Les animaux dirigés sont mis en bijection avec une famille d'arbres asymétriques, les arbres guingois. On en
déduit un code des animaux et des algorithmes linéaires de construction du code et de dessin . 11 est alors possible de
générer un animal aléatoire de grande taille . Dans un deuxiéme temps nous étendons cette bijection aux animaux 3D,
animaux dont le dénombrement n'a pas encore de solution combinatoire.

Abstract. The directed animals are put in a one to one correspondance with a kind of asymmetric trees.

1. Introduction

Les animaux dirigés font partie des modeles sur réseau géométrique en vogue ces dernitres
années pour le rdle qu'ils jouent en physique statistique, particulierement dans la théorie des
phénomenes critiques ([PS], [Te]). Ce sont des ensembles de points deux & deux voisins sur un
réseau carré et qui se développent par ajout de nouveaux points dans une direction privilégide a partir
d'une origine appelée source. Un large tour d'horizon sur les relations entre les objets combinatoires
de ce type et la physique fut exposé au séminaire Bourbaki par Viennot [Vil].

Les propriétés statistiques de ces objets ont été abondamment étudiées par les physiciens:
citons les travaux de Nadal , Derrida et Vannimenus [NDV], Hakim et Nadal [HN], Dhar [Dhy],
[Dhy].

Mais c'est par des méthodes combinatoires issues des travaux de M.P Schiitzenberger ([Sc])
que Gouyou-Beauchamps et Viennot [GBV] ont retrouvé les résultats d'énumération des animaux 2
une source selon le nombre de points, établis par Dhar [Dh;], [Dhz], d'une part, et par Hakim et
Nadal d'autre part [HN]. Leur construction les a conduits de fagon naturelle 2 trouver et démontrer la
formule d'énumération des animaux a source compacte.

En utilisant un nouvel objet combinatoire, les empilements de piéces, qui constitue un
€quivalent visuel du monoide de commutation de Cartier et Foata [CF], Viennot a résolu
combinatoirement un autre probléme, I'énumération des animaux sur réseau trian gulaire ([Vi,], [Dh1],
[Dh2]). Ce méme outil a permis a I'auteur [Pe1] de définir une bijection générale qui s'applique aux
divers réseaux par 1'emploi d'opérateurs qui font "croitre 1'animal par le haut".

C'est une nouvelle approche qu‘i est suivie dans le présent travail, ot I'on établit une bijection
entre les animaux et une nouvelle famille d'arbres asymétriques, les arbres guingois. Cette bijection
conduit a un nouveau codage des animaux par un langage dont on donne les €quations. De plus elle
conduit, par une légere modification des algorithmes classiques de parcours d'arbres que sont les
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parcours en profondeur et en largeur a des algorithmes de codage et de dessin en temps linéaire par
rapport au nombre de points. Contrairement a la précédente, cette bijection induit une construction
utilisant des opérateurs qui font "croitre 1'animal par le bas". De plus ce codage permet la génération
aléatoire des animaux avec les techniques développées dans [HC].

Enfin les arbres guingois se généralisent a l'espace. Il est alors aisé d'engendrer
systématiquement ces arbres & trois dimensions, et de fournir ainsi les séquences de nombres qui
comptent les animaux dans l'espace [CP]. Peut-&tre est-ce une voie pour trouver la solution
combinatoire générale de 'énumération des animaux dans l'espace ? En effet Dhar [Dhy], et Viennot
[Vij] ont montré dans un cas particulier (réseau cubique ou empilement d'hexagones) I'équivalence
avec le probléme des hexagones durs, probleme résolu récemment par Baxter de fagon analytique
[Ba] 2 I'aide des célebres identités de Rogers-Ramanujan.

Cet article comprend 6 paragraphes. Le deuxi¢me rappelle sur l'exemple trés classique des
arbres binaires la méthodologie de Schiitzenberger de dénombrement : codage a l'aide d'une bijection
entre l'objet combinatoire et un mot d'un langage algébrique non ambigu puis passage de. la gram-
maire générative 2 un systeme d'équations algébriques vérifié par la série énumératrice des objets a
dénombrer.

C'est dans le troisi®me paragraphe que 'on introduit la notion d'arbre guingois et que l'on
détermine le langage qui les code. Le quatriéme paragraphe expose le résultat principal de cet article,
c'est-a-dire la bijection entre animaux et arbres guingois. Le cinquiéme donne une interprétation de
cette bijection en termes d'empilements de dominos dont on rappelle la définition et les opérations de
base. ‘

Enfin le sixi¢me paragraphe, ot I'on évoque les grammaires d'empilements et I'extension des
animaux 2 l'espace, sert de conclusion. Nous avons pu définir une bijection entre les animaux dans
l'espace et une généralisation des arbres guingois, mais le dénombrement de ces arbres guingois
généralisés reste un probleme ouvert.

2. Arbres et codages

Considérons la famille T des arbres binaires (pas nécessairement complets) au sens de Knuth [Kn],
c'est-a-dire des arbres possédant un sommet privilégié, la racine, et dans lesquels on distingue le fils
droit du fil gauche. La figure 1 en illustre une définition récursive.

Figure 1.Génération d'un arbre binaire.

Rappelons le vocabulaire utilisé dans le cas binaire sur l'exemple de la figure 2.
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La figure 2 montre un arbre binaire a 11 sommets numérotés de 1
(racine) a 11.

Les sommets qui n'ont pas de fils (racines de sous-arbres
4 un seul sommet) sont les sommets externes ou feuilles,
(exemple 5, 7, 10 et 11) tandis que les autres sommets, dits
sommets internes, se repartissent en trois classes,

— les points doubles, qui ont exactement deux fils, (ex.
1,4,9)

— les points simples @ gauche qui ont un fils a gauche
uniquement, (ex. 3,6)

Figure 2. Ordre préfixe d'un — les points simples a droite qui n'ont qu'un fils droit
arbre binaire. (ex. 2.8).

Rappelons sur l'exemple classique des arbres binaires, la méthode de Schiitzenberger de
codage par des mots et d'obtention des séries énumératrices. (pour plus de détail, voir [Viz]). De la
définition récursive des arbres binaires résumée dans la figure 1, on déduit immédiatement une
grammaire algébrique ou deChomsky engendrant de fagon non ambigué un langage et dont les
régles syntaxiques (séparées par le symbole +) traduisent la fagon dont un arbre peut étre construit &
partir d'arbres plus petits, (€ désigne le mot vide),

My=e+aMy+bMz+xMax My N GY)
Le langage engendré constitue un codage des arbres binaires ayant n sommets par des mots de
longueur n-1 sur l'alphabet A = {x, X,a,b}. C'est le langage bien connu de Motzkin bicoloré, noté
M. Cette grammaire peut étre considérée comme un systéme d'équations (réduit & une seule €équation
dans l'exemple), en variables non commutatives dont les inconnues sont les langages solutions. La
non ambiguité de la grammaire se traduit dans le systéme par le fait que les membres droits des
équations sont des unions disjointes de produits (de concaténation) non-ambigus.

Le langage M est un cas particulier de la famille de langages Mk, k20, sur I'alphabet a k+2
lettres, Ax+2 = {X, X,a1,a2,...,ak} dont les plus connus sont le langage de Dyck (ou de parentheses),
Mo noté généralement D, (c'est le code usuel des arbres binaires complets ), d' équation,

D=e+xDXD, (2)
et le langage de Motzkin M, noté usuellement M, d'équation,
Mi=e+aM;+xMixM;. 3)

Ces langages s'obtiennent pour k=1 en appliquant I'opérateur mélange (cf [Lo] p 108) noté LL, aux
mots du langage de Dyck, ainsi, on a par exemple,
M= D li(a,b)*.

En définissant pour tout mot de A* le parametre & par &(f) = If1, - Ifl, les mots f de Mk, k20, sont
aussi caractérisés par la double condition, que pour tout mot w facteur gauche de f, c'est-a-dire tel
que f = wg, &(w) 20, et pour f, &(f) = 0.

11 est usuel ( voir [Vis]) de représenter ces mots par des chemins sur un quadrillage a coordonnées
entiéres, la lettre x codant un pas Nord-Est (NE), c'est a dire joignant le point (i,j) au point (i+1,j+1),
lalettre X un pas Sud-Est ( SE), joignant le point (i,j) au point (i-1,j-1) et les lettres a,b,... par des
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paliers c'est a dire des pas Est joignant le point (i,j) au point (i+1,j) colorés.
Ainsi 8(f) est égal la hauteur finale du chemin code %

par f. La figure 3 ci-contre montre un mot de

Motzkin, et le chemin associé au mot .

Par le morphisme 7 tel que X baxXxaxbzxx

7(a) =1(b) =1(x)=1(X) =t, Figure 3. Chemin de Moizkin bicoloré.
appligué au langage M», on obtient la série a une variable my(t) énumérant les mots de M3 selon leur
longueur. Elle est solution de 1'équation en variables commutatives,
m, = 1+ 2 t m, + t2 (m,)2. 4)

En développant la solution analytique a l'origine, on trouve que le coefficient de t", noté m, p,

s'exprime en fonction des fameux nombres de Catalan Cy, soit my n = Cps41, (n2 0), avec

1 2n ‘
Co=rer (7): )
Remarquons que les nombres de Catalan sont généralement définis en développant l'expression,
de) = =Y e 4t solution analytique 2 l'origine de I'équation vérifiée par la série d(t),

d= 1+t2, énumérant les mots du langage de Dyck . Le lecteur trouvera dans [Vig] les autres fagons
usuelles d'établir la relation (6) ainsi que la bijection classique entre mots de Dyck et mots de Motzkin
bicolorés.

L'algorithme classique de parcours d'un arbre binaire est le parcours en profondeur ou de
Trémaux [Be], appelé encore parcours préfixe. Rappelons qu'il consiste a visiter d'abord la racine,
puis récursivement le sous-arbre gauche s'il existe, et enfin le sous-arbre droit s'il existe. En
numérotant les sommets lorsque 1'on débute la visite du sous-arbre dont ils sont racines par des
entiers croissants de 1 2 n (nombre de sommets), on obtient une numérotation canonique des
sommets appelée 1'ordre préfixe .

Terminons ces rappels en remarquant que pour coder un arbre binaire par un mot du langage
de Motzkin bicoloré, il suffit au long de ce parcours préfixe, de coder un point double par "x", un
point simple & gauche par "a", un point simple 2 droite par "b" et une feuille (sauf la derniére) par "x".
Cet algorithme de codage est classique, voir par exemple [Fr].

3. Arbres guingois

Pour définir la famille des arbres guingois, introduisons un paramétre qui mesure 1'écart entre
les projections horizontales d'un sommet et celle de la racine.
DEFINITION 3.1.

Le déport par rapport a z (en abrégé dép,(x) ) est un entier relatif attaché a tout sommet x d'un
arbre binaire de racine z égal par définition a la différence entre le nombre de pas a droite et le nombre
de pas a gauche dans l'unique chemin de l'arbre de z a x. Cette notion s'étend aux arbres en posant,
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pour un arbre T de racine z,
dep (T) = max dep, (x).
xeT

Un arbre de déport négatif ou nul sera appelé une équerre, et
une équerre dont le dernier sommet dans l'ordre préfixe est
de déport nul sera dite stricte.

La figure 4 ci-contre montre les déports des sommets
calculés par rapport a la racine z de l'arbre et portés sur un
axe horizontal.
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On peut alors définir, . .
Figure 4. Arbre guingois.

DEFINITION 3.2. Un arbre guingois 1 est un arbre binaire tel que pour tout point double, le sous-
arbre gauche est une équerre.

Un exemple est donné par la figure 4.

Pour établir une propriété de décomposition des arbres guingois, nous allons définir une
opération de concaténation dans la famille des arbres binaires consistant A remplacer la derniére feuille
dans I'ordre préfixe du premier arbre par la racine du second. Plus précisément, on définit trois
opérateurs selon que la racine du second est point simple ou point double.

DEFINITION 3.3. On appelle concaténé gauche (respectivement droit) de 2 arbres binaires Tj et Tp
I'arbre binaire T obtenu en plagant la racine de Ty comme fils gauche (resp. droit) de la derniére feuille
le T dans I'ordre préfixe. "

On notera cette opération par le symbole ®; (resp.®q ).

DEFINITION 3.4. On appelle bi-concaténation du triplet d'arbres binaires (T1,T2,T3) 'arbre T obtenu
>n plagant les racines des arbres T et T3 respectivement comme fils gauches et droit de la derniere
‘euille de Ty,

Jn notera cette opération par le symbole ®;: T =T] ®; (T2,T3).

Le codage préfixe de ces arbres par le langage de Motzkin bicoloré vérifie,
>ode(T) = code (T1).code(T2) dans le cas de la simple concaténation gauche ou droite, et dans le cas
le la bi-concaténation, code(T) = code (T1).x.code(T7).%.code(T3) .

Dans le cas des arbres binaires, cette opération est ambigué mais cette ambiguité tombe dans le
:as des arbres guingois grice au parametre déport qui introduit un contrdle supplémentaire, comme le
nontre la proposition 3.5 ci-dessous.

Etendons de fagon naturelle la concaténation simple ou double aux couples ou triplets de
amilles d'arbres comme la réunion des simples ou bi-concaténations des arbres de ces familles. Un
bi-)concaténation d'ensembles d'arbres sera dite non ambigué si elle ne contient pas d'arbre égal a
leux (bi-)concaténations distinctes.

signific de travers (Pctit Robert)



Figure 5.Génération des arbres guingois.

Notations. Appellons G, €, et E, les familles des arbres guingois, équerres et équerres strictes, (2
un isomorphisme prés). Notons par le symbole © a la fois l'arbre réduit 2 un sommet, et I'ensemble

constitué par cet arbre, et par le symbole + les unions. On a la proposition suivante, illustrée par la
figure 5.

PROPOSITION 3.5. Les familles 9, 6, et 6 vérifient les égalités suivantes on les membres sont des
unions disjointes et les concaténations non ambigués.

(9 O+O®g9+0®dg+0®2[8,9J
{ &= 6,+ 6,88

L85= O + O®g(85®d 85] + O®g(85 ®2(8v85))

Preuve.
La premiére égalité est une conséquence immédiate de la définition. La deuxi¢me et la
troisieéme se déduisent des propriétés du parcours préfixe.

De cette décomposition des arbres guingois, on déduit les équations du langage qui les code,
énoncées dans le théoréme de codage suivant.
THEOREME 3.6. Les arbres guingois (respectivement équerres, équerres strictes) ayant n sommets
sont codés par les mots @ n+1 lettres du langage de {a,b,x,x)" qui constitue la premiére
(respectivement deuxiéme, troisiéme) composante de la solution du systéme X suivant:
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G=¢ + aG +bG + xEXG

()4 E=E,+ E;a E (6)
E;=¢ + aE;bE; + aExEXE,

Preuve. Ce systéme est propre, donc posséde une solution unique. La preuve de la bijection entre les
mots des langages solutions et les arbres se fait par induction sur la longueur des mots et le nombre de
sommets des arbres. Il svffit de vérifier que chaque équation définit une décomposition non ambigué
de I'ensemble de mots que constitue le membre gauche.

Remarquons d'abord que les langages Eg, E et G sont des sous-ensembles du langage M et
donc bien parenthésés en x et x et en conséquence, la décomposition des mots de G selon la premiére

équation est unique, sous réserve que celle de E le soit. La non ambiguité des décompositions de E et
Es repose sur un lemme technique de décomposition des mots de Dyck (cf [CCD.,

Remarque. L'algorithme de codage d'un arbre guingois qui lui associe un mot de G est le méme
que celui d'un arbre binaire quelconque.

Par le morphisme 7 tel que 1(a) = 1(b) = 1(x) = 1(X) =t, on obtient le systéme d'équations B8 =
7(Z) dans 2[[1] .

g=1+2tg+t2eg
{ﬁ%e=qu+w) | ™

J
es=1+ t2e§ + £ eeg

\

En résolvant la seconde équation par rapport 2 e et en portant cette expression dans la
troisiéme, on obtient,

.
g=1+2tg+tzeg

(9He=l+te+t2e2 ®)
eg=1-te;+ t(l1+1)e?

\
La derniére équation a pour solution analytique 2 l'origine,

1 1 -3t
egmigpll 1=gergeniell,

d'oll en développant par Taylor, le coefficient de tn s'exprime en fonction des nombres de Catalan,

n
st = 2, 17 Cp (). ©
=0

Le seconde est 1'équation classique de la série énumératrice des mots de Motzkin, (cf [Vig] )
c'est-a-dire des mots du langage M sur {x,x.a} vérifiant 1'équation,
M=¢+aM+ xMxM,

d'ou I'expression du coefficient de t" dans e, égal au niéM¢ nombre de Motzkin mp,
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12

1 n 2p
m_ e S
(eit)= M= 2 p+1 (Zp) ( p)‘ (1)
p=0
Enfin en multipliant les 2 membres de I'équation de g par e et en retranchant e on obtient g =e¢ + etg,

o l'on reconnait 1'équation classique [GB] de la série énumératrice des facteurs gauches de M,
langage noté GAUCHE(M), selon leur longueur, donc,

n-1
) P
gn=(gt") = 2 (“pl) ( L%J)' (11)
p=0 .

Ces résultats numériques peuvent s'établir sans calcul . En effet, soit M le langage de Motzkin

sur I'alphabet B = {z, z,c} , et le langage M' = GAUCHE(M) et le langage Ms défini par

Mg=zMz = {fe M\((M-€)2u {c})}.
On a alors la propriété suivante,
PROPRIETE 3.7. Il existe une bijection entre M' et G ( respectivement entre M et E, resp entre
M et Eg) avec conservation des longueurs.
Preuve. En distinguant dans M la 12r€ occurrence de la lettre ¢ au niveau zéro, et dans M la 1ere
occurrence de cette lettre au niveau 1, on obtient le systéme d'équations non ambigués suivant,

(M' =g+cM+zM +zMzM

(M){ M =M, + McM (12)

[

En comparant ce systéme au systeéme (6), on peut définir une bijection de M'C {z,z,c}* dans G C

€ +zMzM; + zMcMz M

{x,%,a,b}* (resp. de M dans E, resp. de M dans E), €:. transportant récursivement les régles de
formation des mots d'un langage par un simple réétiquetage des arbres de dérivation .

Remarque. 11 est alors possible de donn=r une interprétation bijective de la formule (9) a l'aide des
mots de Motzkin tri-colorés de {x,k,a,b,c}* (cf [Pe2].

4. Animaux dirigés et arbres guingois

Ce paragraphe contient la bijection centrale de l'article. Considérons le plan combinatoire m=
2x2, Le terme animal désigne une configuration de points de TT, le qualificatif dirigé indiquant
qu'il se développe dans une direction privilégiée, en l'occurrence la premiére bissectrice.

Plus précisément, en appelant chemin une suite finie de points de TT dont les coordonnées
different au plus d'une unité et pas un couple (pj,pi+1) de deux points consécutifs, on a la définition,
DEFINITION 4.1. Un animal dirigé Cl i une source est un ensemble de points de TT tel que,

v) l'origine O = (0,0) est un point de l'animal C; on l'appelle la source.

t1) tout point (x,y) de C est l'extrémité d'un chemin d'origine O dont les pas sont définis,

— soit par le couple de points ((i, j) (i, j+1)) qui constitue un pas Nord,

— soit par le couple de points ((i, j) (i+1, j)) qui constitue un pas Est.
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Dans cet article nous représentons la premiere directrice de TT dirigée vers le bas, (Sud),

comme le montre la figure 8, ol TT est rapporté aux axes Ox et Oy. Les pas autorisés seront alors dits
Sud-Est et Sud-Ouest . .
La direction Sud est dite la direction
privilégiée et elle est représentée par
une fleche marquée DP, indiquant la
direction de croissance de 1'animal.
La longueur et la largeur de Cl sont
les dimensions du plus petit rectangle
aux cotés Nord-Sud et Est-Ov st qui
le contienne, la longueur étant
mesurée sur le coté parallele a la
direction privilégiée, 1'unité de
mesure étant le demi pas diagonal.
La verticale de l'origine partage ce
rectangle en deux parties, définissant
ainsi la demi-largeur gauche et
droite.

Figure 8.Un animal dirigé.

11 existe deux extensions classiques de cette définition, les animaux a source compacte, c'est-
a-dire ayant plusieurs sources situées sur la méme perpendiculaire 2 la direction privilégice, et ades
positions consécutives et les animaux sur réseau triangulaire, en autorisant le pas diagonal (Sud).

changement de repére.

11 est plus agréable de prendre un nouveau repére XOY ayant I'axe des abscisses horizontal et
l'axe des ordonnées vertical dirigé a 'opposé de la direction privilégiée, avec comme unité le demi-
pas diagonal afin que sur ce nouveau repére les points de l'animal aient encore des coordonnées
entieres. (Il est représenté en pointillé sur la figure 8). On notera abs(x) l'abscisse du point x dans ce
nouveau repére, et h(x) son ordonnée ou hauteur . Le déport d'un sommet par rapport a la racine est
exactement son abscisse dans le nouveau repére.

On peut associer 2 tout animal Cl deux graphes ayant pour sommets les points de Q. Ces
graphes sont binaires, c'est-a-dire ce sont des graphes orientés tels que tout sommet a au plus deux
successeurs et ol i'on distingue ie successeur droii du successeur gauche. Les auires notations

utilisées pour les graphes sont celles de Berge [Be].

DEFINITION 4.2. Le graphe Gey est ainsi défini:

— les sommets de Gg| sont les points de 1'animal,

— (x,y) est un arc de Gy si (x,y) est un pas Sud-Ouest ou Sud-Est de C.
DEFINITION 4.3. Le graphe Tg est ainsi défini:
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— les sommets de T, sont les points de 1'animal,
— y est fils gauche de x dans Tg, si abs(y) = abs(x)-1et qu'il n'existe pas dans Cl de point z tels que
abs(z) = abs(y) ou abs(z) = abs(x) et h(y)< h(z) < h(x).
— y est fils droit de x si abs(y) = abs(x)+1, h(y) = h(x)-1 et si y n'est fils gauche d'aucun point.
Ainsi les arcs droits de Te, sont des arcs de G, mais pas nécessairement les arcs gauches. Le graphe
Gy est un codage trivial de I'animal mais les propriétés du graphe T, sont plus intéressantes.
Remarquons d'abord que tout point de Cl posséde un prédécesseur dans Te, et que ce
prédécesseur est unique. De plus on a les propri€tés, ‘
LEMME 4.4. Si x et y sont deux points de Q tels que abs(x) = abs(y) +1, et h(y) <h(x), alors
il existe un point ude C tel que abs(u) = abs(x), h(y)<h(u)<h(x) ety est un descendant de u dans
l'arbre To,.
Preuve. Elle se fait par récurrence sur l'entier k égal a la différence de hauteur entre x et y, c'est-a-
dire k=h(x)-h(y).
Pourk = 1, d'apres la définition de Te;, le sommet y est fils gauche de x donc il suffit de prendre
u = X.
Supposons la propriété vraie pour tout couple de points x' et y' de @ vérifiant les hypothéses de la
propriété et tels que h(x)-h(y)< k, et soient x et y tels que h(x)-h(y) = k+1. Soit V l'ensemble des
points de C défini par,
V ={ve Q /h(y)<h(u) £h(x), abs(v) = abs(y) ou abs(v) = abs(x) }.
Le point de V de hauteur minimale est unique car les hauteurs des points d'abscisses qui different de
un n'ont pas méme parité. Soit v1 ce point. Il y a alors trois cas possibles illustrés par la figure 9.
— cas a) v] = x. Alors par définition de Te,, le sommet y est fils gauche de x, et la preuve est
terminée avec u = X.
— cas b) v1 # x. On distingue deux sous-cas selon que abs(vy) = abs(x) ou abs(vy) = abs(y) .
-cas by) Par définition de T, le sommet y est fils gauche de v, et la preuve est finie avec u =vi.
-cas bp) Le sommet y est alors nécessairement fils droit et soit y; son pere dans Tg;.
Le couple formé par {vi, y1} vérifie les mémes hypotheses que le couple {x,y }et h(vi)-
h(y1) < h(x)-h(y). Donc il existe, selon I'hypothése de récurrence, un sommet u d'abscisse €gale
a celle de vj , de hauteur vérifiant h(y1) < h(u) < h(v1), et dont y soit le descendant dans Tey.
Ce ne peut étre que v] en raison de la minimalité de la hauteur de ce dernier.
De méme le couple formé par xj et v) vérifie I'hypotheése de récurrence, et donc il existe un sommet
v tel que abs(vy) = abs(x) et h(vy) < h(v2) <h(x) et dont vi soit le descendant (et donc aussi yj et 'y)
dans T, ce qui termine la preuve avec U= va.g .
PROPOSITION 4.5. Pour tout animal C, le graphe Te, est un arbre guingois ayant pour racine la
source de C.
Preuve. a) T est un arbre.En effet, tout sommet sauf la source de C{ est I'extrémité d'au plus un arc
de Te par construction. II suffit donc de vérifier que tout sommet est accessible depuis s par un
chemin composé d'arcs de T, . Supposons a contrario qu' existent des sommets qui ne soient pas
accessibles et soit alors un tel sommet a distance minimale de s dans Ggy. Soit y son prédécesseur
dans un chemin qui le joint depuis s dans Gg.



S

cas a casb i

Figure 9.

-y est accessible depuis s dans T, car il est & plus proche distance de s que x. Si yx est un pas Sud-

Ouest, alors (y,x) est un arc de Te, et x est accessible dans Tg; . Sinon yx est un pas Sud-Est. Si I'arc

,X) est dans T, alors x est accessible, sinon il existe un sommet z d'ordonnée su érieure donc plus
y p

proche de s dont x est fils gauche dans T, . Donfb‘ l'existence de sommet inacessible dans Tg, est

absurde. ;
b) Te est un arbre guingois. Supposons le contraf"rc. 11 existe alors un
point double x ayant y comme fils gauche et z comme fils droit, et tel que
le sous-arbre gauche de x ne soit pas une équerre. Ce sous-arbre contient
donc un sommet v de déport non négatif par rapport i x, et soit vy le
premier sommet de déport nul dans le chemin unique joignant y 3 v dans
Tey. (voir figure 10)

D'apres la'propriété 4.4 ci-dessus, v; est donc aussi descendant dans T,
d'un sommet u tel que abs(u) = abs(z) et que h(v1)<h(u)<h(z).

Comme Tg est un arbre, soit y est descendant de u, soit u est
descendant de y. La premiére partie de cette alternative est impossible car

h(u)<h(z)=h(y), et la seconde également car il n'existe pas par hypothése
de sommet de déport nul par rapport 3 x entre y et vi.g

Figure 11. Un arbre guingois associé a un animal dirigé.

Xxaxabaxaxaabaa. |

A%

1
Figure 10.

La figure 11 ci-contre montre un animal
dirigé de 16 sommets et l'arbre guingois
associé. Les points de I'animal sont
numéroté dans l'ordre préfixe de 1'arbre.
Remarquons que seuls les arcs gauches
sont étirés. Cet arbre a pour code le mot

La réciproque est vraie, c'est-a-dire qu'a tout arbre guingois T on peut associer un animal Q|
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tel que T=Te,. Considérons la construction suivante qui associe a tout arbre guingois un ensemble de
points du plan a une translation pres.

LEMME 4.6. Soit T un arbre guingois dont les sommets {xi, 1<i<n} sont indicés dans l'ordre
préfixe, et les ensembles Cj, 1<i<n, de points du plan ainsi définis,

C1 = {p1} = {00},

Q= Q.1 U {pi), 1<i<n, on pjest ainsi déterminé:

— si x; est fils gauche dans T, pj est le point du plan tel que abs(pi)= abs(pi-1)-1; s'il y a des
sommets px,1<k<i-1 d'abscisse égale a abs(pi-1)-1, soit hg la hauteur minimale de tels sommets, alors
on pose h(pj) = min (ho, h(pi-1)) -1, sinon on pose h(pj) = h(pi-1)-1,

— si xj est fils droit dans T, soit pj, 1<j<i, son pére, pj est le point du plan tel que abs(pj) =
abs(pj)+1 er h(pj) =h(p;j)-1,
alors les ensembles Cl;, 1<i<n, sont des animaux dirigés @ une source et ipoints, et tels que Tq;
soit exactement le sous arbre de T déterminé par les i premiers sommels.

Preuve. Il est clair que les ensembles construits sont des animaux dirigés a une source car tout
nouveau point est voisin Sud-Ouest ou Sud-Est d'un point déja placé. Il faut cependant vérifier que
cette construction ne place pas deux points sur le méme emplacement, afin que Cj soit bien un animal
de i points, et que Tg; soit bien un sous arbre de T. C'est une conséquence du lemme suivant. g
LEMME 4.7. Pour tout i, 1<i<n, le sommet pj ainsi déterminé est de hauteur strictement inférieure a
tout sommet px, 1<k<i, d'abscisse égale & l'une des trois suivantes, abs(pj), abs(pi)-1 et abs(pi)+1.
Preuve. Vérifié par vacuité pour i=1, cet énoncé s'étend par induction de fagon immédiate si x; est fils
gauche, et si xj est fils droit de xj, 1<j<i, c'est une conséquence de l'ordre préfixe et de la propriété
que T est guingois. -

D'ou le théoreme 4.8.

THEOREME 4.8 Les animaux dirigés @ une source et n points sont en bijection avec les arbres
guingois @ n sommets par l'application défini en 4.3.

COROLLAIRE 4.9 Les animaux dirigés d une source et n points sont codés avec les mots de longueur
n-1 du langage G défini par le systéme d'équations (6), soit encore avec les facteurs gauches de
longueur n-1 du langage de Motzkin. |

En conséquence on obtient une nouvelle preuve du dénombrement des animaux a une source
([GBV], [Pe]) et des animaux 2 une source de demi-largeur droite nulle. Ce sont les nombres my et gp
donnés par les formules (10) et (11).

Une autre conséquence de la construction du lemme 4.6 est de conduire & un algorithme

linéaire de construction d'un animal dirigé a partir d'un arbre guingois, ou d'un mot du langage G qui
le code.
Remarque. Lorsque on autorise dans un animal un pas diagonal, c'est-a-dire un pas Sud, on obtien
ce que l'on appelle animal sur réseau triangulaire. Cette famille d'animaux est en bijection avec une
cxtension des arbres guingois, dans laquelle un sommet point simple peut avoir soit un fils gauche
soit un fils droit, soit un fils médian. Par la méme démarche que ci-dessus, on montre que les
animaux 2 une source et n points sur réseau triangulaire sont alors codés par des mots de longueur n-]
d'un langage H dérivé du langage de Motzkin tricoloré M3, sur l'alphabet {x,%,a,b,c} et vérifiant,



- 97 -
H=¢e+aH+bH +cH + xKxH

(%) K
K

K, + K,aK

€+ cK; +aKibK; + aK;xKxK; "

S

et avec les mémes techniques que celles utilisées dans la paragraphe 3 on montre que les mots de H de
longueur n sont en bijection avec les facteurs gauches de Motzkin de longueur n, soit encore les
facteurs gauches de Dyck de longueur 2n+1.

S. Animaux dirigés et empilements

On a vu au paragraphe précédent une bijection entre les animaux dirigés a une source sur
réseau carré et les arbres guingois. Toutefois si l'arbre guingois T se décompose en T = © ®,
(T1,T2), les sous-arbres T et Ty ne correspondent généralement pas a des parties d'animal qui soient
elles-mémes des animaux. En fait on va montrer qu'elles correspondent & d'autres objets, les
empilements de dominos, eux-mémes en bijection avec les animaux.

Les empilements de dominos sont un cas particulier des empilements de pieces introduits par
X.G. Viennot (cf [Vi1] et [Vi3]) et utilisés par 'auteur dans un autre article sur les animaux ([Pe1]).
En voici un bref apergu, utilisant les notations introduites dans ce précédent article [Pe].

Considérons dans le plan TT les couples formés de deux points (1,j) et (i+1,j), que l'on
appellera dominos. Soit 8 un tel domino que l'on note § = <i,j>; l'entier i est son abscisse, l'entier j
sa hauteur ou niveau noté h(d) et le couple (i,i+1) sera appelé sa projection sur Z et noté 1(5).

Soit X (respectivement Zp) la famille des ensembles de (resp. n) dominos deux & deux disjoints
appel€s systémes de dominos. La figure 12 montre trois tels syst¢mes de dominos. Ces derniers sont
représentés par des couples de points dans des petits rectangles pour souligner leur non intersection.

Appellons déformation élémentaire toute transformation de T dans T qui laisse invariants
tous les dominos d'un systéme .8 a 'exception d'un seul qui subit une translation verticale telle qu'au
cours du mouvement il ne rencontre aucun domino de 8. Deux syst®mes de dominos .8 et &'
seront dits équivalents, si l'on passe de 4 a &' par une suite de déformations élémentaires.

On montre aisément ([Pe]) que dans chaque classe il y a deux éléments distingués uniques, a
une translation pres,

— l'empilement ou systtme qui minimise la somme, pour tous les dominos qu'il contient, des
différences de leur niveau avec le niveau du (ou des) domino(s) de niveau minimal,

— l'anti-empilement ou systéme qui minimise la somme, pour tous les dominos qu'il contient, des
différences du niveau du (ou des) domino(s) de niveau maximal avec leur niveau.

Plus visuellement, comme le.montre la figure 12, I'empilement consiste i faire tomber les
dominos verticalement sur un plancher, et l'anti-empilement 2 les "gonfler a I'hélium" afin qu'ils

aillent se "coller" au plafond, ou a inverser la gravité.
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Figure 12. Un systéme de dominos, l'empilement et l'anti-empilement associé.

Viennot [Vi3] a alors défini deux ordres sur les dominos d'un syst¢me, qui s'étendent
immédiatement, par passage au quotient, aux dominos d'un empilement,

— l'ordre de dominance : on dit que le domino & domine directement &' si ©(8) N 7(d'") #
I, h(8) > h(d") et si 87 est tel que 7(d) N (1) # &, et que n(81) Nw(8") # & avec h(§1) > h($")
alors h(d1) > h(d). L'ordre de dominance est la fermeture réflexive et transitive de cette relation notée
>4. Le systéme sera dit strict si<pour tout couple de dominos distincts & et &' tels que & >4 d'et T(d)
= 1(d"), il existe un domino &1 tel que & >g 61 >4 &' et n(81) # n(d).

— l'ordre canonique; c'est un ordre total défini par l'algorithme suivant. Soit 4 un systéme
de dominos, et & le domino maximal le plus & gauche (c'est-a-dire d'abscisse minimale). On le
numérote 1. En réitérant ce procédé pour le systtme &1=4\{J}, on obtient une numérotation
canonique, qui vérifie la propriété 5.1 suivante notée num(d) et telle que num (8) < num (8" si et
seulement si 8 domine &', sinon et &' sont incomparables par >4, et abscisse (d) < abscisse (d').

Un domino 6 de & sera dit maximal (respectivement minimal) si A ne contient aucun domino
qui domine (resp. n'est dominé par) 8. L'ensemble des dominos dominés par & sera noté dom(5).
Un systéme ou empilement n'ayant qu'un domino maximal sera appel€ pyramide. Enfin on appelle
demi-largeur gauche d'un systtme ou d'un empilement la différence entre 1'abscisse d'un élément
maximal d'abscisse minimale (c'est-a-dire le plus a gauche cCes éléments maximaux) et celle du
domino le plus & gauche. On définit symétriquement la demi-largeur droite.

La figure 13 montre un systeme de 24 dominos et leur numérotation - m
canonique. Les dominos maximaux, en noir , sont les dominos de [ F’

i+

numéros 1, 3, 7, 12 et 22, et les dominos minimaux sont ceux de

numéros 11, 21, 23, 24. Le domino 8 est 1'élément d'une sous-

e

pyramide constituée des dominos 8, 9, 10, 11, 17, 20 et 21 colorés

T 1
en gris. Le systéme des 24 dominos est de demi-largeur gauche ] @?EF'—
nulle et de demi-largeur droite 1. ]L | - ]

Les empilements de dominos sont en relation avec les : k
animaux par le théoréme suivant, illustré par la figure 15, QDD

Figure 13
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THEOREME 5.1 (Viennot [Vi3]). Les animaux @ k sources compactes @ n points sont en bijection
avec les empilements stricts ayant n dominos et dont les dominos maximaux en nombre k sont @
projections consécutives .

L'empilement obtenu est exactement 1'élément distingué appelé anti-empilement défini plus haut.
Cette bijection a deux conséquences importantes,

— a) on peut définir la numérotation canonique des points d'un animal comme étant la numérotation
canonique des dominos associés dans I'empilement correspondant.

— b) certains sous-ensembles de points d'un animal ne forment pas un animal en raison par exemple
de la non connexité, ils peuvent définir cependant un empilement qui est en bijection avec un animal.

Nous allons montrer directement que les empilements 2 une piéce maximale ou pyramides,
sont en bijection avec les arbres guingois, ou avec les mots du langage M2, en vérifiant qu'ils
satisfont une récurrence de méme structure. Pour cela, nous allons utiliser des opérations définies sur
les empilements, les opérations il_l,llo,lLH ll+2, en termes desquelles toute pyramide peut se
décomposer en pyramides plus petites, et ce de fagon unique. Ce sont des cas particuliers de
l'opération de m-superposition définie dans [Pe1] et [Pe3].

Intuitivement, 'opération de m-superposition de deux empilements &1 et 85 consiste a
"empiler" au dessus d'un systeéme & représentant 67, un systéme 8] représentant €1, l'entier m
fixant les positions horizontales relatives des 2 systemes. La figure 14 montre une 1-superposition.

Plus précisément, on appelle m-superposition de &1et 87 1'empilement &3 noté
83 =614, 8, défini de la maniére suivante:

soient deux systemes 48; et 8, représentants 61 et 83, 8, dont le domino maximal le plus
a gauche est d'abscisse aj et dont le niveau minimal est hy, et 8, dont le domino maximal le plus 2
gauche est d'abscisse aj et dont le niveau maximal est hy, et un entier relatif m, on définit

I'ensemble de dominos
A3 = 81U Ty a)+m, hy-hy-1 (82)

ou T'p q représente la translation de 1T de vecteur H==H \U/

(p,q)- 1 est clair que l'ensemble &5 est formé de p- é;;-:‘ 1{.1,0-,%]::]- 1

dominos 2 & 2 disjoints et que si B est équivalent a

J1et Boa T o alors l'ensemble T 3 calculé par le =Gt
méme procédé est équivalent a 83, L'empilement 63 = T lees

est défini par la classe de A&s. -
Figure 14. L'opération de m-superposition.

Généralement, cette opération est ambigué, toutefois on a le lemme suivant ([Pe1]),
LEMME 5.2 (dit lemme de simplification) .
Si 81 'U'm 83 = 82le 83 ou 83 llm 81= 83U'm 82 alors 81 = 82 s



Notations.

On appelle demi-pyramide  une

pyramide de demi-largeur droite nulle,

et demi-pyramide stricte une demi-

pyramide dont le domino de plus grand

numéro est d'abscisse égale a celle du

domino maximal le plus & droite des

dominos maximaux, et respectivement
E,P,F et T les ensembles
d'empilements, pyramides, demi-

A pyramides et demi-pyramides strictes
Figure 15. Un animal et 'empilement associé. non vides.

Les ensembles P, IF et T sont en bijection avec respectivement les animaux dirigés a une
source, les animaux 2 une source et de demi-largeur droite nulle, et enfin avec les animaux a une
source, de demi-largeur droite nulle et dont le demier point dans l'ordre canonique a méme abscisse
que la source.

On notera de plus par la lettre A un empilement réduit & un domino, ou un animal réduit a point.
Enfin on définit la m-superposition de deux ensembles d'empilements comme la réunion de toutes les
m-superpositions d'un empilement du premier sur un empilement du second.

On a alors la proposition suivante, dont la preuve, conséquence de l'ordre canonique et du lemme de
simplification, est laissée au lecteur (voir [Pes]).

PROPOSITION 5.3 Les ensembles P, et T vérifient le systéme d'égalités suivantes, ou les
réunions (notées +) sont disjointes et les produits de superposition non ambigus.

P= A+ AP +AlP + All_l(IFllzlPJ
(@0)<]F=T+TU_11F
l".ll‘ = A + AU_I(T UITJ + AU_I(T l(F 112'11‘))

A défaut de preuve, illustrons ces €galités par la pyramide de la figure 15 qui représente la
pyramide ® de 16 dominos. Elle se décompose en ® = A 1l,1 (F1 Uz ®1) avec le domino maximal
A égal a 1, la demi-pyramide & ; composée des dominos 2, 3 ,4, 5,6, 7, 8 et 9, et la pyramide
composée des dominos de 10 a 16. De méme J 1 se décompose en J 2 U-l JF 2, J 2 étant composée
des dominos de 3 4 8 et & 7 du dominos 9.

En comparant cette propriété de décombosition a la proposition 3.4 on est conduit a construire une
application @ de P dans 3 qui est une bijection et I'on peut énoncer le théoreme,

THEOREME 5.5 Les pyramides a n dominos sont en bijection avec les arbres guingois ayant n
sommets.

De plus, on vérifie aisément que dans cette bijection, le sommet de 1'arbre de numéro p a un
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fils gauche, si et seulement si le domino de la pyramide de numéro p dans l'ordre canonique domine
directement 2 droite le domino dont I'abscisse est inférieure dune unité, et ce sommet a un fils droit si
le domino de méme numéro domine directement le domino z d'abscisse supérieure d'une unité, et
que z ne soit dominé€ a droite par aucun domino.

6. Conclusion

A T'aide des opérations sur les empilements, nous avons pu définir des grammaires ou
systémes algébriques d'empilements, c'est-2-dire des systémes d'équations dans l'algebre des séries
formelles en variables munies de commutations. Ces systémes commencent 3 étre étudiés (cf [DK]).
La question d'établir une classification de ces grammaires analogue a celle des grammaires de langage
reste ouverte.

De plus, on peut définir dans l'espace 3 types de réseaux, le réseau cubique, cubique centré et
cubique alterné (cf [Pes]). A chacun de ces réseaux, l'auteur montre dans [Pe2] que 1'on peut
associer un arbre n-aire, (n =3, 4 ou 6), généralisant les arbres guingois et apportant ainsi a 1'étude
des animaux dans I'espace toute la richesse de l'algorithmique des arbres. Toutefois la caractérisation
des langages qui codent ces arbres reste un probléme ouvert.
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