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Un polyomino est une union de cellules élémentaires du plan, d'intérieur connexe, et définie a
translation pres. Il est dit convexe lorsque toutes ses intersections avec les lignes R x[j, j+1] et les
colonnes [i, i+1]XIR du plan sont aussi convexes (Fig.1).

Fig.1. Un polyomino et un polyomino convexe

Nous définissons certaines sous-classes de polyominos convexes: polyominos
rarallélogrammes, polyomincs tas, polyominos convexes dirigés. Cette derniére classe comprend
10tamment les deux précédentes (Fig.2).

Fig.2.
Polyomino parallélogramme Polyomino tas Polyomino convexe dirigé
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L'énumération de ces différentes classes suivant le périmétre, ou suivant la hauteur et la largeur
(c'est a dire le nombre de lignes et de colonnes), est connue et fournit des séries génératrices
algébriques. On les obtient notamment comme solutions d'équations algébriques, en employant la
méthodologie de Schiitzenberger, qui consiste & coder les objets que 1'on cherche a énumérer par les
mots d'un langage algébrique. Par exemple, le nombre de polyominos convexes de périmeétre 2n+8 est
(Delest et Viennot [8]):

2n
(2n+11)4" —4(2n+l)( J
n

Nous nous intéressons ici a I'énumération des polyominos convexes suivant un parametre
supplémentaire, & savoir I'aire du polyomino. On ne disposait jusque 12 que d'estimations asymptotiques
pour le nombre de polyominos convexes d'aire donnée (Bender [1], Klarner et Rivest [10]). Nous
abordons ce probléme par deux méthodes.

La premicre est un raffinement de la méthodologie de Schiitzenberger, introduit par Delest et
Fedou [7], et s'inspirant de la notion d'attribut sémantique. Cette méthode donne bien, 1 encore, un
systéme d'équations, mais ce sont des g-équations, que I'on ne sait pas systématiquement résoudre.
Elles fournissent toutefois certains développements intéressants pour les séries génératrices des
polyominos convexes dirigés et des polyominos convexes [2].

La seconde des méthodes que nous utilisons repose sur une bijection entre les polyominos
parallélogrammes et certains empilements de segments [2] [4]. La notion d'empilements de piéces,
formalisée par Viennot [11], est une illustration géométrique de la théorie des monoides partiellement
commutatifs développée par Cartier et Foata [5].
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Fig.3. Un empilement de segments-

-

I. METHODOLOGIE DE SCHUTZENBERGER

Dans sa version la plus simple, elle consiste a construire une bijection (ou codage) g entre les
objets que 1'on veut énumérer et les mots d'un langage algébrique &, de telle sorte que la taille d'un
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objet donné soit la longueur de son image par g. Si le langage & est engendré par une grammaire
algébrique non ambigué, la série génératrice formelle & des mots de 3, définie par
L= z w
weB
satisfait un systéme d'équations en variables non commutatives. Ceci permet d'écrire ensuite un systeme
d'équations algébriques, dont l'une des composantes de la solution est la série génératrice L des objets
étudiés.

Ceest un g-analogue de cette méthode que nous utilisons pour le dénombrement des polyominos
convexes. Ce raffinement a ét€ introduit par Delest et Fedou [7], et utilisé avec succes dans le cadre de
I'énumération des polyominos parallélogrammes suivant l'aire et la largeur . Nous prolongeons ce travail
en utilisant un codage plus général, défini par Delest [6] pour les polyominos verticalement convexes,
dont nous déduisons un systéme de g-équations aux différences finies, liant les séries génératrices des
polyominos parallélogrammes, convexes dirigés et convexes, comptés suivant la largeur, la hauteur et
l'aire [2] [3].

Proposition 1. Considérons le systéme suivant, dans lequel, pour toute série formelle S en x, y et q, on
note S pour S(x,y,q) et simplement S(xq) pour S(xq,y,q):

X(x)=2XL 4 s X(xq),
1-xq 1-xq

ta Xyq 1 y+X (1 xq Y

(=72 |4 X ),
Y1) ~xqy)  1-xq Y,

\ \ 2
(z 1 ) \% 1 2xq x’q’

Xyq y

Z |(x)=——""|1]| + VW |+ ——|1 1+x X Z. ((xq),

y [(x) 1-xq v+ X (1—xq)2 : , q lq 1 ( Q)
\23) 1) w2 Zs

on V=yY-2YL o w=y - 2¥9
1-xq 1-xq

11 existe une unique solution de ce systéme dont toutes les composantes sont des séries formelles
enx,yetq.Sionnote (X,Y,Y,, Z, Z,, Z,) cette solution, alors X (resp. Y, Z) est la série génératrice
des polyominos parallélogrammes (resp. convexes dirigés, convexes), comptés suivant la largeur, la
hauteur et l'aire, par x, y et q respectivement.



- 114 -

IL. POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES ET EMPII EMENTS DE SEGMENTS

Nous décrivons tout d'abord une bijection entre les polyominos parallélogrammes et certains
empilements de segments, appelés demi-pyramides.

L'intérét d'une telle bijection provient de l'existence d'un certain nombre de théorémes
d'inversion, qui permettent d'énumérer des familles particuliéres d'empilements. Nous en utilisons ici
deux: le premier est une généralisation de l'inversion de Mobius pour les monoides partiellement
commutatifs [5], et est dii & Viennot [11]. Il permet d'énumérer les empilements dont les pieces
maximales sont dans un ensemble JN, donné. Le second est nouveau et étend le précédent [2]. 11 fournit
la série génératrice des empilements dont les piéces maximales (resp. minimales) sont dans un ensemble
M, (resp. M,,) donné.

Fig.4. Bijection entre polyominos parall€logrammes et
demi-pyramides de segments

Nous retrouvons d'abord ainsi, en le précisant, le résultat de Delest et Fedou [7] [9] relatif 2
I'énumération des polyominos parallélogrammes.
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Fig.5. Décomposition d'un polyomino convexe
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En faisant ensuite des découpages adéquats des polyominos convexes dirigés et convexes
(Fig.5), nous démontrons qu'il suffit, pour les énumérer, de connaitre:

- d'une part la série génératrice des polyominos tas de hauteur donnée,

- d'autre part celle des polyominos parallélogrammes dont la hauteur de la premiere et/ou de la

derniére colonne est fixée.
Or, au travers de notre bijection, imposer les hauteurs des colonnes extrémales d'un polyomino

parallélogramme équivaut 2 fixer certaines conditions sur les pieéces maximales et minimales de
l'empilement de segments qui lui est associé. Les théorémes d'inversion dont nous disposons permettent

alors de résoudre ce premier probléme.
En ce qui concerne I'énumération des polyominos tas, nous démontrons le résultat suivant, dans

lequel on utilise les notations classiques de I'étude des séries hypergéométriques basiques.
Pourn 2 1:

(@), = (l—a)(l—-aq)...(l— aq“").

On convient par ailleurs que (2), = 1 pour n <0.

Lemme 2. La série génératrice des polyominos tas, comptés suivant la largeur (par x), la hauteur (pary),

et l'aire (par q) est:

T= EXYQ)

n21 q
o T, est un polyndme en x et q a coefficients entiers positifs, défini par la récurrence:
T, =1,

T,=1,et,pournz2,

T, =2T,, +(xq"" = 1)T,_,.
Nous parvenons finalement au résultat ci-dessous.
Proposition 3. Les valeurs des séries X(x,y,q), Y(x,y,q) et Z(x,y,q) énumérant respectivement les

polyominos parallélogrammes, convexes dirigés et convexes, comptés suivant la largeur (par x), la

hauteur (par'y), et l'aire (par q) sont:

N
p Ll
YN
R-N
Yega——

YN ]

(ni-l) o (n:l)
(=1)"x"q* "/ o ()
wee = Zs q) (yq) ' N_é (q):(;lq)., '
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R=y ¥ q g (—l)mq(z)

n22 q)n m=0 (q)m (y qm“ )n—m—l ’

TN T T
v xqm+1 m+1 F M Nnm+1 —m °n_
DI el 2N o) e,
xy" q xy"q"(T.)
et enfin B=
; i (x0),

Les polynémes T, sont définis dans le lemme ci-dessus.
Les N_ sont des polynomes en x, y et q définis par la récurrence:
No=0,

N,=1,et, pournz2,
Nn = (1 + y-— an-l)Nn—l - yNn—2
Les N@ sont aussi des polyndmes en x, y et q. Ils se déduisent des N, de la fagcon suivante:

N,=0 si _m<n,

N® =x’y" ' q""™N, . (xq“) si ta>n.

Remarque. Lorsque y vaut un, la valeur de la série X énumérant les polyominos parallélogrammes est
bien celle donnée par Delest, Fedou [7] [9]. Elle fait apparaitre de nouveaux g-analogues de fonctions de
Bessel.

Toujouré lorsque y vaut un, le numérateur de la série Y énumérant les polyominos convexes
dirigés est un g-analogue de la partie impaire d'une fonction de Bessel.

III. POLYOMINOS CONVEXES DE L ARGEUR DONNEE

Nous nous intéressons ici a la série génératrice des polyominos parallélogrammes, convexes
dirigés ou convexes de largeur donnée. Toutes ces séries sont des fractions rationnelles en y et q. En
utilisant une transformation des demi-pyramides de segments en arbres binaires, nous montrons la

proposition suivante, dans laquelle [ J désigne la partie enti¢re de 2
i i
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Proposition 4.
(i) La série génératrice des polyominos parallélogrammes, comptés suivant la largeur, la hauteur
et l'aire, par x, y et q respectivement s'écrit:

X(%y,9)=Y, x"yq" = X“(y’q)m ,

= -y

k=1

o X, est un polynéme de Z.[y,q].
De plus: X, (y,1)=1,

et, pour n 2 2, X, (y,1)=(1- y)g (lfj'l) niz y* —L(“;l)(“") :

(ii) La série génératrice des polyominos convexes dirigés, comptés suivant la largeur, la hauteur
et l'aire, par x, y et q respectivemeni s'écrit:

Y, (v,
Y(xy.q)= Y xyq e (-9 _ =
n21 (1 —y qk )lTJ"’

on Y, est un polynéme de Z.[y,q).

De plus: Y, (y,1)=(1- y)g 7] nz-l y* (“;‘ )2 :

(iii) La série génératrice des polyominos convexes, comptés suivant la largeur, la hauteur et
l'aire, par x, y et q respectivement s'écrit:

Z(xy.9)=2, x"yq"
i H(l‘qu)TJ 2 (1-yq")

k=1
o Z, est un polynéme de Z.[y,q].
_ a2 _
veplis: 2, () ==yl Sy RO )]
k=0

Lorsqu'on se contente d'une énumération des polyominos suivant l'aire, c'est a dire lorsque y
7aut un, on obtient, en exploitant directement les formules de la proposition 3, une description beaucoup
lus simple du dénominateur de la série génératrice des polyominos (parallélogrammes, convexes dirigés
»u convexes) de largeur donnée. “

Notations. On désigne par [n]! le g-analogue usuel de n!, soit (q), / (1-q)".

~orsque n < 0, on convient que [n]! = 1.
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Proposition 3.
(i) La série génératrice des polyominos parallélogrammes, comptés suivant la largeur (par x) et
l'aire (par q) s'écrit:

~

Xla)= 3 ¢ 0 i

on X_ est élément de 2[q).

(ii) La série génératrice des polyominos convexes dirigés, comptés suivant la largeur (par x) et
l'aire (par q) s'écrit:

A

Y(a)= 3, X0

on Y, est élément de 21q].

(iii) La série génératrice des polyominos convexes, comptés suivant la largeur (par x) et l'aire
(par q) s'écrit:

Z,
Z(x1a)= 2 X" 4" ey

on Z_ est élément de ZId].

Nous ne disposons pas d'une formule explicite pour les numérateurs X,,, Y, et Z,, mais nous
avons pu, grice au logiciel de calcul formel MAPLE, évaluer les premiers d'entre eux. Les résultats
obtenus sont remarquables: nous conjecturons, au vu de ces premieres valeurs, que ces polyndmes sont

unimodaux et A coefficients entiers positifs, et que les polyndmes X, sont symétriques.

Exemples. Les premires valeurs des polynomes 5(“ sont:

=1+3q+8q +17q° +30q* +45q° + 58q° + 66q” +66q° + 58q° +45¢'° +30q"
+17q" +8q"” +3q* +q" .
Les premiéres valeurs des polyndmes ?n sont:

1,

)-<> __.)-<)‘
I

1+q,

-1+3q+3q +2q°+q*,

¥, =1+5q+9q> +14q* +18q* +17¢° +13q° +7¢" +3¢* +¢’,

¥, =1+7q+17q% +37¢* +70q" +109¢° +147q° +173q” +180q" + 165q° +133q"° +

94q" +57q'2 +29q"* +129" +4q"° +q'



- 119 -

Les premieres valeurs des polyndmes Zn sont:

=1,

N>
I

A

Z,=1+2q+q?,
Z,=1+6q+12¢* +12q° +7q* +2q°,
Z, =1+11q+43q> +95q° +150q"* +186q° +181q° +137q” +79¢" + 33q” +10q"° +2q" .
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