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INTRODUCnON

Un polyomino est une union de cellules 6l6mentaires du plan, d'int6rieur connexe, et definie ^
translation pr^s. II est dit convexe lorsque toutes ses intersections avec les lignes lRx[j, j+1] et les
colonnes [i, i+l]x]R du plan sont aussi convexes (Fig. l).
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Fig. 1. Un polyomino et un polyomino convexe

Nous d6finissons certaines sous-classes de polyominos convexes: polyominos
.larallelogrammes, polyominos tas, polyominos convexes diriges. Cette demiere classe comprend
lotamment les deux precedentes (Fig. 2).
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Polyomino parallelogramme
Fig. 2.

Polyomino tas Polyomino convexe dirige
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L'6num6ration de ces diff^rentes classes suivant Ie p6rimetre, ou suivant la hauteur et la largeur
(c'est ^ dire Ie nombre de lignes et de colonnes), est connue et foumit des s6ries g6n6ratrices
alg6briques. On les obdent notamment coinme solutions d'6quadons alg^briques, en employant la
m6thodologie de Schiitzenberger, qui consiste ^ coder les objets que 1'on cherche ̂  6num6rer par les
mots d'un langage algSbrique. Par exemple. Ie nombre de polyominos convexes de p6rim6tre 2n+8 est
(DelestetViennot[8]):

(2n^
(2n+11)4"-4(2n+1)1

. n.
Nous nous int^ressons ici ̂  l'enum6ration des polyominos convexes suivant un param^tre

suppl^mentaire, ^ savoir 1'au'e du polyomino. On ne disposaitjusque 1^ que d'esdmations asymptodques
pour Ie nombre de polyominos convexes d'aire donn6e (Bender [I], Klamer et Rivest [10]). Nous
abordons ce probl^me par deux mfthodes.

La premi&re est un raffinement de la mCthodologie de Schiitzenberger, introduit par Delest et
Fedou [7], et s'inspirant de la notion d'attribut s^mantique. Cette methode donne bien, 1^ encore, un
systfeme d'^quations, mais ce sont des q-6quations, que 1'on ne sait pas systematiquement resoudre.
EUes fournissent toutefois certains ddveloppements int^ressants pour les series g6n6ratrices des
polyominos convexes dmg6s et des polyominos convexes [2].

La seconde des m^thodes que nous utilisons repose sur une bijection entre les polyominos
parall61ogrammes et certains empilements de segments [2] [4]. La nodon d'enyilements de pieces,
formalis^e par Viennot [11], est une illustradon g6om6trique de la th6orie des monoides partiellement
commutatifs dCveloppee par Cartier et Foata [5].
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Fig.3. Un empilement de segments-

I. METHODOLOGIE DE SCHUTZENBERGER

Dans sa version la plus simple, elle consiste ̂  construirc une bijection (ou codage) g entre les
objets que 1'on veut Cnumerer et les mots d'un langage alg^brique S>, de telle sorte que la taille d'un
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objet donn6 soit la longueur de son image par g. Si Ie langage 3S est engendre par une grammaire
algebrique non ambigue, la serie generatrice formelle 33 des mots de 3S, definie par

35= £w
we33

sadsfait un syst^me d'^quations en variables non commutatives. Ceci pennet d'^crirc ensuite un systfeme
d'equations alg^briques, dont 1'une des composantes de la solution est la serie generatrice L des objets
6tudi6s.

C est un q-analogue de cette methode que nous utilisons pour Ie d^nombrement des polyominos
convexes. Ce raffinement a  te introduit par Delest et Fedou [7], et utilise avec succes dans Ie cadre de
I'^numeration des polyominos parallelogrammes suivant 1'aire et la largeur. Nous prolongeons ce travaU
en utilisant un codage plus general, defini par Delest [6] pour les polyominos verticalement convexes,
dont nous deduisons un systeme de q-6quations awe differences finies, liant les series generatrices des
polyominos paraU61ogrammes, convexes diriges et convexes, comptes suivant la largeur, la hauteur et
1'aire [2] [3].

Proposition 1. Considerons Ie syst^me suivant, dans lequel, pour toute serieformelle S en x, y et q, on
note S pour S(x, y,q) er simplement S(vx\)pour S(xq, y,q);

x<x)=^a:+^X(xq),
1-xq 1-xq

^)=-xyq_fl 1 + ^±2£ P xq1
,Yjm=r^tl J + t^q [l 1-J[Y, |(xq),

(z^

z,

w
(x)=^7

1-xq

a^

llj
y+X

'V2
vw

w2
(1-xq)2

'1 2xq x2q2 "|
1 1+xq xq
1 1

fz}

z,

lz,J

(xq),

oil V=Y-^yq-, r w=Y, -^yq-
1-xq 1-xq

// existe une unique solution de ce syst^me dont toutes les composantes sont des series formelles
en x, y et q. Si on note (X, Y, Y,, Z, Z;, Z3) cerre solution, alors X (resp. Y, Z^ est la s6rie generatrice
des polyominos parallelogrammes (resp. convexes diriges, convexes), comptes suivant la largeur, la
hauteur et I'aire, par x, yet q respectivement.
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H. POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES ET EMPILEMENTS DE SEGMENTS

Nous decrivons tout d'abord une bijection entre les polyominos parall^logrammes et certains
empilements de segments, appeles demi-pyramides.

L'int^ret d'une telle bijection provient de 1'existence d'un certain nombre de th^or^mes
d'inversion, qui pemiettent d'enumerer des families particulieres d'empilements. Nous en utilisons ici
deux: Ie premier est une generalisation de 1'inversion de Mobius pour les monoi'des partiellement
commutatifs [5], et est du a Viennot [11]. II pennet d'enumerer les empilements dont les pieces
maximales sont dans un ensemble <Hl donne. Le second est nouveau et etend Ie precedent [2]. D foumit
la serie generatrice des empilements dont les pieces maximales (resp. minimales) sont dans un ensemble
CJTli (resp. ^2) donne.

Fig.4. Bijection entre polyominos parallelogrammes et
demi-pyramides de segments

Nous retrouvons d'abord ainsi, en Ie precisant. Ie resultat de Delest et Fedou [7] [9] relatif a
l'6numeradon des polyominos parallelogrammes.

..
-^-

A| A A

>*W>W<T*T<W<>T*T«T*r*r*'r*WiTiW*T*T*'

Fig. 5. Decomposition d'un polyoinino convexe
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En faisant ensuite des d^coupages addquats des polyominos convexes dirig6s et convexes
(Fig. 5), nous d6montrons qu'il suffit, pour les 6num6rer, de connaitrc:

- d'une part la s^rie generatnce des polyominos tas de hauteur donn6e,
- d'autre part celle des polyominos parallelogrammes dont la hauteur de la premiere et/ou de la

demiere colonne est fixee.

Or, au travers de notre bijecdon, imposer les hauteurs des colonnes extremales d'un polyomino
parallelogramme 6quivaut ^ fixer certaines conditions sur les pieces maximales et minimales de
1'empilement de segments qui lui est associe. Les thdoremes d'inversion dont nous disposons permettent
alors de r^soudre ce premier probleme.

En ce qui conceme 1'enumerarion des polyominos tas, nous demontrons Ie resultat suivant, dans
lequel on utilise les notations classiques de l'6mde des series hyperg6om6triques basiques.
Pour nS 1:

(a)^=(l-a)(l-aq)... (l-aq-1).
On convient par ailleurs que (a)^ = 1 pour n < 0.

Lemme 2. La serie gen^ratrice des polyominos tas, comptes suivant la largeur (par x), la hauteur (pary),
et I'aire (par q) est:

xyn q"T^
L-^-(xqT- '

od T» e5? unpolyn6me enxetqd coffficients entierspositifs, d^inipar la recwrrence:
TO=I,
TI .=l, et, pourn>2,

Tn=2T^+(xq"-l-l)T^.

Nous parvenons finalement au r6sultat ci-dessous.

Proposition 3. Les valeurs des series X(x, y,q), Y(x, y,q) et Z(x, y, q) enumerant respectivement les
polyominos parallelogrammes, convexes diriges et convexes, comptes suivant la largeur (par x;, la
hauteur (par y), et I'aire (par q^ sont:

/s

,N
x=-y^.

avec

Y=y
R-N

N

(R-N)V
z=2y-T--

N=S
fTI

" ^"^12

nSO

(-l)"xnq^
(q)n(yq)n '

2yM-B,

rn+i^i

N-Y(-l)nxnql2;
^ (q)n-i(yq)n
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R=y£
n22

xnq"
(><

n-2

m=0

fm:21 1
(-l)mq12

((l). (^"1).-.-,
/J

, m+l Am^'Im+l

'\2-. '"1 -1SiT
T_T.jn+1^M=»LV^ (^q): .

et enfin B=£
n21

xy"qn (Tj2
(xq)^(xq)^

Les polynomes T^ sont d^finis dans Ie lemme ci-dessus.
Les N^ sont des potynomes en x, y ef q d^finis par la r6currence:

NO=O,

NI =l, et, pourn>. 2,

N^=(l+y-xq"-l)N^-yN^.
Les N^, sont aussi des polynomes en x, y et q. Ils se dMuisent des N^ de lafagon suivante:

N^, = 0 5(" . m <n,

N:=-xy"-lq",
N;=x2yn-lq-+mN^(xqn ) si m>n.

Remarque. Lorsque y vaut un, la valeur de la sdrie X 6num6rant les polyominos parall^logrammes est
bien celle donn6e par Delest, Fedou [7] [9]. Elle fait apparattre de nouveaux q-analogues de foncdons de
Bessel.

Toujours lorsque y vaut un, Ie num^rateur de la s ne Y 6num6rant les polyominos convexes
dirig^s est un q-analogue de la partie unpaire d'une foncdon de Bessel.

m. POLYOMINOS CONVEXES DE LARGEUR DONNEE

Nous nous interessons ici ̂  la serie g6neratrice des polyominos parallelogrammes, convexes
diriges ou convexes de largeur donnee. Toutes ces series sont des fractions rationnelles en y et q. En
utilisant une transformation des demi-pyramides de segments en arbres binaires, nous montrons la

proposidon suivante, dans laquelle | - | designe la parde entiere de ̂ -.
U i



117 -

Proposition 4.

(i) La s6rie g6n6ratrice despolyomirwsparalUlogrammes, comptes suivant la largeur, la hauteur
et I'aire, par x, y er q respectivement s'ecrit:

X(x. y, q)=Sx"yq»^x"(y'q)^, ,
021 n(i-yqk )LiJ

oil X^ est unpolynome de Z [y, q].
De plus: X, (y, l)=l,

et, pour n > 2, X^ (y, l) = (l - y),| fcj-1) g y^(";i)(^) .
k=0 n~

(ii) La s6rie g6n6ratrice des polyominos convexes dirig^s, convpt6s suivant la largeur, la hauieur
et I'aire, par x, y er q respectivemem s'ecrit:

Y(x, y, q)=Sx"yqn ^Yn(y'qL|., .
^ n(i-yqk pJ+l

oil Yn est unpolynome de 2 [y, q].

De plus: ¥" (y, l) = (1 - y)S IIT1J g yk (n;1)2 .

(iii) La serie gen6ratrice des polyominos convexes, comptes suivant la largeur, la hauteur et
I'aire, par x, yetq respectivement s'ecrit:

l.-cn"an . zn (y'q)
x~y(i"^r

n21
Z(x, y,q)=Sxnyq"^^-±t^1-- ,

n(l-yqk )^+2 (i-yqn)
k=l

9d Z^ CT? unpolynome de Z [y, q].

Oe plus: ^ (y, l) = (1 - y)S l"i2J ̂  / fn (l+k)-2k(^) - 2n(^)(n;l)'| .
k=0 L n

Lorsqu'on se contente d'une enumeration des polyominos suivant 1'aire, c'est a dire lorsque y
/aut un, on obtient, en exploitant directement les formules de la proposidon 3, une descripdon beaucoup
)lus simple du denominateur de la serie generatrice des polyominos (parallelogrammes, convexes diriges
>u convexes) de largeur donnee.

rotations. On designe par [n]! 1c q-analogue usuel de n!, soit (q)^/(l - q)n.
.orsque n < 0, on convient que [n]! = 1.
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Prooosition 5.

(i) La s6rie generatrice despolyominosparalUlogrammes, compt&s suivant la largeur (par x) et
I'aire (par q) s'^crit:

x<x'l-q)=£x'q'(A):-
oil X^ est element de Z[q].

(ii) La s6rie gen6ratrice des polyominos convexes diriges, comptes suivant la largeur (par x) et
I'aire (par q) s'6crit:

Y(x'l-q)=sx 'q'(A:-
oil \ est element de Z[q].

(iii) La s6rie g6n6ratrice des polyominos convexes, comptes suivant la largeur (par \) et laire
(par (\) s'^crit:

z(x-l'q)=£x'q"[n-2]. ^,, «).-
od Z^ est element de ZW.

^ A ^

Nous ne disposons pas d'une formule explicite pour les num6rateurs X^, ¥" et Z^, mais nous
avons pu, grace au logiciel de calcul formel MAPLE, evaluer les premiers d'entre eux. Les resultats
obtenus sont remarquables: nous conjecturons, au vu de ces premieres valeurs, que ces polyn6mes sont
unimodaux et ̂  coefficients enriers positifs, et que les polynomes Xn sont sym^triques.

/a,

Exemples. Les premieres valeurs des polynomes X^ sont:

X, =l,

X^l,
X3=l+q+q2 +q3,

X4=l+2q+4q2 +6q3 +7q4 +6q5 +4q6 +2q7 +q8,

X, = l+3q+ 8q2 + 17q3 + 30q4 + 45q5 + 58q6 + 66q7 + 66q8 + 58q9 + 45q1 0 
+ 30qn

+17ql2+8ql3+3ql4+q15.

Les premieres valeurs des polynomes ¥" sont:
^

Yl=l.
Y, =l+q,
Y3=l+3q+3q2 +2q3 +q4,

Y4=l+5q+9q2 +14q3 +18q4 +17q5 +13q6 +7q7 +3q!!+q9,

Y, = l+7q + 17q2 + 37q3 + 70q4 + 109q5 + 147q6 + 173q7 + 180q8 + 165q9 + 133q1 0 +

94qn + 57q1 2 
+ 29q1 3 

+ 12q1 4 
+ 4q1 5 

+ q1 6.
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Les premieres valeurs des polynomes Z sont:
A

Z, =l,
Z;=l+2q+q2,

Z3 =1 + 6q + 12q2 + 12q3 + 7q4 + 2q5,

Z4=l+llq+43q2 +95q3 +150q4 +186q5 +181q<>+137q7 +79q!!+33q9 +10qlo+2q1 1.
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