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Abstract

We introduce in this paper a new method for studying noidinear control systems
behaviour through polynomial approximation in a graphical framework. In our
implementation which is done in the Scmtchpad programming language, we use
the Bezier representation in order to have an interactive input modification on one
hand and an efficient output drawing in displaying the system behaviour on the
other hand.

1 Series generatrices

Nous presentons ici un precede original pour etudier graphiquement Ie comportement
entree / sortie des systemes analytiques par des approximations polynomiales.
Nous etudions les systemes dynamiques analytiques de la forme:

(5)
q{t) = i: az(t)A, {q)

2 ^

[ y{t) = h(q(t))

ou Z = {zo, Zi,..., Zm} est un alphabet, q appartient a la variete analytique relle Q de
dimension TV, Az est un champ de vecteurs analytique sur Q, az est une application reelle
continue sur ̂ ?+ (a^g = 1), I'ol ;ervation h est une application analytique de Q dans SV.
Du point de vue de 1'utilisateur, un systeme dynamique est une boite noire qui prend en
entree des signaux parametres par Ie temps et qui fournit en sortie des signaux du meme
type.
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La sortie d'un tel systeme pour une entree a est donnee par la fonnule fondamentale
de Fliess que nous ecrivons sous la forme:

yW = E (A. o h\ ^ s,
'.

w

avec

!:

u»e^

8a.W = .<

si w -= e

|/;(/;(. «)^(r) ,. 10 = VZ

Elle est done entierement caracterisee par sa serie generatrice, qui est une serie formelle
en variables non commutatives:

ah\, = E (Aw ° ^)i<
u>6Z*

w

Le but de ce travail est de simuler graphiquement Ie comportement entree/sortie des series
generat rices polynomiales.

2 Evaluation

Soit Z = {.z'o^i; .. ^.z'p} un alphabet que nous appelohs alphauet de codage. Soit A une
R-algebre engendree par p operateurs d'integr-tion Jo, J^,..., Jp. Les operateurs Jk sont
definls comme suit:

\/f:R-^R Jk(f} = /; ^(r)/(r)^
'0

ou les afc sont des fonctions de R dans R.
Nous decidons de coder chaque operateur Jfc par une lettre Zf, de Z.
Tout polynome P deR< Z > devient un codage d'un operateur d'integration defini par
combinaison des Jfc: Ie produit de deux lettres engendre une composition, la somme reste
une somme de termes.
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Exemple 2.1 :
SoitZ={zo, zi}
Soit P=z^+ 2zi + 3
P code I'operateur d'integration Jp tel que :

Jp=JooJo+ 2Ji + 3

On obtient pour deux entrees OQ et ai :

Jp(/) = ^ ao(r) ^T ao(a)f(a)d^ dr+2 jt Oi(r)/(r)rfr + 3/(<)

Pour faciliter la programmation, nous avons introduit la transformation d'evaluation
qui associe a toute serie generatrice la sortie correspondante pour une entree donnee.

2. 1 Evaluation des inots

L evaluation d'un mot w de Z* par rapport au noyau fpour 1'entree a est 1'integrale iteree
definie par recurence sur la longueur de zu par:

W;w){t)=
w

W;v){r)d^{r)
0

Sl W = £

Sl W = VZ

En particulier, lorsque / est la fonction unite 1, nous retrouvons 1'integrale iteree f S,
associee au mot w que nous notons £a(w)(t).

w

2. 2 Evaluation des polynomes

Nous appelons evaluation du polynome Pdeff< < Z > {K = JR ou(F) par rapport
noyau / pour 1'entree a la fonctionnelle:

W;P)= E <P\w>£^f, zo)
wCsupp(P)

En particulier, pour f=l, 1'evaluation deP deJ< < Z> pour a est la fonction
^(P)=<?a(l, P)

au

3 Le siinulateur

Les travaux de Fliess et Sussman [Fliess 75, Fliess 76, Fliess 81, Sussman] ont montre qu'on
peut approcher uniformement Ie comportement entree/sortie des systemes analytiques par
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des systemes bilineaires (i. e. de serie generatrice rationnelle), et meme polynomiaux (i. e.
de serie generatrice finie).
En particulier, on peut approcher Ie comportement entree/sortie d'un systeme de s^rie
generatrice 5, par des polynomes gk obtenus en tronquant ^ a un ordre k donne.

Vw   Z* 9k= ^ <9\w> .
\w\<k

w

Nous nous attachons dans Ie present travail a simuler Ie comportement entree/sortie des
series generatrices finies pour des entrees polynomiales. Le calcul de la sortie peut se faire
exactement, et nous 1'avons implante dans Ie cadre d'une representation des entries et
des sorties par des polygones de Bezier (On trouve en annexe une description technique
de la representation Bezier).
Cette technique presente trois avantages principaux:

. On peut approximer uniformement une serie quelconque sur tout 1'intervalle de
temps considere,

. les calculs sont simples et rapides,

. Ie calcul des points de controle etant peu couteux, il permettra de mieux exploiter
1'interactivite.

4 Implant at ion

Pour implanter 1'evaluation comme la simulation graphique, nous avons utilise Ie langage
de calcul formel Scratchpad .

4. 1 Generlcite en scratchpad

L'idee de la genericite est de permettre de parametrer des fonctions non seulement par
des variables, mais egalement par Ie type de celles-ci.
Par exemple, 1'algorithme utilise pour efTectuer 1'operation a*b sera determine en fonction
du type de a et b. a et b seront indifFeremment des entiers, des rationnels, des matrices,

Cette notion de genericite s'etend aux types. Par exemple, Ie type matrice prend en
parametre Ie type de ses elements: Ie meme domaine Scratchpad permet de creer des
matrices d'entiers, de complexes, etc.
Cette notion tres forte permet d'appliquer les algorithmes a des classes les plus etendues
possibles de variables.



125 -

4. 2 Representation recursive des polynomes

Scratchpad permet une representation recursive des donnees [Oussous & Petitot]. Cela
signifie par exemple qu'un polynome a deux variables x et y sera traite comme un
polynome en x dont les coefficients sont des polynomes en y.
Cette technique est particulierement bien adaptee a 1'implantation des polynomes non
commutatifs. Rappelons la definition du residuel d'un mot:

V Sl W = ZV

w > z =

0 sznon

Nous pouvons utiliser directement Ie lemme de reconstruction:
Soit P ^1R<Z >

P=Po+E^(P >z)
z ^

En memoire, la representation d'un polynome non commutatif sera la liste de ses residuels
par les elements de Z. Chaque element etant lui meme un polynome non commutatif, on
pourra reiterer Ie processus.

Exemple 4.1 :
Soit Z = {ZQ, 2-1 }
Soit P =\-\-z^-\- Izoz-i + 2120 + -z'l

=l+zo(zo+2zi)+z^l+zo)
P est represente par la liste:

(1, (2-0, -P >-?o), (^l, P > 2-l))
avec

P >^o=(^o, l), (^, 2))
P >^i= (1, (^, 1))

4. 3 Evaluation des polynoines en scratchpad

Nous utilisons directement Ie lemme de reconstruction:
Soit

p = po+ E z(p >z}
z&Z

Alors

^)=-Po+E%;P >z)
2£Z

avec

rt
^ = / a^(r)dT

Nous avons ici un procede totalement recursif de calcul des integrales iterees.
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4. 4 Evaluation pour Ie slmulateur

Lors de 1'implantation en Scratchpad , Ie principe de genericite decrit plus haut permet
1'evaluation d'un type quelconque de polynomes pourvu que les operateurs de produit, de
somme et d'integration soient definis.
Pour ce qui nous concerne, les entrees et sorties du systeme sent decrites par des courbes
Bezier dont la representation interne cst un polygonc (voir annexe).
Le systeme dynamique re^oit une liste de points de 1'espace. Chaque entree azi est la
liste des coordonnees des points de controle P, sur un axe donne. Cette liste est la
representation interne d'un polynome dans la base de Bernstein (voir annexe). Les sorties
sont du meme type.
Les lettres z, de 1'alphabet de codage representent les operateurs d'integration J, qui
travaillent dans la base de Bernstein (voir annexe). De tels integrateurs, tres rapldes,
donnent au simulateur tout son interet: un temps d'execution tres court entre la donn^e
des entrees et 1'afSchage de la sortie.
A titre indicatif, pour des entrees et une serie polynomiale de degre inferieur ̂ , 6, les temps
de reponse (trace compris) restent de 1'ordre de 10 secondes.

5 Conclusion

Le simulateur apporte un progres reel pour 1'etude du comportement des systemes dy-
namiques: les entrees sont facllement exprimees sous leur forme symbolique et seront
plus tard modifiables de maniere interactive par manipulation des points de controle. Les
sorties dont 1'image graphique est obtemie tres rapidement, donnent une premiere id^e
presque indispensable du comportement du systeme.
L'etude des approximations polynomiales s'est par consequent averee tout a fait satis-
faisante, aussi nous envisageons d'etendre Ie developpement du simulateur a des classes
plus etendues de systemes dynamiques et d'entrees qu'on pourra representer par des
courbes rationnelles [Fiorot & Jeannin] ou des splines [Sabloniere] .
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Annexe

La representation Bezier

L'outil mathematique necessaire au trace des courbes Bezier est la base de Bernstein
[Fiorot].

Definition 5. 1 Soit Pnl'espace des polynomes de degre inferieur ou egal a n.

Soit B.n(()= ( " ] f(l - t)n-i avec (n }= ̂ -^'* v'u/- \ { ]~^ "' --^ ^ y t'!(n-?)!
alors I'ensemble des B,"(<) (   {0, 1, .., n} e.?< une base de Pn.
11 est appele Base de Bernstein.

produit de deux polynomes

La multiplication de deux polynomes Pi et Pz respectivement exprimes dans les bases
de Bernstein de degre m et n donnera un polynome exprime dans la base de degre n+m
[Farouki fe Rajan]:
Soit

P, (t)=^a. Bm{t)
i=0

p2 (<)=E6.A"(<)
t=0

Alors

n+m

Pi{tWW = ^ c, B."+m(<)
«'=0

avec

m

min(k, m)

Cfc = I./
j=max(0, k-n)

m

k-j
m + n

k

-Qjbk-j

integration des polynomes

L'integration d'un polynome exprime dans la base de Bernstein de degre n donne un
resultat dans la base de degre n+1 par la formule suivante:
Soit

P(f)=^a, B.n(()
i=0
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alors

n+1

lp(<)=E<7a^. "+l(<)

avec

aao = 0

aak = ~~~ak-\ + (Tdfc-l
n

^. [l,.., n+l]

Courbes polynomiales et polygones Bezier

Les courbes polynomiales qui nous interessent sont donnees sous la forme de m polynomes
en la variable (. II faut alors les exprimer dans une meme base de Bernstein: celle du
degre Ie plus eleve. On peut ensuite exprimer la coiirbe sous forme d'un seul polynome a
coefEcients dans SVn.

Nous obtenons finalement 1'expression d'une courbe Bezier dans 1'espace JRn:

Bn{Q, t)=^B^)Q, Q. ^Km
»=0

La courbe B»(f) est appelee la courbe associee au polygone BezievQ = {Qo, Q^..., Q^}
Les Qi sont appeles les points de controle de la courbe.

Trace de la courbe

Algorithme de De Casteljau

Le but de cet algorithme est de retrouver la valeur du polynome P(t) au temps to a partir
de son polygone Bezier [De Casteljau].
Soitt^ = {Qo, Qi,..., Qn} Ie polygone associe a P(t):

pour i = 0 an posons Qw(to) == Q,
pour j = 1 an faire

pour i == 0 a n-j faire
Qu\to) = (1 - <o)^~l)(<o) 4- <oQ.(i-tl)(<o)

resultat : P(<o) = Q;n)(fo)

AIgorithme de subdivision

Get algorithme est efFectivement utilise pour Ie calcul des points de la courbe [Fiorot,
Fiorot & Jeannin].
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Considerons la courbe Bn(t) associee au polygone(^ = {QoT.., Qn}- Calculons sa valeur

en <o = i par 1'algorithme de De Casteljau. On montre [Lane & Riesenfeld] que les
deux parties de la courbe correspondant respectivement af   [0, ^]et < 6 [j, 1] sent
decrites par les deux courbes Bi(f) et B^t) respectivement associees aux polygones
Qi = {QS>\Q^\..., QW}^2 = {^n), Oin -l),..., ^}oulesQ. O')sontles points obtenus

lors des calculs intermediaires. Remarquons que ces points, lorsque <o = j se calculent
simplement:

)(.»-!) O-i)
, y) 

_ 

Qrl )+Q^J
^ = -2~

On peut alors iterer Ie processus sur (^i et (^2 et ainsi jusqu'a obtenir une definition
suffisante de 1'image.

Q
(D

Q
(D

figure 1

La figure 1 montre une etape de 1'algorithme de subdivision sur une courbe Bezier
associee a un polygone de 4 points. La figure 2 nous donne les deux polygones
Q, = {Po. P^P^Ps} et(?2 = {Qo^Qi. Q^Qs} obtenus.

figure 2
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Les trois courbes, fournies par Ie simulateur, decrivent les sorties du systeme suivant:
y=u+y2
y(o) = 0"

L expression de y devient:

y = / udr+ I t/2(r)c?r
'0 JQ

Ce qui revient a coder notre serie sous la forme:

S=zi+ SW2zo

Nous tronquons 5 a un ordre quelconque: Ie calcul du produit de melange a une complexite
exponentielle, aussi les valeurs de S sont tres vite incalculables.
Le graphique represente les trois sorties pour:

Sl = -2-1
S2= Zi+ Z^ZQ
.S'3 = .Z'l + S^ ZQ

et pour 1'entree u = 1




