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1. Introduction.

La décomposition moléculaire et le théoreme de Yeh (voir [Yeh]) font que les es-
séces virtuelles constituent un anneau de séries formelles A une infinité de variables
Z[[4]], ot A4 est 'ensemble des espéces atomiques. Nous verrons comment un logiciel de

:alcul symbolique tel Maple peut nous aider a résoudre quelques problémes se situant
lans le contexte de cet anneau Z[[4]] et dans le sous-anneau Z[[E]] ol E est formé des es-

»eces moléculaires de type Ensemble : Eg, Eq, E, ... etc.

La premiere partie de 'exposé décrit deux approches utilisées en Maple pour trouver
les solutions a des équations différentielles combinatoires du type Y'=F(X,Y) avec condi-
ions initiales, ott Ye Z[[4]], Ye Z[[E]] ou Ye N[[4]]. On trouve en outre que 1'équation
"=1+Y?2; Y(0)=0 dont la solution en especes linéaires est bien connue [LV], n'a pas de so-
ution en espéces ordinaires (c.-a-d. dans N[[A]]). Elle en a cependant une infinité non
1énombrable dans Z[[4]] (voir [GL2], [CL]).

Un autre probleéme résolu grace a I'utilisation du calcul symbolique est la transposi-
ion dans le cadre des especes virtuelles 2 deux sortes de la conjecture Jacobienne. La
Juestion est la suivante: si un vecteur d’especes virtuelles F(X,Y)=(F1(X,Y), Fy(X,Y)) est

el que F et F; sont polynomiales et que (9F,/9X)(dF,/dY)-(dF,/dX)(dF, /oY) =1, est-ce que
'inverse F<-1> est polyn6émial? L'inverse est calculé a l'aide de l'opérateur de différence
\r introduit par André Joyal et Gilbert Labelle [GL1], [AJ3], [GL3]. Maple nous a évité de
ongs calculs pour trouver un contre-exemple a ce problénfe.

Finalement, un troisime champ dans lequel Maple s'avére d'une aide appréciable
st la manipulation de structuvres et d'especes moléculaires. Nous avons développé une
néthode pour représenter les structures moléculaires dans l'environnement Maple.
“ette méthode est basée sur le fait que toute espece moléculaire M sur n points peut étre
rue comme I'ensemble des classes latérales de S,/H od H est le stabilisateur d'une quel-

‘onque M-structure.
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Une utilité de ces programmes est de comparer deux especes moléculaires A partir
des structures qui les engendrent. On peut par exemple vérifier si une espéce moléculaire
dont les structures sont des graphes est isomorphe 2 une espéce définie au moyen de
classes latérales dans Sy. Ces outils peuvent donc étre utilisés pour étendre la table [JL.2]
des espéces moléculaires sur les petites cardinalités. On trouvera dans [YC] plus de détails
concernant ces programimes.

Nous terminerons le tout en citant quelques problémes soulevés dans le cadre de ce
travail.

2. Equations de la forme Y’=F(X,Y), Y(0)= 0.

Rappelons d'abord quelques définitions et notions élémentaires. Nous utilisons la
terminologie ainsi que les résultats concernant les especes de structures d'apres [JL1] et
[AJ1].

Définition 0. Une espéce est un foncteur F de la catégorie des ensembles finis avec bijections
B dans la catégorie des ensembles finis B. On dira qu’une espece M est moléculaire si M = @ et
M=B+C=B=0 ouC =. Une espece A est dite atomique si A est moléculaire, A#1 et
A=BC=B=1ouC=1. Q

Pour tout ensemble fini U et toute espece F, on dénotera par F[U] I'image de U par
le foncteur F (c.-a-d. I'ensemble des F-structures sur U). En remplacant B par Bk =

Bx:--xB (k facteurs) dans la définition, on obtient le concept d’espece a k sortes. Pour signi-

fier qu'une esp2ce est a deux sortes, nous utiliserons I’écriture F=F(X,Y).

Nous noterons M l'ensemble des espéces moléculaires a une sorte. On a la réunion
disjointe M = My U My U My U M3 U ..., ot M; désigne l'ensemble des especes molécu-
laires sur la cardinalité i. L'ensemble des esp&ces atomiques sera dénoté par 4.

Nous travaillerons ici dans l'anneau Z[[4]] et dans le sous-anneau Z[[‘E]] défini ci-
dessous. Un élément Fe Z[[4]] est appelé espéce virtuelle. Si Fe Z[4] on dira que V'espace vir-
tuelle F est polyndmiale. Notons que Z<Z[A]cZ[[4]]. Le théoreme de Yeh (voir [Yeh]) fait
en sorte que ces anneaux sont 2 factorisation unique. Cette propriété nous donne
I'unicité d'écriture des éléments de ces anneaux. Si F est une espeéce, nous noterons par d
l'opération dérivée définie par dF[U] = F'[U] = F[U+{+}], ol *¢ U. On définit V'intégrale
indéfinie d'une espece de la maniere suivante, en laissant tomber les termes “constants”

[F={c:dG=F,G0=0}.

Notons que cette définition dépend de I’ensemble des coefficients. Par exemple, une
espece F a toujours une intégrale dans Z[[4]] (voir [AJ2]). Par contre il se peut (voir [GL2])
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que cette espécs F n’ait pas d’intégrale dans N[[4]]. On verra que 2XCj3 n’est pas intégrable
dans N[[4]].

Ainsi l'intégrale d’une espéce ordinaire est un ensemble. Cette définition est moti-
vée par le fait que I'intégration n’est pas bien définie dans le contexte des espaces ordi-
naires (contrairement au cas des espaces linéaires, [LV]). Par exemple, dans N[[4]], on a

{Recl=]x.
Définie de la sorte, I'intégration dans N[[4]] ne préserve pas la somme. Par exemple,
XCye [(C,+X?) mais XC, efc+[x.

Par contre si F et G vivent sur des cardinalités différentes alors il est clair que

j(F+G)=jF+jG.

Cette observation nous servira a la section 2.2 pour intégrer des especes.

2.1 Calcul danst[[ﬁl]] et Z[[E]1].

Définition 1. L'espéce des ensembles de cardinalité i est définie par:

@ siful#i
o

L'anneau Z[[Z]] est I'anneau de séries formelles a coefficients dans Z et dont les va-
riables sont les éléments de E = {E; : i>0}. Remarquons que Eg = 1. Tout élément de Z[[E]]
est appelé espece virtuelle ensembliste et s'écrit de manidre unique de la fagon suivante:

PIIN -4

n20 A>n
ol A>-n signifie que A est un partage de n, 1€Z et E* =EMEMENM...E. L'unicité de cette
Scriture est due a Yeh. On peut aussi écrire les éléments de Z[[Z]] de la fagon suivante:

2.4 E -

Aep

U désigne I'ensemble de tous les partage d'entiers.

Dans ce qui suit, la notation £(4) désignera la longueur du partage 4. Nous utilisons
wussi la notation exponentielle pour les partages: 4 =142*3%... signifie que A est le par-
age qui comporte A1 parts égales & 1, 4, parts égales 2 2, etc.
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Lemme 1. Soit E* = EME}*E}---E> un monéme avec £(A) = n, alors

dE* = Y A" ESVENEl

i=1 D

Ce lemme nous donne une formule pour calculer d(3, ,4,E*): par linéarité de d,

n20 A»n
on a
d(> a,E*)= a,dE*
Aep Aep
Q. RO e |
_ A+ pA -
—Eazzliﬁ'"'Ei—'x' Ef-Ef .
Aep i=1

Définition 2. Soit T = To + T1 + T2 + T3 + ... une espéce virtuelle ol Ty, est la restriction de
T a la cardinalité n. La restriction aux cardinalités <n de T que l'on note par [T]y est définie par
[Tly =To + T1 + T2 + ... + Ty. On désigne aussi la restriction de T a la cardinalité n par
[T].—_n = Tn. D

Nous utiliserons deux méthodes pour résoudre des équations différentielles. La
premiere est par coefficients indéterminés. La deuxiéme par approximations successives.
Les deux méthodes sont des conséquences de la proposition suivante dont la démonstra-
tion n’est pas difficile:

Proposition 1. Soit F(X,Y) une espéce quelconque @ deux sortes. Si Te Z[[A]] est une solu-
tion combinatoire d 1'équation différentielle

Y'=F(X,Y); Y(0) =Yy, ou YpeZ,
alors pour tout n20, on a d([Tlp+1) = [F(X,[TI]x et d([Tl=ns1) = [FX,[TIp)]l=n. Q

Comme nous le verrons dans un instant, la proposition précédente a deux corol-
laires utiles. Ils donnent une condition sous laquelle une équation différentielle n'a pas
de solution dans N[[A4]] ou N[[Z]]. Notons qu'il a été démontré [GL2] que toute équation
différentielle posséde une infinité (non dénombrable) de solutions dans Z[[A4]].

Soit my le nombre d'especes moléculaires sur la cardinalité n et MY la i-iéme espece
moléculaire sur n éléments (voir [JL2]). Il est bien connu que toute espece Te Z[[4]] (resp.
Te N[[A]]) admet une unique décomposition en espéces moléculaires de la forme

T= >aP(MMP ot 4 =a(T)eZ (resp. a? =aP(T)eN),

n20
1<ism,

de plus T= W & (Vne NXVi=1,...,m X a"(T)=a®(W)).
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Considérons les coefficients 4" comme des indéterminées et considérons, pour
chaque k>0, ’espece polyndmiale
k
P, = Zaf,"M,‘," e Z[A]
n=0

1Sism,
Corollaire 1 . Soit l'équation différentielle:

Y'=F(X,Y); Y(0)=Yp, ouYpeN,

s'il existe un entier k tel que I'équation dPy.1 = [F(X, Pl n'admet aucune solution pour aeN,
alors I'équation différentielle ci-dessus n'a pas de solution dans N[[4]]. QO

Considérons maintenant les coefficients a, (avec Ae ) comme des indéterminées et
soit , pour chaque k20,
0,= Y a,E* eN[Z].
Aep
|a]sk
le polynéme a coefficients indéterminés dont les variables sont les espéces moléculaires
ensemblistes.

Corollaire 2. Soit F(X,Y) une espéce polynémiale ensembliste. Considérons 1'équation diffé-
rentielle:

Y'=F(X,Y); Y(0)=Yp, ouYpeN.

Si l'équation dQy41 = [F(X,Qi)]k n'admet aucune solution pour a,e N alors 1'équation ci-dessus
n'a pas de solution dans N[[E]]. O

Exemple 1. Considérons 1'équation différentielle Y’=XY ; Y(0) = 1. 1l est facile de

montrer que la solution analytique a cette équation est ¥y =exp (*/2)-Une solution en

espéces ordinaires est donnée par I'espece des involutions sans point fixe qui est isomorphe
a E(E2). Cherchons une solution dans N[[E]]. Si une telle solution existe,
dQq = [F(X,Q3)]3 = 1XQ3]3, doit avoir une solution. Par un calcul en Maple on trouve que

cette équation impose les condition suivantes sur les coefficients 4,:
20,+a,-1=0 (D
ay+a,=0 (2
+ a31 = az = 0 (3)

2‘122 + 2‘121z

On cherche une solution dans N[[Z]], donc 4,e N, Ve p. Par conséquent, (1) =

a,: =0eta,=1. De (2) on déduit que 4;=0. En combinant tout ceci avec (3) on trouve
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2a,,-1=0, c'est-a-dire a,, = 1/2¢ N. L'équation Y’ = XY; Y(0) =1 n’a donc pas de solutio:
dans N[[Z]].

Exemple 2. L’équation Y’ = (X + Y)2; Y(0)=0, dans N[[A]]. I, il faut aller jusqu’al
cardinalité 5 avant d’obtenir une contradiction, le systéme d’équation obtenu des coeffi
cients a été calculé avec Maple. Une analyse détaillée de ce systéme montre qu’il impliqu
que 0=2!

La méthode des approximations successives, que voici, découle aussi de la proposi
tion 1 (voir aussi [GL2]).

Proposition 2. On suppose que I'équation différentielle combinatoire
Y'=F(X,Y); Y(0) = Yo ot YoeN,

posséde au moins une solution dans N[[A]] (resp. N[[E]]). De plus, supposons que nous ayon
construit [H]y, 'approximation d’une solution H = Ho + Hy + H3 + ..., jusqu’aux cardinalité <1
(en particulier Hy = Yo). Alors toutes les extensions de cette solution aux cardinalité <n+1 sont ob
tenues obtenues en choisissant

H"H € [J.F(Xl [H]n)]=n+l. D

Le lemme qui suit simplifie I'intégration dans N[[A]] d’especes moléculaire & parti

des tables (cf. [JL2]). Il sera utilisé pour montrer que Y’ =1 + Y2, Y(0)=0 n’a pas de solutio:
dans N[[4]]. )

Lemme 3. Soit n>1 et M. la r-iéme espéce moléculaire sur la cardinalité n avec 1<r<ms,
Soit ae N fixé. Supposons que

avec a; € N des indéterminées,

A+l

aM? =d) aMP)
i=1

si dans AM),, le coefficient d’une espece MY (r+i) est non-nul, alors a;=0. QO

Remarque. Ce résultat est faux si a,e Z, par exemple X’ =d(E, - XE,) mais le coeffi
cient de X? dans dE, est nul.

Corollaire. Si on veut trouver par coefficients indéterminés toutes les intégrales d’une espéce de |
forme aM? dans N[[4]], il suffit de considérer seulement les combinaisons linéaires des espéce

M, telles que AMY), est de la forme o; M ot a;eN. O
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2 L'équation Y’'=1+Y2, Y(0)= 0.

Nous allons montrer en utilisant la méthode des approximations successives que
"=1+Y2, Y(0) = 0 n’a pas de solution dans N[[4]].

Supposons qu’il existe une solution H. La condition initiale entraine que Hp =0.
alculons les approximations [H]y, [Hly, [HI3, ... etc, en utilisant la proposition 2.

On a H, e [[F(X,[Hl)L, = [ +(H],YL, =11, = {X}.

Donc le seul choix pour Hj est X et [H]; = Hg+ H; =0+ X = X. En continuant ainsi
bur Hp, Hj et Hy, on trouve que le seul choix pour [H]y est

Ho+H;+Hy+H3+Hy=0+X+0+C3+0=X+C;3.

Quant a Hs, on a

Hy e [[[1+([H], YL, =[] 1+ (X +C, )L =[[1+ [x*+ [2XC, + [C2L4 = [2xC,

Ici il faut calculer JZXCa. D’apres le lemme 3 il suffit de considérer les especes molé-

laires M sur la cardinalité 5 telles que dM est de la forme aXC,. D’apres la table citée ci-
'ssus, aucune telle espéce n’existe. On conclut que cette équation n’a pas de solution
ins N[[A]]. On trouvera dans [CL] plus de détails concernant cette démonstration ainsi
le la solution générale dans Z[[4]] de I'équation Y’'=1+Y2, Y(0)=0.

3. Conjecture jacobienne.

Nous présentons ici une transposition dans le cadre des especes A deux sorte de la
njecture jacobienne: si un vecteur d’espece virtuelle F(X,Y)=(F1(X,Y), F2(X,Y)) est tel
e F1 et F2 sont polyndmiales et tel que |dF =1, alors I'inverse F<-1> est polynomial. Ici
IF| désigne le déterminant de la matrice jacobienne dF de F:

oF IR
IdFi=[0X 9Y|_. 2R 95 _JF JF

Jdf, JE| 9XdY Y dX’
X Y

Nous verrons que la conjecture est fausse dans ce cadre. L'inverse est calculée a
ide de l'opérateur de différence Af introduit par André Joyal et Gilbert Labelle [GL1],
J3], [GL3]. Nous nommerons n-espéce un vecteur de n especes. Ainsi, F ci-dessus est une
'spece.
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E(X,Y)=X+aE(x)+bE,(Y)+c,X* +d,Y? +e, XY
E(X,Y) =X +a,E,(x)+ b,E,(Y) + ¢, X* +d,Y? +¢,XY.

Nous avons aussi programmé une procédure qui inverse une espece polynémiale,
xci nous a guidé dans la recherche d’un contre-exemple.

Maple nous a donné trois ensembles-solution de I'équation |dF|=1. Nous en avons
éduit deux contre-exemples. Le premier est équivalent en fait 2 une 1-espece. Nous
lontrerons que son inverse n’est pas polynoémial. Il découlera de ce calcul que l'inverse
u deuxiéme exemple n’est pas polynomial tout en étant une 2-espeéce.

Le premier contre-exemple est F = (X-2E(X)+X2,Y). Tout d’abord, il est évident que

est polyndmiale et un calcul rapide montre IdF| =1. De plus F est de la forme voulue,
-3-d. F = (F1, Fp) =(X+Hj, Y+H3) avec H1 = X2-2E»(X) et H»=0.

Notons que dans le cas qui nous occupe, F1 est une espece a une sorte, on peut
dnc traiter F comme une l-espéce a une sorte car de plus Ap(Id(X,Y)) =

1UX,Y)-X, Fo(X,Y)-Y) = (X2-2E5(X), 0). L’inverse de F sera de la forme (<, Y), ot
“> est calculée avec

E”=Y(-1)4(X),  od A,GX)=G(E)-G.

k20
Pour conclure il faut montrer que F=™ n’est pas polynomiale.

Lemme 1. Avec F, comme ci-dessus, on a

F* = Z(f)x +SHTTEED),

i=0 =1 j=1
b eZ et Py est moléculaire dans (Z[[X,E,]], -, o), donc avec coefficient 1. Q

Démonstration. Se fait par récurrence sur k en notant qu’on a ici linéarité F(X+Y) =
X)+F(Y) et F(aZ) =aZ - 2aEx(Z) + aZ2 =aF(Z). Q

Lemme 2. Soit H une 1-espéce d une sorte, alors
£ (kY. .. “
Ny (X) = Z(—l)""(i)H“’(X). O
i=0

Démonstration. Se fait par récurrence sur k. O

Nous avons en main tout ce qu‘il faut pour conclure que F; fournit bien un contre-
emple.
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Proposition 3. On a A’;‘ (X)=x% +&,, 00 E_ne contient aucune puissance de X. O

Démonstration. Développons A} (X):
n

Ay = Z(- )"-"( E*(X) (lemme 2)
)

—2( 1)""*(,(} i( )x +Zb""HE (P‘;’)] (lemme 1)

i=0 i=1 j=1

=S5 ([ e+ S (s o1

k=0 i=0 k=0 i=1 j=1

Remarquons que le deuxidme terme de cette somme ne contient aucune puissance

de X, donc I’expression est égale &
n k "
g8 e (s

k=0 i=0

ol £, ne contient aucune puissance de X. Une inversion bindmiale montre que la seule

puissance de X dans la dernire expression est X**. O

Corollaire. 1. F* n’est pas une espéce polynémiale. O
Corollaire. 2. Si F=(X-2E2(X)+X2, Y-2E2(X)+X?2), alors F<> n’est pas polynémiale. O

Dans ce cas, on vérifie facilement que F<"™> n’est pas polyn6miale car sa premiere
composante est F, or |dF|=1. Notons que le corollaire 1 montre que la conjecture ja-

cobienne est méme fausse pour les especes virtuelles 3 une seule sorte puisqu’alors
|dF; 1=F (X)=1.

4. Représentation des structures en Maple.

Nous poursuivons I'exposé en décrivant une méthode pour représenter des struc-
tures combinatoires dans l'environnement Maple. Cette fagon de procéder nous donne la
possibilité de manipuler ces objets en profitant de toute la versatilité du logiciel Maple.
Nous rappelerons d'abord quelques notions de base de la théorie des especes molécu-
laires (pour plus de détails voir [Yeh]), ensuite nous décrirons la méthode en question.
Nous avons écrit en Maple un ensemble de procédures pour faire certains calculs sur les
structures, par exemple, calculer le stabilisateur d'une structure ou encore trouver la ma-
trice qui représente le graphe du type de l'espéce moléculaire a laquelle appartient une
structure. Etant données deux structures, on peut aussi déterminer si les especes molécu-
laires auxquelles appartiennent ces structures sont isomorphes. Ces procédures sont dé-
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crites dans les grandes lignes dans [YC]. Une des principale utilité de celles-ci sera
d’étendre la table des espéces moléculaires sur les petites cardinalités et de calculer les dé-
rivées de celles-ci (ce travail reste a faire). Bien sur, ceci nous donnera la possibilité de ré-
soudre des équations différentielles par coefficient indéterminés pour des cardinalités
plus grandes.

4.1. Définitions et rappels.

Soit M une espéce moléculaire. Le groupe symétrique Sy agit sur I'ensemble M [ul
en posant o.s = M[0](s), ol oe Sy et se M[U]. On montre que M est moléculaire si et seu-
lement si cette action de Syy sur M[U] est connexe.

Soit Bij({1,2,...,n},U) 'ensemble des bijections de {1,2,...,n} dans U. Désignons par Ly
l'espece définie par Ly[U]= Bij({1,2,...,n},U). Si H est un sous-groupe de S, on définit une

autre espece que l'on note L,/H par
(L,/H)U] = {¢H : peBij({1,2,...,n},U)},

le transport des structures le long d’une bijection o:U—V, étant donné par

(L,/H)lo)H) = cpH.

Le résultat suivant jouera un réle primordial dans notre fagon de décrire les struc-
tures: toute espéce moléculaire M est isomorphe a une espece de type L, J/H, ott H est le
sous-groupe stabilisateur d’une M-structure s quelconque sur l'ensemble {1,2,...n}. Nous
écrirons au besoin My = L,/H pour alléger la notation. Notons que My = Mk si et seu-

lement si H et K sont conjugués.

En ce qui nous concerne, I'ensemble sous-jacent U sera toujours un sous-ensemble
de {1,2,....n} (C’est possible par transport de structure), de sorte que Bij({1,2,...,n}, )= Siu1-
Ainsi une espece moléculaire peut étre codée par un ensemble de classes latérales d'un
sous-groupe dans S;.

Notons enfin,  la lumiere de ce qui précede, que toute espéce moléculaire M est
concentrée sur une et une seule cardinalité en ce sens que si |U| # n, alors M[U] =@ car il
n'y a pas de bijections entre {1,2,..,n} et U.

4.2. Représentation en Maple.

Avant de poursuivre, soulignons que les structures d'ordre linéaire et d'ensemble sont
déja présentes dans Maple. Les premilres correspondent aux listes et s'écrivent avec les
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"[1", quant aux ensembles, on les désigne avec les "{ }". Les expressions écrites avec les
caractéres courier désignent des instructions directement exécutables en Maple.

La définition que nous donnons d'espéce moléculaire plus haut suggére une ap-
proche pour décrire les structure d'un type donné dans un ordinateur. Il s'agit de coder
les classes latérales de S,/K sous la forme de d’ensemble de permutations ( ou K est le
stabilisateur d'une des structures). Cette méthode, bien que correcte, n'est pas la plus pra-
tique si on l'utilise directement sous cette forme. Si dans un environnement de pro-
grammation interactif comme Maple, on désire comparer des structures ou en créer de
nouvelles a partir de celles existantes, il est peu commode d'avoir & écrire les ensembles
de permutations qui forment certaines classes latérales. De plus, il n'est pas toujours évi-
dent de reconnaitre une structure 2 partir d'une classe latérale.

Nous avons donc mis au point une variante compacte de cette méthode pour dé-
crire une structure. L'expression Maple pour décrire le cycle ci-dessus sera c(1,2,3,4) (lec
signifie cycle).

Une structure (différente des ensembles et des ordres linéaires) sera définie par une
procédure Maple (voir [Ma]) dont les arguments sont les éléments de l'ensemble sous-ja-
cent. Ces éléments (ou points) peuvent eux-mémes étre d'autres structures. Par exemple,
une C3(Lp)-structure sera définie par I'appel de la procédure ¢ avec comme arguments
deux ordres linéaire (listes) de trois points: c([2,41,[1,31,(5,61). Comme on le voit,
deux ingrédients de base seront utilisés pour représenter des structures: d’une part les en-
sembles et les ordres linéaires, d’autre part des procédures. Une structure pourra étre une
combinaison d’ingrédients des deux types. Nous décrirons plus loin comment écrire la
procédure comme telle.

De fagon générale, un appel sera de la forme suivante:
m(ty, t2,..., tg)

oll m est une My-structure vivant sur k points; t;:= t;{U;] (pour i=1,..., k) est une T;-
structure sur 1U;l points; U;c {1,2,...,n} avec i#j = UinUj= . L’ensemble U; est
I'ensemble sous-jacent 2 la structure #;. Notons que les structures t; peuvent étre des
points, il suffit de considérer T;[U;] avec T;=X, l'espece singleton et |U;l =1.

Le résultat retourné par la procédure qui représente la My-structure m sera cette

méme procédure mais dont les arguments seront permutés d'aprés un systéme de repré-
sentants des classes de {¢H : ¢ € Sg}. Nous exploitons ici une caractéristique de Maple

permettant & une procédure de retourner comme valeur un appel a elle-méme non-éva-
lué.

Si 'ensemble {1, t2,..., tx} des structures ¢; est totalement ordonné a priori, soit
g:{t1, t2,.., iy — {1,2,...,k} la fonction donnant le “rang” de chaque structure selon cet
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ordre. On peut voir #1, £2,..., tx comme une liste #:{1,2,....k} — {t1, t2,..., t}. Alors o=got est
une permutation {1,2,...,k}. Soit 7 le représentant de o dans Si/H. Il existe une unique
permutation p telle que r=00p. Le résultat produit par I’appel m(ty, t2,..., tx)=m(t) sera

m(top)=m (tp(l)'tp(z)""'tp(k))=m (ta"f(l)’td"t(Z)’""tcr"r(k))'

Remarquons que la permutation de I’ensemble {#1, 3,..., #1} obtenue de

m (to_, ¢ ¢

(D’ o e(2)7°"7 O‘"f(k))

est go(foo™ 07) = (got)o0 0T =000 0T =1

Comme le montre ce qui suit, pour toute liste de structures £y, £2,..., fx telles que les
ensembles sous-jacents satisfont i#j = UijnUj = @, on peut définir un ordre total de fagon

“canonique”.
Posons aj:=min{j : je U;} (pour i = 1,2, ..., k). Soit f I'unique bijection croissante
£a1, ey 8 — (1,2, .., K,

alors f induit un ordre total sur les structures #1, 2,..., . Le rang g d’une structure #;
est donné par f(a;). De plus, posons o(i):=f(a;) (pour i = 1,...k). 11 est facile de vérifier que la
permutation obtenue de cette fagon est bien définie (ce qui découle du fait que i=j =
UinUj = @). 11 suffit ensuite de choisir le représentant (7) de la classe de o dans M et de

retourner

m (to"t(l)’to"t&)’""ta"f(k))

Comme systéme de représentant on peux choisir les permutations (vues comme
mots sur {1, 2, ..., k}) minimales dans I'ordre lexicographique.

L’exemple suivant illustre notre méthode.

Exemple. La procédure C définit une structure ¢ de type cycle (C[n] = Sp/Cy ott C4<Sy,
désigne le groupe cyclique d'ordre n). En Maple I'expression

C({2I3}I{7I8)I{5I6}I{1I4});

désigne une C4oE-structure. Nous avons

t1=1{223}, t2=1{7,8}, t3 = {56}, t4 = {1,4},
Uy =1{2,3}, U2 = {7,8}, U3 = {5,6}, Uy = {1,4}
a1=2,a2=7,a3=5,a4=1,
f1)=1,f@2) =2,f5)=3,/7) = 4
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On trouve o= (; {3 1) et en prenant C, =<(3331)>, on calcule que 7= (}214),

sorte que 017 = (}234). Donc, c(t1, t2, £3, t4) est égal a c(tg, t1, t2, t3) et I'appel ci-dess
produira:

c({1,4},(2,3},{7,8},{5,6}).

L'effet produit sur les arguments est une rotation telle que l'ensemble qui contie
le plus petit élément se retrouve en premiere position.

Il est possible d'effectuer d'autres opérations sur les structures. Par exemple, no
avons écrit une procédure qui permet de faire agir des permutations sur ces dernire
Nous y reviendrons.

5. Conclusion.

Nous terminons par quelques remarques soulevées par ce travail.

Les résultats que nous avons pour résoudre des équations différentielles nous do:
nent des conditions suffisantes sous lesquelles une équation n’a pas de solution. 1l e
possible qu une équation Y'=F(X,Y), Y(0)=0 n’ait pas de solution mais que l'on puis:
appliquer une des méthodes (approximations successives ou coefficients indéterminé
jusqu’a des cardinalités arbitrairement grandes. Malheureusement, pour l'instant on r
peut intégrer en toute généralité sur les cardinalités >4, car on ne dispose pas de table ¢
dérivées pour les especes moléculaires sur cardinalités >5. Nous prévoyons étendre '
table des dérivées aux cardinalités <7 dans un avenir rapproché.

On pourrait étudier des équations aux dérivées partielles (plusieurs sortes ¢
points) a l'aide de nos deux méthodes.

Notons que la décidabilité de savoir si une équation différentielle posséde une sol
tion par une de nos méthode semble du méme ordre que la décidabilité de savoir si |
développement décimal de x contient une suite de nombres donnée.

Il serait intéressant de trouver une condition nécessaire et suffisante (non-triviale
pour qu’une équation différentielle posséde une solution._

Finalement nous poursuivrons le travail concernant la conjecture jacobienne dar
le contexte de Z[[{C, Ly}xs0]l. Notons que cet anneau est stable sous la dérivation cz
an = Ln-z- ’

Un genre particulier de structures est apparu au cours de 1'élaboration de ces pr¢
grammes. Les espéces de la forme F(G) sont décrites par des appels
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F(G(U1),G(U2),...,G(Ux)),

mais on peut tout aussi bien considérer une structure de la forme
fg1(U1), g2(U>), . . ., gk(Uyx)) ot au moins deux structures G; sont non-isomorphes. Nous

nommerons provisoirement ces dernidres structures-mixtes, les structures-mixtes généra-
lisent les Ejnj, voir [LM]. Comme pour les structures ordinaires, I'action de S, sur une

structure-mixte nous donne le multi-graphe du type de l'espece a laquelle appartient
celle-ci.

Une autre avenue est d'établir des liens entre especes provenant de structures ordi-
naires et celles provenant de structures-mixtes: & quelle espéce appartient une structure
mixte?
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Appendice: exemples de structures.

Les variables sigma et tau contiennent respectivement les permutations o et 7 dé-
crites dans la section 4.2. La procédure clLat calcule une classe latérale. La procédure pmin

trouve le représentant dans une classe latérale (c'est la permutation qui est la plus petite
dans l'ordre lexicographique).

# Structure polygone.

P := proc()
local sigma,tau,i,D;
sigma:=permInd(args);
# D est le sous-groupe diédral.
D:=diedral(nargs);
tau:=pmin(clLat(sigma,D));
sigma:=prod(inv(sigma),tau);

RETURN(evaln(P($(‘'args[sigmali]l','i'=1..nargs))))
end;

# Structure de type (LoC3)/Z3 = Ss5/L (cf. [Yeh])

L:=(*[1,2,34,5,12,3,1,45,13,1,2,4,5],12,1,3,5,41,[322,1,54],[1,3,25,4] *);
S5L := proc()

local sigma,tau,i;

if nargs<>5 then RETURN({)) fi;
sigma:=permInd(args);
tau:=pmin(clLat(sigma,L));
sigma:=prod(inv(sigma),tau);

RETURN(evaln(S5L($(‘'args[sigmalil]','i'=1..nargs))))
end;



