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1. Introduction.

La decomposition mol^culaire et Ie th^or^me de Yeh (voir [Yeh]) font que les es-
?6ces virtuelles constituent un anneau de series formelles ^ une infinite de variables
S[[^]], od ̂ t est 1'ensemble des esp^ces atomiques. Nous verrons comment un logiciel de
:alcul symbolique tel Maple peat nous aider b r6soudre quelques probl^mes se situant
ians Ie contexte de cet anneau Z[[^l]] et dans Ie sous-anneau Z[['E]] oil <E est form6 des es-
)6ces mol6culaires de type Ensemble : EQ, EI, EZ, ... etc.

La premiere partie de Fexpose d6crit deux approches utilises en Maple pour trouver
ies solutions ^ des equations diff&entielles combinatoires du type Y'=F(X, Y) avec condi-
ions initiates, oil YeZ[U]], YeZ[['E]] ou YeN[[^]]. On trouve en outre que l^quation
r'=l+Y2; Y(0)=0 dont la solution en esp&ces lin6aires est bien connue [LV], n'a pas de so-
ution en esp^ces ordinaires (c. -b-d. dans N[[^]]). Elle en a cependant une infinite non
lenombrable dans Z[[^0] (vou- [GL2], [CL]).

Un autre probl^me r6solu grace ^ 1'utilisation du calcul symbolique est la transposi-
ion dans Ie cadre des esp6ces virtuelles b deux sortes de la conjecture Jacobienne. La
pestion est la suivante: si un vecteur d'esp^ces virtuelles F(X,Y)=(Fi(X, Y), F2(X,Y)) est
el que Fi et F^ sont polynomiales et que {3Fj9X){9F^9Y)-{9Fj9X}{9Fj9Y) = 1, est-ce que
'inverse F<-1> est polynomial? L'inverse est calculi ̂  1'aide de l'op6rateur de difference
^F introduit par Andre Joyal et Gilbert Labelle [GL1], [AJ3], [GL3]. Maple nous a 6vite de
ongs calculs pour trouver un contre-exemple ^ ce probl^me.

Finalement, un troisi6me champ dans lequel Maple s'av^re d'une aide appr6ciable
.st la manipulation de structures et d'esp^ces mol6culaires. Nous avons d6veloppe une
n6thode pour representer les structures mol6culaires dans 1'environnement Maple.
:ette m6thode est bas6e sur Ie fait que toute esp^ce mol^culaire M sur n points peat etre
rue comme 1'ensemble des classes lat6rales de Sn/H oil H est Ie stabilisateur d'une quel-
:onque M-structure.
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Une utilite de ces programmes est de comparer deux esp^ces moleculaires ^ partir
des structures qui les engendrent On peut par exemple v^rifier si une esp^ce mol^culaire
dont les structures sont des graphes est isomorphe b une esp6ce definie au moyen de
classes laterales dans Sn. Ces outils peuvent done etre utilises pour 6tendre la table [JL2]
des esp6ces mol^culaires sur les petites cardinalit^s. On trouvera dans [YC] plus de details
concernant ces programmes.

Nous terminerons Ie tout en citant quelques probl^mes soulev^s dans Ie cadre de ce
travail.

2. Equations de la forme Y'=F(X,Y), Y(0)== 0.

Rappelons d'abord quelques definitions et notions 616mentaires. Nous utilisons la
terminologie ainsi que les resultats concernant les esp^ces de structures d'apr^s [JL1] et
[AJ1].

Definition 0. Une esp^ce est un foncteur F de la caUgorie des ensembles finis avec bijections
B dans la caUgorie des ensembles finis E. On dira tju'une esp^ce M est mol^culaire si M ?& 0 et
M=B+C==>B=0ouC=0. Une esp^ce A est dite atomique si A est moUculaire, A^-l et
A=BC==^B=louC=l. Q

Pour tout ensemble fini U et toute esp&ce F, on d^notera par F[U] 1'image de U par
Ie foncteur F (c. -^-d. Fensemble des F-structures sur U). En remplacant B par Bfc =
Bx-xB (k facteurs) dans la definition, on obtient Ie concept d'esp^ce b k sortes. Pour signi-
fier qu'une esp&ce est ̂  deux sortes, nous utiliserons F6criture F=F(X, Y).

Nous noterons !M. 1'ensemble des esp6ces mol^culaires ^ une sorte. On a la reunion
disjointe fM'= 9^'ou {M'iu ̂ u ^u ..., oil {M'i d6signe 1'ensemble des esp&ces mol6cu-
laires sur la cardinalite i. L'ensemble des espfeces atomiques sera d6not6 par A

Nous travaillerons id dans 1'anneau Z[[^]] et dans Ie sous-anneau Z[['E]] defini d-
dessous. Un element Fe Z[[^[]] est appele esp^ce virtuelle. Si F  Z[^] on dira que resp6ce vir-
tuelle F est polynomiale. Notons que ZcZ[XI<=Z[[^]]. Le th^or^me de Yeh (voir [Yeh]) fait
en sorte que ces anneaux sont h factorisation unique. Cette propri6t6 nous donne
1'unicit^ d'ecriture des 616ments de ces aiineaux. Si F est une esp6ce, nous noterons par d
1'operation derive definie par dF[U] = F[U] = F[L/+{»}], oil »<£ U. On d^finit Fint^grale
indefinie d'une esp^ce de la mani&re suivante, en laissant tomber les termes "constants"

jF ={G:dG=F, G(0)=0}.

Notons que cette definition depend de Fensemble des coeffidents. Par exemple, une
esp^ce F a toujours une integrale dans Z[[^]] (voir [AJ2]). Par centre il se peut (voir [GL2])
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que cette espies F n'ait pas d'int^grale dans N[[^]]. On verra que 2XC3 n'est pas int<
dansN[[J?]].

Ainsi I'integrale d'une esp^ce ordinaire est im ensemble. Cette definition est moti-
vee par Ie fait que l'int6gration n'est pas bien definie dans Ie contexte des esp^ces ordi-
naires (contrairement au cas des esp^ces lin^aires, [LV]). Par exemple, dans N[[k], on a

{?te, c, }=Jx3.

D^finie de la sorte, I'int^gration dans N[[^]] ne preserve pas la somme. Par example,
XC3 j(C3+X3) mais XC3<sJC3+Jx3.

Par centre si F et G vivent sur des cardinalit6s diff^rentes alors U est dair que
J(F+G)=JF+JG.

Cette obseryation nous servira b la section 2.2 pour int6grer des esp^ces.

2.1 Calcul dans Z[[^]] et Z[[<£]].

Definition 1. L'esp^ce des ensembles de cardinaUt^ i est d^finie par:

|0 si|U|^iE, [U]=
[{U} si|U|=<

L'anneau Z[[<E]] est 1'anneau de series formelles b coefficients dans Z et dont les va-
riables sont les elements de £ = {E, : i>0}. Remarquons que EQ = 1. Tout element de Z[[£]]
est appele espece virluelle ensembliste et s'ecrit de manure unique de la fagon suivante:

££a'El
n20 i>n

3^ ̂ >n signifie que ̂  est un partage de n, a^eZet Ex =E^E^3-E^. L'unicit^ de cette
Venture est due b Yeh. On peut aussi ecrire les elements de Z[['E]] de la fa<;on suivante:

£^EA
Aep

^ (p d6signe 1'ensemble de tous les partage d'entiers.

Dans ce qui suit, la notation t(X) d6signera la longueur du partage /l. Nous utilisons
lussi la notation exponentielle pour les partages: A =1A'2A23A3". signifie que ̂  est Ie par-
age qui comporte ̂  parts ̂ gales ̂  1, ̂  parts ̂ gales ̂  2, etc.
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Lemme 1. Soit Ei = E^E^E^-E^' un monome avec £(X) = n, alors

dE' = ^^. "EyE^-l-E^.
1=1

Ce lemme nous donne une formule pour calculer dC^^i1^ )'. par lin6arit6 de d,
n20A>-n

on a

d(Sfl. £x)=£^d£'
Aep Aep

tW

=£^£^-"E&+lE?f-l-E?<y)>.
A p 1=1

Defmition 2. Soit T=TQ+ TI + T2+ TS+ ... une esp^ce virtuelle oii Tn est la restriction de
T 6 la cardinaliU n. La. restriction aux cardinalit^s <n de T que I'on note par [T]n est definie par
[Tin =TO+ Tl + T2 + ... + Tn. On designe aussi la restriction de T ^ la cardinalit^ n par
[T]=n=Tn. Q

Nous utiliserons deux m6thodes pour resoudre des equations diff^rentielles. La
premiere est par coefficients indetermin6s. La deuxi^me par approximations successives.
Les deux m^thodes sont des consequences de la proposition suivante dont la d6monstra-
tion n'est pas difficile:

Proposition 1. Soit F(X,Y) une esp^ce quelconque d deux sortes. Sf TeZ[[^[]] est une solu-
tion combinatoire 61'equation diff^rentielle

Y'=F(X,Y); Y(0) = Yo, od YO  Z,

alors pour tout n^O, on a d([T]n+l) = [F(X, [T]n)]n et d([T]=n+l) = [F(X, [T]n)]=n. Q

Comme nous Ie verrons dans un instant, la proposition precedente a deux corol-
laires utiles. Ils donnent une condition sous laquelle une equation differentielle n'a pas
de solution dans N[[^1]] ou N[['E]]. Notons qu'il a 6t6 d6montr6 [GL2] que toute equation
differentielle poss&de une infinite (non denombrable) de solutions dans Z[[^[]].

Soit Wn Ie nombre d'esp^ces mol^culaires sur la cardinalit^ n et M^) la i-i^me esp^ce
moleculaire sur n elements (voir [JL2]). H est bien connu que toute espfece Te Z[[^t]] (resp.
Te N[[^t]]) admet une umque d^composition en esp^ces moleculaires de la forme

T == Sfli')(T)M^ oil flw = a^(T) e Z (resp. a^ = aw(T) e N),
n20

ISl'Sm,

de plus T2 W<^ (Vn e N)(Vf = l,..., m^X all )(T) = aw(W)).
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Consid6rons les coefficients ^1> comme des ind6termin6es et consid&ons, pour
chaque fcS O, I'esp^ce polynomiale

^= £^Xl )eZ[^].
n=0

ISiSm,

Corollaire 1. Soil I'equation diff^rentielle:

Y/=F(X, Y); Y(0) = Yo, oil YO  N,

sfil existe un entier k tel que I '^uation dPk+i = [F(X,Pfc)]jk n 'admet aucune solution pour awe N,

alors I equation differ entielle ci-dessus n 'a pas de solution dans N[[^0]. Q

Consid6rons maintenant les coefficients a^ (avec ̂ e p) comme des md6termin6es et
soit, pour chaque k>0,

&=£^£A eN[£].
Aep
W^k

Ie pol5m6me b coeffidents ind^termines dont les variables sont les esp^ces mol6culaires
ensemblistes.

Corollaire 2. Soit F(X,Y) une esp^ce polynomiale ensembliste. Consid6rons Hquation diffS-
rentielle:

Y'=F(X,Y); Y(0) = Yo, oil Yoe N.

Si I'^ualion dQk+i = [HX, Qk)]fc n Wmef aucune solution pour fl^e N alors I'^uation ci-dessus
n 'a pas de solution dans N[[£]]. Q

Exemple 1. Consid6rons 1'equation diff^rentielle Y'=XY; Y(0) = 1. D est facile de

montrer que la solution analytique ^ cette equation est y=exp(^72)-Une solution en
esp&ces ordinaires est donn6e par I'esp^ce des involutions sans point fixe qui est isomorphe
^ E(E2). Cherchons une solution dans N [[£]]. Si une telle solution existe,
d 04 = [F(X, Q3)]3 = [X03J3, doit avoir une solution. Par un calciil en Maple on trouve que
cette equation impose les condition suivantes sur les coeffidents a^:

2a^+a^-l=0 (1)
fl3i+C4=0 <2)

2^+2^, +fl3i-fl2=0 <3)

On cherche une solution dans N [[£]], done flAeN, V^  p. Par consequent, (D =>
a2i1 

=0 etfl; =1. De (2) on d6duit que ^31=0. En combinant tout ceci avec (3) on trouve
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2a^ -1=0, c'est-^-dire a , = l/2g N. U6quation Y' = XY; y(0) = 1 n/a done pas de solutio:
dans N[[2:]].

Exemple 2. L'^quation Y' = (X + Y)2 ; Y(0)=0, dans N[[^1]]. Id, il faut alter jusqu'^ 1
cardinalit6 5 avant d'obtenir une contradiction. Ie syst&me d'6quation obtenu des coeffi
cients a 6t6 calculi avec Maple. Une analyse d6taill6e de ce syst&me montre qu'il impliqu
que 0=2!

La m^thode des approximations successives, que void, d^coule aussi de la proposi
tion 1 (voir aussi [GL2]).

Proposition 2. On suppose que I'ecfuation diff^rentielle combinatoire

Y'=F(X, Y); Y(0) = Yo oil Yoe N,

poss^de au mains une solution dans N[[^]] (resp. N[[!E]])). De plus, supposons que nous ayon
construit [H]n I'approximation d'une solution H=Ho+Hi+H2+ ..., jusqu'aux cardinaliU ^
(en particulier Ho = Yo). Alors toutes les extensions de cette solution aux cardinalit^ ̂ n+1 sont ob
tenues obtenues en choisissant

H^ [jF(X, [H], )L^. Q

Le lemme qui suit simplifie I'int^gration dans N[[^1]] d'esp^ces mol6culaire ^ parti
des tables (cf. [JL2]). U sera utUis6 pour montrer que Y'= 1 + y2, Y(0)=0 n'a pas de solutio:

dans N[[^]].

Lemme 3. Soit n>l et Mw la r-i^me esp^ce moleculaire sur la cardinaliU n avec l^r^mn
Soil ae N fixe. Supposons que

'n«*l

aMW = d ̂  a,M^ avec a,   N des indeterminees,
1=1

si dans dM^i, Ie coefficient d'une esp^ce MM (r^O est non-nul, alors a, =0. Q

Remarque. Ce r^sultat est faux si a.eZ, par exemple X2 =d(E3-XEz) mais Ie coeffi
dent de X2 dans dE3 est nul.

Corollaire. Si on veut trouver par coefficients indetermin^s toutes les intdgrales d'une esp^ce de I
forme aM^) dans N[[^l]]/ il suffit de considerer seulement les combinaisons lin^aires des esp^a
M^i telles que dM^ est de la forme a, MM oil a, e N. Q
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.2 L'equation Y'=1+Y2, y(0)= 0.

Nous allons montrer en utilisant la m^thode des approximations successives que
'=1+Y2, Y(0) = 0 n'a pas de solution dans N[[^]].

Supposons qu'il existe une solution H. La condition initiale entraine que HO = 0.
alculons les approximations [H]i, [HJz, [H]s,... etc, en utiUsant la proposition 2.

On a H,   [jF(X, [H]o)L, == [j[l+([H]o)2L, = [jl],, = {X}.

Done Ie seul choix pour Hj est X et [H]i =HO+HI = 0+X = X. En continuant ainsi
3ur Hz, Hs et N4, on trouve que Ie seul choix pour [H]^ est

HO+HI +H2+H3+H4=0 +X+ 0 + C3 +0 =X + C3 .

Quant ̂  HS, on a

H,   [;[! + ([H], )2L, = [jl+ (X + C, )2L, = [jl + JX2 
+ J2XC3 + JC32L, = J2XC,.

Id U faut calculer J 2x03. D/apr6s Ie lemme 3 il suffit de consid^rer les esp^ces mol6-
ilaires M sur la cardinalit^ 5 teUes que dM est de la forme aXCa. D'apr^s la table cit6e ci-
>ssus, aucune telle esp^ce n'existe. On conclut que cette equation n'a pas de solution
ins N[[^[]]. On trouvera dans [CL] plus de details concemant cette demonstration ainsi
ie la solution g6n6rale dans Z[[^[]] de l/6quation Y/=1+Y2, Y(0)=0.

3. Conjecture jacobienne.

Nous pr^sentons id une transposition dans Ie cadre des esp^ces ^ deux sorte de la
njecture jacobienne: si un vecteur d'espfece virtuelle F(X, Y)=(Fi(X, Y), F2(X, Y)) est tel
ie FI et F2 sont polynomiales et tel que I dF I =1, alors 1'inverse F<-1> est polynomial. Id
IF I designe Ie determinant de la matrice jacobienne dF de F:

ldFI=
3F, 3F,
3X 3Y
^2 ^2
ax ^Y

3F, 3F^ 3F, ^
3X9Y 3Y9X

Nous verrons que la conjecture est fausse dans ce cadre. L'inverse est calcul^e b
Ide de l'op6rateur de difference Ap introduit par Andr^ Joyal et Gilbert Labelle [GL1],
]3], [GL3]. Nous nommerons n-esp^ce un vecteur de n esp^ces. Ainsi, F ci-dessus est une
.sp^ce.





169 -

F/X, Y) = X + a,E^x) + b^(Y) + c,X2 + d,Y't + ̂ XY
F^X,Y)=X+a^x)+b^(Y)+c^X't+^Y't+e^XY.

Nous avons aussi programme une procedure qui inverse une esp^ce polyn6miale,
id nous a gmde dans la recherche d'un contre-exemple.

Maple nous a donn6 trois ensembles-solution de 1'^quation I dF 1=1. Nous en avons
eduit deux contre-exemples. Le premier est equivalent en fait b une l-esp6ce. Nous
lontrerons que son inverse n'est pas polynomial. U d^coulera de ce calcul que 1'inverse
LI deuxi&me exemple n'est pas polynomial tout en 6tant une 2-esp^ce.

Le premier contre-exemple est F = (X-2E2(X)+X2, Y). Tout d'abord, U est evident que
est polyn6miale et un calciil rapide montre I dF I = 1. De plus F est de la forme voulue,
-^-d. F = (Fi, F2) = (X+Hi, Y+Hz) avec HI = X2-2E2(X) et H2=0.

Notons que dans Ie cas qui nous occupe, Fi est une esp^ce ̂  une sorte, on peut
3nc traiter F comme une l-esp6ce ^ une sorte car de plus Ap(Id(X, Y)) =
i(X, r)-X, F2(X, Y)-Y) = (X2-2E2(X), 0). L'inverse de F sera de la forme (F,<-1>, Y), oil
;-1> est calculee avec

^<-1> =£(-1)^. (X), oil Ap, G(X)=G(Fi)-G.
t20

Pour conclure il faut montrer que Fi<-l> n'est pas polyn6miale.

Lemme 1. Avec F^ comme ci-dessus, on a

F">=if, 1x2'+£&wm^))/
i=0 \. * } 1=1 ;=1

&w 6 Z et Pff est moleculaire dans (Z[[X, E;]],., o), done avec coefficient 1. Q

Demonstration. Se fait par r6currence sur k en notant qu'on a id lin6arit6 F^X+Y) =
:X)+F, (Y) et F, (aZ) = aZ - 2aE2(Z) + aZ2 =flFi(Z). Q

Lemme 2. Soit H une 1-esp^ce & une sorte, alors

Afc»(X)=S(-l)t-[fc]H<->(X). Q
Demonstration. Se fait par recuirence sur k. Q

Nous avons en main tout ce qu'il faut pour conclure que FI fournit bien un contre-
emple.
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Proposition 3. On a A"^ (X) = X2 +£", oil £" we conhenf flucune puissance de X. Q

Demonstration. Developpons A"^ (X):

An^= £(-l)n-fc ̂  Fi<&><x) <lemme 2)
= i;<-""-'[n sf,̂ 2' + £i'a'ftE.(^') | demme 1)

k=o Yn-yL'=°V^ <=i 7saT

s |;£(-u-l[:^V' .1 ̂ r^wfl^
k=0 i=0 \n^V } Lik=0 \^)^^ 7=T

Remarquons que Ie deuxi&me terme de cette somme ne contient aucune puissance
de X, done 1'expression est 6gale ^

ss<-»"-<^>2-^.
t=o7^5 ^KAl

OLI S, ne contient aucune puissance de X. Une inversion binomiale montre que la seule
puissance de X dans la derni^re expression est X2". Q

Corollaire. 1. F^~l> n'est pas une esp^ce polynomiale. 0

Corollaire. 2. SiF=(X-2E2(X)+X2, Y-2E2(X)+X2), alors F<-^> n'est pas polynomiak. Q

Dans ce cas, on verifie facilement que F<-1> n'est pas polynomiale car sa premiere
composante est F^<~1>, or I dF I =1. Notons que Ie corollaire 1 montre que la conjecture ja-
cobienne est meme fausse pour les esp^ces virtuelles h une seule sorte puisqu'alors
ldFil=F;(X)=l.

4. Representation des structures en Maple.

Nous poursuivons l'expos6 en decrivant une m^thode pour representer des struc-
tures combinatoires dans 1'environnement M.aple. Cette fa^on de proc^der nous donne la
possibilite de manipuler ces objets en profitant de toute la versatilite du logiciel Maple.
Nous rappelerons d'abord quelques notions de base de la theorie des esp^ces molecu-
laires (pour plus de details voir [Yeh]), ensuite nous decrirons la methode en question.
Nous avons ecrit en Maple un ensemble de proc6diires pour faire certains calculs sur les
structures, par exemple, calculer Ie stabilisateur d'une structure ou encore trouver la ma-
trice qui represente Ie graphe du type de I'esp^ce moleculaire ^ laquelle appartient ime
structure. Etant donnees deux structures, on peut aussi d6terminer si les esp^ces mol6cu-
laires auxquelles appartiennent ces struchires sont isomorphes. Ces procedures sont d6-
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crites dans les grandes lignes dans [YC]. Une des prmcipale utility de celles-d sera
d/6tendre la table des esp6ces moleculaires sur les petites cardinalit6s et de calculer les d6-
rivees de celles-d (ce travail reste ^ faire). Bien sur, ced nous donnera la possibiUt^ de r6-
soudre des equations differentielles par coefficient ind^termin^s pour des cardinalit^s
plus grandes.

4.1. Definitions et rappels.

Soit M une esp&ce moleculaire. Le groupe sym6trique Su agit sur 1'ensemble M[U]
en posant o-. s = M[cr](s), otl CT  SLJ et se M[U]. On montre que M est mol^culaire si et seu-
lement si cette action de Sy snr M[U] est connexe.

Soit Bij({l, 2/..., n}, U) 1'ensemble des bijections de {l,2,..., n} dans U. D&ignons par Ln
l'esp6ce definie par Ln[U}= Bij({l, 2/..., n), U). SiH est un sous-groupe de Sn, on d6finit une
autre esp6ce que 1'on note Ln/H par

(4/H)[U] = {<pH: <peBij({l, 2,..., n}, U)},

Ie transport des structures Ie long d'lme bijection c:U - >V, 6tant donn6 par
{L^/H)W(<pH)=c<pH.

Le resultat suivant jouera un role primordial dans notre fai;on de decrire les struc-
tures: toute esp^ce moleculaire M est isomorphe ̂  une esp^ce de type Ln/H, oti H est Ie
sous-groupe stabilisateur d'une M-structure s quelconque sur 1'ensemble [l,2,..., n]. Nous
ecrirons au besoin MH = LJH pour alleger la notation. Notons que MH 2 MK si et seu-
lement siH etK sont conjugu6s.

En ce qui nous concerne, 1'ensemble sous-jacent U sera toujoiirs un sous-ensemble
de {l,2,..., n} (c'est possible par transport de structure), de sorte que Bij({l, 2,..., n}, U)= S| ul.
Ainsi une espfece moleculaire peut @tre cod6e par un ensemble de classes lat^rales d'un
sous-groupe dans Sn.

Notons enfin, ̂  la lumi6re de ce qui pr^c^de, que toute esp^ce mol^culaire M est
concentree sur une et une seule cardinalit6 en ce sens que si I Ul ^ n, alors M[U] = 0 car il
n'y a pas de bijections entre {l, 2,..., n} et U.

4.2. Representation en Maple.

Avant de poursuivre, soulignons que les structures d'ordre Uneaire et d'ensemble sont
dej^ pr^sentes dans Maple. Les premieres correspondent aux listes et s'^crivent avec les
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" [ ]", quant aux ensembles, on les d^signe avec les " {} ". Les expressions 6crites avec les
caract6res courier d^signent des instructions directement ex^cutables en Maple.

La definition que nous donnons d'esp^ce mol6culaire plus haut sugg&re une ap-
proche pour decrire les structure d'un type donn6 dans iin ordinateur. U s'agit de coder
les dasses lat^rales de Sn/K sous la forme de d'ensemble de permutations ( oil K est Ie
stabilisateur d'une des structures). Cette m^thode, bien que correcte, n'est pas la plus pra-
tique si on 1'utilise directement sous cette forme. Si dans un environnement de pro-
grammation interactif comme Maple, on d6sire comparer des structures ou en creer de
nouvelles ^ partir de celles existantes, il est peu commode d'avoir ̂  6crire les ensembles
de permutations qui ferment certaines dasses lat6rales. De plus, il n'est pas toujours 6vi-
dent de reconnaltre une structure ^ pardr d'une dasse lat^rale.

Nous avons done mis au point une variante compacte de cette m6thode pour de-
crire une structure. L'expression Maple pour decrire Ie cyde ci-dessus sera cd, 2, 3, 4) (Ie c
signifie cycle).

Une structure (diff^rente des ensembles et des ordres lin6aires) sera d6finie par une
procedure Maple (voir [Ma]) dont les arguments sont les 616ments de 1'ensemble sous-ja-
cent. Ces elements (ou points) peuvent eux-mgmes etre d'autres structures. Par exemple,
une C3(L2)-structure sera definie par 1'appel de la procedure c avec comme arguments
deux ordres lin^aire (listes) de trois points: c([2, 4], [i, 3], [5, 6]). Comme on Ie voit,
deux ingredients de base seront utilises poiu- repr^senter des structures: d'une part les en-
sembles et les ordres lineaires, d'autre part des procedures. Une structure pourra ^tre une
combinaison d'ingr6dients des deux types. Nous d6crirons plus loin comment ecrire la
procedure comme telle.

De fa<;on g6n6rale, un appel sera de la forme suivante:

m(fi, t2,..., lk)

oil m est une Mn-structure vivant sur fc points; t{ := ff[tJ»] (pour f=l,..., fc) est une T,-
structure sur I LI, I points; Ui-c {l, 2,..., n} avec 1^7 => Ufn Uy = 0. L'ensemble U, est
1'ensemble sous-jacent b la structure f,. Notons que les structures ff peuvent etre des
points, il suffit de considerer Ti[U, ] avec Ti=X, 1'esp^ce singleton et I Uf I =1.

Le resultat retourn6 par la procedure qui repr6sente la MH-structure m sera cette
m@me procedure mais dont les arguments seront permut6s d'apr&s un syst^me de repr6-
sentants des classes de [<pH :<peSk}- Nous exploitons id une caract^ristique de Maple
permettant b une procedure de retoumer comme valeur un appel ^ elle-meme non-eva-
lu6.

Si 1'ensemble {t-i, t-i,..., ffc} des structures fi est totalement ordonn6 ^ priori, soit
g:{t\, f2/". / tk} - > {1,2,..., k} la fonction donnant Ie "rang" de chaque struchire selon cet
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ordre. On peut voir fi, (2,..., tk comme une liste t:[l, 2,..., k] - > {fi, f2/"v ffc). Alors o-=^of est
une permutation {l,2,..., fc}. Soit Tie repr^sentant de a dans Sk/H. II existe une unique
permutation p telle que y=CTop. Le resultat produit par Fappel m(ti, t2,..., tk)=m(t) sera

m(top)=m (t^, t^,..., t^)=m ̂ ^t^^..., t^^).

Remarquons que la permutation de Fensemble {fi, t^,..., t^ obtenue de

m ̂ Or-lT(l)/f<T-l»(2)/-/f<T-lt<t))
est ̂ o(fo0--l o T) = (^of)o0--l o T = 0'a CT-I o T = T.

Comme Ie montre ce qui suit, pour toute liste de structures h, f2/. "/ tk telles que les
ensembles sous-jacents satisfont i^j => UinUj = 0, on peut d6finir un ordre total de fagon
"canonique".

Posons af:=min{/: ;"e Ui] (pour i = 1, 2, ..., k). Soit / 1'unique bijection croissante

/:{ai,..., flfc}->{l, 2,..., fc},

alors / induit un ordre total sur les structures fi, t2,..., tk. Le rang g d'une structure f,
est donn6 par/(af). De plus, posons o(i):=f(ai) (pour i = l,...,k). D est facUe de v6rifier que la
permutation obtenue de cette fa^on est bien d6finie (ce qui d6coule du fait que 1^7 ==>
Uir\Uj = 0). U suffit ensuite de choisir Ie repr6sentant (r) de la dasse de o" dans M et de
retourner

m ^<T-lt(l)^(T-lT(2)/-/f<T-'T(t)^

Comme syst^me de repr^sentant on peux choisir les pennutations (vues comme
mots sur {1, 2,... , fc}) minimales dans 1'ordre lexicographique.

L'exemple suivant illustre notre methode.

Exemple. La procedure c d6finit une structnre c de type cycle (C[n] s Sn/Cn oil Cn<Sn
designe Ie groupe cydique d'ordre n). En Maple 1'expression

C({2, 3}, {7, 8}, {5, 6}, {1, 4});

d6signe une C4oE2-structure. Nous avons

h = {2,3}, t2 = {7,8}, f3 = (5,6}, 4 = (1,4),
Ui = {2,3}, U2 = {7,8}, Us = {5,6}, U4 = {1,4}

ai = 2, 02 =7, 03= 5, fl4 = I/
/(1)=1, /(2)=2, ^5)=3, /(7)=4.
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On trouve <T=(^ <2 s3 ?) et en prenant  " =<(^|^)>, on calcule que T= (? ISO,
sorte que G-IT= (; ?| S). Done, c(fi, (2, ̂ 3, ̂ 4) est 6gal ̂  c(f4, h, ̂ 2, ̂ 3) et 1'appel ci-dess
produira:

C({1, 4}, {2, 3}, {7, 8}, {5, 6}).

L'effet produit sur les arguments est une rotation telle que 1'ensemble qui contie
Ie plus petit 616ment se retrouve en premi&re position.

II est possible d'effectuer d'autres operations sur les structures. Par exemple, noi
avons 6crit une procedure qui permet de faire agir des permutations sur ces derni^re
Nous y reviendrons.

5. Conclusion.

Nous terminons par quelques remarques soulev^es par ce travail.

Les r^sultats que nous avons pour r^soudre des equations diff^rentielles nous doi
nent des conditions suffisantes sous lesquelles une equation n'a pas de solution. D e
possible qu une equation Y'=F(X,Y), Y(0)=0 n'ait pas de solution mais que 1'on puis;
appliquer une des m6thodes (approximations successives ou coefficients ind6termin6
jusqu'^ des cardinalit^s arbitrairement grandes. Malheureusement, pour Fmstant on r
peut integrer en toute g6n^ralit6 sur les cardinalit^s >4, car on ne dispose pas de table c
d6riv6es pour les esp^ces mol6culaires sur cardinalit6s >5. Nous pr^voyons ^tendre :
table des derivees aux cardinalit^s <J dans un avenir rapproch^.

On pourrait ^tudier des equations aux d6riv6es partielles (plusieurs sortes d
points) ^ 1'aide de nos deux methodes.

Notons que la d6cidabilit6 de savoir si une equation diff^rentielle poss^de une soli
tion par une de nos m6thode semble du m@me ordre que la deddabilit^ de savoir si ]
developpement dedmal de it contient une suite de nombres donn6e.

II serait int^ressant de trouver une condition n^cessaire et suffisante (non-trivial<
pour qu'une equation diff^rentielle poss^de une solution..

Finalement nous poursuivrons Ie travail concernant la conjecture jacobienne dar
Ie contexte de Z[[{Cn, Ln]nso}]' Notons que cet anneau est stable sous la derivation ca
dCn = Ln.i.

Un genre particulier de structures est apparu au cours de 1'^laboration de ces pre
grammes. Les esp&ces de la forme F(G) sont d6crites par des appels
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F(G(Ui), G(U2),..., G(Uk)),

mals on peut tout aussi bien consid^rer une structure de la forme
/(^l(L?l)/ ̂ 2(L?2)/ . . . , gkWk)) oil au moins deux structures G( sont non-isomorphes. Nous
nommerons provisoirement ces derni&res structures-mixtes, les structures-mixtes g6n6ra-
lisent les Ejnj, voir [LM]. Comme pour les structures ordinaires, 1'action de Sn sur une
structure-mixte nous donne Ie multi-graphe du type de l'esp6ce k laquelle appartient
celle-ci.

Une autre avenue est d'etablir des liens entre esp^ces provenant de structures ordi-
naires et celles provenant de structures-mixtes: ^ quelle esp^ce appartient une structure
mixte?
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Appendice: exemples de structures.

Les variables sigma et tau contiennent respectivement les permutations o- et T d6-
crites dans la section 4.2. La procedure clLat calcule une dasse lat^rale. La procedure pmin
trouve Ie repr6sentant dans une dasse lat6rale (c'est la permutation qui est la plus petite
dans 1'ordre lexicographique).

# Structure polygone.
P := proc()

local sigma, tau, i,D;
sigma:=permlnd(args);
# D est Ie sous-groupe di6dral.
D: =diedral(nargs);
tau: =pmin(clLat(sigma, D));
sigma:=prod(inv(sigma), tau);
RETURN(evaln(P($('args[sigma[i]]', 'i=l..nargs))))

end;

# Structure de type (L2C3)/Z2 = SS/L (cf. [Yeh])
L^ [1,2,3,4,5], [2/3, 1,4/5], [3, 1/2,4^], [2,1^A4], [3,2,1A4], [1^2A4]»);
S5L := procO

local sigma, tau, i;
if nargsoS then RETURN({}) fi;
sigma:=pennlnd(args);
tau:=pmin(clLat(sigma, L));
sigma:=prod(inv(sigma), tau);
RETURN(evaIn(S5L($('args[sigma[i]]', li=l.. nargs))))

end;


