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Abstract

We consider Young tableaux strictly increasing in rows, weakly increasing in columns.
We show that the number of such tableaux with entries between 1 and n, with p columns
having an odd number of elements and having at most 2k rows, is the product:
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The proof is mainly bijective, using configurations of non-crossing paths.

1 Introduction

Nous considérons des tableaux de Young semi-standard, c’est-a-dire des tableaux de Young dont les

entrées sont dans I’ensemble {1,..,n} et qui sont strictement croissants en lignes et non décroissants

en colonnes. La figure 1 donne un exemple de cette classe de tableaux.
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Figure 1

Gordon [5] a prouvé que le nombre a, , de tels tableaux qui ont au plus ¢ lignes est égal a:

H q+z'+j—1. 1)

An,q = ; A
1gigign tHI -1

Desainte-Catherine et Viennot [3] ont prouvé une formule similaire pour le nombre by ; de

tableaux de Young semi-standard de hauteur bornée par ¢ = 2k ayant toutes leurs colonnes de

hauteur paire:

*Ce travail a été soutenu par le PRC Mathématique-Informatique (CNRS).



- 230 =

bn,2k = : A
1<idisn t 1

Nous présentons ici une troisieme formule de méme type pour le nombre Cn,2k,p de tableaux de
Young semi-standard de hauteur bornée par 2k ayant p colonnes de hauteur impaire:

Cn2kyp = 5 r
14Ty n+2k+p 74
( P ) 1<i<ji<n J

(3)

Ce papier, comme celui de Desainte-Catherine et Viennot [3], est motivé par une question de
Stanley [9] sur I’existence d’une preuve "naturelle” de (1). En effet la formule (1) est obtenue en
posant ¢ = 1 dans le produit donnant la fonction génératrice des partitions planes correspondantes,
formule conjecturée par Bender et Knuth [1] et prouvée par Gordon [5].

Le but de notre travail est de montrer que la méthode utilisée par Desainte-Catherine et
Viennot pour prouver (2) peut étre raffinée pour tenir compte du nombre de colonnes de hauteur
impaire, parametre classique des tableaux de Young, lié aux points fixes des involutions. On
retrouve ainsi a, 2 en sommant les ¢,,2k,» suivant les valeurs possibles de p: a2k = Z;___o Cn,2k,p

2 Bijection entre les configurations de chemins de Dyck

et les tableaux de Young semi-standard

Soit M une matrice symétrique [n] x [n] d’entiers non négatifs. Une suite décroissante extraite
de M est une suite o = (M, ;,, My, j,, ..., M;,;,) de composantes de M telles que pour tout r,
1<r<q-1, M, ., est au Sud-Ouest de M;, ; (i.e. i,41 > i, €t jr41 < jr). La valeur d’une

suite décroissante est la somme de ses éléments M;, ;, + M;, ;, + ... + M;_;.. La profondeur de la

qvjq‘
matrice M est le maximun des valeurs de ses suites décroissantes.

A une matrice symétrique M de profondeur de 2k, on peut associer une involution généralisée:

Up U2 ... Upg
( V1 U2 .. Up ) ()
ou il y a exactement M;; occurences de la paire (z,7) et olt ur < ugy1 et lorsque up = upyy
alors v > vVgy.

On peut facilement remarquer que la longueur de la plus longue sous-suite non croissante de
V1,2, ..., est 2k. Si on considére la valeur du premier élément de toutes les sous-suites non
croissantes de longueur 2k de vy, v, ..., vy, on apellera départ de l’involution la plus petite de ces
valeurs.

On note T, 1, '’ensemble des tableaux de Young semi-standard de hauteur % ayant p colonnes
de hauteur impaire et ses entrées dans {1,2,...,n}. T, notera ’ensemble des tableaux de Lohn

ayant toutes leurs colonnes de hauteur paire.
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Théoreme 1 Knuth 1970 [6] et Burge 1974 [2] Il existe une bijection entre Ty ok, €t len-
semble des matrices symétriques [n] x [n] d’entiers non négatifs ayant une profondeur 2k et p
composantes impaires sur la diagonale principale. De plus, si P € Ty 21, correspond a une matrice
symétrique M et si la 2k*™ case de la premiére colonne de P contient la valeur z, alors l’involution

associée @ M a un départ égal a x.

2.1 Un algorithme d’insertion et d’extraction

L’algorithme d’insertion de Knuth-Robinson-Schensted [6] [7] [8], le "bumping process”, est habi-
tuellement appliqué aux lignes d’un tableau, c’est-a-dire qu’il fait monter dans la ligne supérieure
1’6lément qui est sorti de la ligne en court. Comme nous allons avoir besoin d’insérer un élément
supplémentaire dans un tableau de hauteur 2k sans augmenter la hauteur de celui-ci, nous allons
considerer une variante de 1’algorithme qui consiste & appliquer le "bumping process” sur les
colonnes et non sur les lignes. Ce nouvel algorithme sera appelé INSERT-1.

Sous certaines conditions, cet algorithme permet de faire croitre un tableau de Young semi-
standard d’une case sans changer sa hauteur (2k). Une colonne de hauteur paire inférieure a 2k

aura sa hauteur augmentée d’une unité.
Soit 6T le tableau obtenu en supprimant la premiére colonne d’un tableau semi-standard T.

Voici la description récursive de 1’algorithme INSERT-1 qui consiste a ajouter au tableau T un

élément a.
INSERT-1(T,a)

e Si a est supérieur ou égal a tous les éléments de la premicre colonne alors on ajoute a en

haut de la premiére colonne et on termine.

e sinon z étant le premier élément de la premiere colonne tel que ¢ > a lorsqu’on parcourt

cette colonne de bas en haut, on met a & la place de = et on calcule INSERT-1(8T,z).

On rappelle que, pour les tableaux de Young, nous numérotons les lignes de bas en haut et les

colonnes de gauche a droite.

Théoreme 2 Supposons que l'on insére succesivement x et z'. Supposons aussi que, par rapport a
T, la case supplémentaire de INSERT-1(T,z) soit en position (I,m) et que par rapport a INSERT-
1(T,z), la case supplémentaire de INSERT-1(INSERT-1(T,z),z') soit en position (I',m’). Alors

x>z siet seulement sil > 1 et m<m'.

Preuve: La preuve est totalement symétrique de celle du théoréme équivalent donnée par

Knuth [6] pour ’algorithme classique.m

On appelle ’EXTRACT-1” Dalgorithme, inverse de INSERT-1, qui supprime du tableau T la

case en position (I,m) (I étant la hauteur de la colonne m). Le résultat sera le tableau 7" résultant

et la valeur a qui a été supprimée.
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EXTRACT-1(T,(I,m))
® a «— la valeur contenue dans la case (I,m)

e on supprime de T la case en position (I, m)

e Pour 7 variant de m — 1 & 1 par pas de -1

e  Début

° Soit (I,7) la position de la plus haute case de la i¥™¢ colonne qui contient une valeur
° z telle que = < a,

° on met la valeur a en position (7, 7)

° a—z

° Fin

o T’ est le tableau obtenu et a contient la valeur supprimée

2.2 Bijection entre les tableaux de Young et les empilements semi-

standard

Un chemin de Dyck de longueur 2n est une suite de points (50,81,...,52,) de N x N telle que
s0 = (0,0), sz, = (2n,0) et telle que, pour 0 < i < 2n—1, si 5; = (z,y) alors si11 = (z+ 1,y +1)
(pas Nord-Est) ou s;41 = (z + 1,y — 1) (pas Sud-Est). On peut noter qu’un chemin de Dyck
ne passe jamais au dessous de I’axe des z. Lorsque le point d’arrivée de ce type de chemin n’est
pas sur ’axe des z mais en un point de coordonnées (a,b), on parle alors de facteur gauche d’un
chemin de Dyck de longueur a arrivant & la hauteur b.

Pour un facteur gauche de chemin de Dyck de longueur 2n + 1 ayant comme point d’arrivée
(2n + 1,2p + 1), on définit le point terminal comme le premier sommet qui est sur la droite
d’équation y = —z + 2n + 2, lorsqu’on parcourt le chemin selon les abscisses croissantes. Si les
coordonnées de ce point terminal sont (2n + 2 — A, k), il est bien évident que ’on a la relation
p < h.

Un empilement de k facteurs gauches de chemins de Dyck de longueur [ est un k-uplets
(C1, Ca, ..., Ci) de facteurs gauches de chemins de Dyck vérifiant les deux conditions suivantes:

1. chaque chemin part de (0,0),

2. pour tout j, 1 < j < k— 1, C; est en-dessous de Cjyq, c’est-a-dire que pour toute abscisse
1, 0 < ¢ <[, Pordonnée du #*™ sommet de C; est inférieure ou égale & I'ordonnée du 7¢™¢

sommet de Cj4;.
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Un empilement semi-standard de k facteurs gauches de chemins de Dyck de longueur 2n + 1
et d’arrivée p est empilement de k facteurs gauches de chemins de Dyck de longueur 2n + 1 ou
les k — 1 premiers chemins arrivent au point (2n + 1,1) et ou le k*™® chemin arrive au point
(2n 4+ 1,2p + 1) (cf. figure 2).

2p+1

2n+1

Figure 2.Empilement semi-standard de k facteurs gauches de
chemins de Dyck de longueur 2n+1 et d’arrivée p

Lemme 1 Pour0<p<h <n+1, a un unique empilement semi-standard de k facteurs gauches
de chemins de Dyck de longueur 2n + 1 et d’arrivée p, le k*™ chemin ayant un point terminal de

coordonnées (2n + 2 — h, h), on peut faire correspondre un unique couple (E, R) ou:

o E est un empilement semi-standard de k facteurs gauches de chemins de Dyck de longueur
2n+ 1 et d’arrivée 0 dont le k*™® chemin se termine par un pas Nord-Est suivi de h — 1 pas
Sud-Est,

o R est une partie a p éléments de ’ensemble {1,2,...,h —1}.

Preuve: Le k*™¢ chemin de I’empilement semi-standard des k facteurs gauches de chemins de
Dyck de longueur 2n + 1 et d’arrivée p peut étre divisé en deux parties : une partie est le chemin
allant de (0,0) & (2n +2 — h, k) et autre est le chemin allant de (2n+2—h,h) & (2n +1,2p+1).

En ajoutant les A — 1 pas Sud-Est a la premier partie, on obtient E.

Par ailleurs, commme la seconde partie est un chemin qui posséde p pas Nord-Est et
h—p—1 pas Sud-Est, elle peut étre représentée par R, qui est une partie a p éléments de ’ensemble
{1,2,...,h — 1}, de la facon suivante: -

On numérote les pas du chemin de la seconde partie en ordre croissant de 1 a h — 1, et ensuite,

on prend les numéros des pas Nord-Est.

Inversement, pour un couple (E, R), on supprime les h — 1 dernier pas du k*™ chemin de E,
obtenant ainsi un chemin qui se termine au point (2n +2 — k, k). On peut alors décrire le chemin
allant de (2n +2 — h,h) & (2n +1,2p + 1) en utilisant R de la fagon suivante:
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Pour1<:<h-1,
Si i appartient & R, le 7*™¢ pas est un pas Nord-Est,

Sinon le 7*™¢ pas est un pas Sud-Est.

On obtient donc un empilement semi-standard de k facteurs gauches de chemins de Dyck de
longueur 2n + 1 et d’arrivée p, le k*™¢ chemin ayant (2n 4+ 2 — h,h) comme point terminal (cf.
figure 3). =

K
=T =l =
nnu
w o o

longueur des chemins de Dyck: 2n+1=13
le point terminal: (2n+2-h,h)=(8,6)
R:={1,2,3}

Figure 3. Décomposition du chemin de Dyck et le couple {E,R}

Pour un facteur gauche de chemin de Dyck, on appelle creuz un point qui est a la fois arrivée
d’un pas Sud-Est et origine d’un pas Nord-Est. Un empilement semi-standard de k facteurs
gauches de chemins de Dyck de longueur 2n + 1 sera dit ezact si le k™ chemin possede au moins
un creux, c’est-a-dire s’il n’est pas le chemin constitué de n + 1 pas Nord-Est suivis de n pas
Sud-Est.

Lemme 2 A un empilement semi-standard ezact de k facteurs gauches de chemins de Dyck de
longueur 2n+1 et d’arrivée 0 dont le k*™¢ chemin se termine par un pas Nord-Est suivi de h—1 pas
Sud-Est, on peut faire correspondre de fagon unigue une matrice symétrique [n] x [n] de profondeur

- 2k. De plus Uinvolution associée & cette matrice aura un départ égal d h.
Preuve: On peut construire la matrice en utilisant I’algorithme suivant:

e Début

Initiliser la matrice M a zéro

° Pour p variant de 1 & k

° Début
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o Pour chaque point creux ¢ du p*™¢ chemin
® Début

o soit (z,y) la position de ¢

° te—n+1- @l

o Jen+1- (zzﬂl

° M;—M;+1

° M;; —M;;+1

o Fin

® Fin

e Fin

Il est facile de constater qu’une suite décroissante extraite de la matrice correspond & un
chemin n’empruntant que des pas Nord-Est et Nord-Ouest sur la grille ol est tracé I’empilement.
La valeur de la suite décroissante est égal a deux fois le nombre de points creux rencontrés par le
chemin.

Si on consideére deux facteurs gauches de chemins de Dyck de longueur 2n+1 qui ne se coupent
pas, pour tout creux ¢ du chemin supérieur, il existe un creux ¢’ du chemin inférieur tel que ¢’
puisse étre joint a ¢ par un chemin n’empruntant que des pas Nord-Est et Nord-Ouest. En utilisant
cette remarque de fagon itérative, on vérifie facilement que la profondeur de la matrice est 2k et

que l'involution associée a un départ égal a h. B

Théoréme 3 Il eziste une bijection entre Ty oy, et ensemble des empilements semi-standard

exacts de k facteurs gauches de chemins de Dyck de longueur 2n + 1 et d’arrivée p.

Preuve: Soit E un empilement semi-standard exact de k facteurs gauches de chemins de Dyck

de longueur 2n + 1 et d’arrivée p. Le lemme 1 permet de lui faire correspondre un couple (E, R)
ou: )

e E est un empilement semi-standard exact de k facteurs gauches de chemins de Dyck de

longueur 2n + 1 et d’arrivée 0 dont le k™ chemin se termine par un pas Nord-Est suivi de

h — 1 pas Sud-Est,
e R est une partie & p éléments de ’ensemble {1,2,...,h — 1}.

A E, le lemme 2 permet de faire correspondre une matrice M symétrique [n] x [n] de profondeur

2k. De plus 'involution associée a cette matrice aura un départ égal a h.
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A M, le théoreme 1 fait correspondre un tableau de Young T semi-standard de hauteur 2k
ayant toutes ses colonnes de hauteur paire. De plus T aura h comme valeur dans la 2k®™¢ case de
sa premiere colonne.

Enfin si on insére dans T les p éléments de R (qui sont tous strictement inférieur & h) par
ordre décroissant en utilisant ’algorithme INSERT-1, le théoreme 2 affirme que I’on obtiendra un
tableau de Young semi-standard de hauteur 2k ayant p colonnes de hauteur impaire.

Toutes les étapes de cette preuve étant bijectives, on obtient alors la bijection annoncée. ®

3 Enumération

Dans cette partie, nous allons énumérer les tableaux de Young semi-standard de hauteur bornée
par 2k dont les entrées sont dans {1,2,...,n} ayant p colonnes de hauteur impaire. Le paragraphe
précédent n’étudiait que les tableaux de hauteur exactement 2k et les empilements exacts. Nous
devrons donc nous intéresser ici aux empilements exacts ou non, puisque 1’absence de creux sur le
chemin supérieur indique que le tableau correspondant sera de hauteur paire strictement inférieure
a 2k.

3.1 Déterminants de la matrice des nombres de Delannoy

On considére la matrice infinie A construite a partir des nombres de Delannoy (ou "ballot num-

bers”):

A= ( Ui g )
Y /i>0,520

ol si 7 et j sont méme parité et si ¢ > j, alors a;; = (j+1) (—,_tTl";'(,—__—l—F, et a;; = 0 sinon.
2 N2 W

a1 Q2 ... QO

Br Bz . B

a; < ...<aiet 0< B < By < ... < B sont respectivements les indices des lignes et des colonnes

On note A (

) le déterminant formé par le mineur extrait de A, ou 0 < a3 <

du mineur.

Le terme (i,j) de la matrice A est le nombre de facteurs gauches de chemins de Dyck allant
du point de coordonnées (ar — @;,0) au point de coordonnées (ay, B;) ou également le nombre de
facteurs gauches de chemins de Dyck allant de (0,0) a (e, ;).

Une configuration de £ facteurs gauches de chemins de Dyck ne se coupant pas est un k-uplet
(C4,Cy, ..., Cy) de facteurs gauches de chemins de Dyck vérifiant les deux conditions suivantes:

1. pour toute paire de chemins (C;,C;), 1 <i < j <k, C; et C; n’ont aucun point en commun,

2. pour 1 <37 < k, C; relie le point (a;,0) au point (a,b;) avec 0 < ar < ap—1 < ...<ay < aet
0<h <b<... <. :
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En utilisant la méthodologie de Gessel et Viennot [4], le déterminant A ( ;l ;2 Cﬂvk )
1 B2 o Bk

peut étre interprété comme le nombre de configurations de k facteurs gauches de chemins de Dyck
ne se coupant pas, le chemin i, 1 < ¢ < k, reliant le point (o — @;,0) au point (e, 5;).
2n+1 2n+4+3 ... 2n+2k -1

Notons D,, ; le déterminant A
1 3 2k — 1

Dy compte les configurations de k chemins de Dyck ne se coupant pas ou le :*™® chemin,
1 < i < k, relie le point (2k — 2¢,0) au point (2n + 2k — 1,2i — 1) (cf. figure 4). Pour une
configuration de cet ensemble, si on translate le i*™¢ chemin, 1 < i < k, de 2k — 2 pas vers I’Ouest
et de 2¢ — 2 pas vers le Sud apres lui avoir supprimé 2: — 2 pas Nord-Est au début, on obtient un
empilement semi-standard de k facteurs gauches de longueur 2n+1 et d’arrivée 0.

Donc D, compte aussi les empilements semi-standard de k facteurs gauches de chemin de

Dyck de longueur 2n+1 et d’arrivée 0.

2k-1
|
| |
| i 2k-3
| |
|
| 3
1
2n+1
2n+3
2n+42k-1

Figure 4

2n+1 ... 2n+2k-3 2n+2k -1
1 .. 2k-3 2%+2p-1)

De méme, on niote D, , le déterminant A (

D, kp compte donc les configurations de k chemins de Dyck ne se coupant pas ou le ié(;’“
chemin, 1 < i < k —1, relie le point (2k — 24,0) au point (2n 4+ 2k —1,2: — 1) et ou le k*™ chemin
relie le point (0,0) au point (2n + 2k — 1,2k + 2p — 1) (cf. figure 5). Pour les mémes raisons que
ci-dessus, Dy, compte aussi les empilements semi-standard de & facteurs gauches de chemin de

Dyck de longueur 2n+1 et d’arrivée p.
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Pour calculer la valeur de D, ,, nous allons utiliser des déterminants de Hankel de nombres
de Catalan et I'interprétation combinatoire du qd-algorithme donnée par Viennot [10].

2k+2p-1, (p = 2)
(p=1)
/\ (»=0)
A
| | 2k-3
| |
| |
|
| 3
1
) on+1
2n+3 i
2n42k-1 -
Figure 5

3.2 Déterminants de Hankel et nombres de Catalan

Soit g = {fn}n>0 une suite des nombres réels. On considere la matrice infinie H(p) = (fiy;)o<i ;-

Un déterminant de Hankel est un mineur de H(x). Un tel déterminant sera noté

ﬂlv ﬂZa ssy ;Bk

indices respectifs des lignes et colonnes du mineur extrait.

o, gy ..., Q@ .
H( lp B2y e TR en désignant par 0 < oy < ap < ... < ar et 0 < By < B2 < ... < By les

Nous allons prendre comme suite x la suite des nombres de Catalan C = {Cp}n50, ot Cp, est

le m®™¢ nombre de Catalan m!(27;“+!1)!.

On note H, ,(C) le déterminant de Hankel tiré de H(C):
H(n+1 n+2. n+k-1 n+k)

n+l n4+2.. n+k—-1 n+k+p
Comme dans la section précédente, on peut interpréter H, s ,(C') comme un nombre de config-

urations de chemins de Dyck en utilisant le théoréme de Gessel et Viennot [4]. Plus précisément,
H, 1»(C) est égal au nombre du k-uplets (w;,ws, ..., w;) de facteurs gauches de chemins de Dyck
deux a deux disjoints tels que pouri, 1 <¢ < k-1, w; relie (—n—2i+1,0) & (n+2i —1,0) et wy



- 239 =

relie (—n — 2k 42,0) a (n +2k +2p—2,0). Pour 1 <: < k—1, w; a une longueur de 2n + 4i — 2
et wy a une longueur de 2n + 4k + 2p — 2 (cf. figure 6).

On le notera H, x(C) le déterminant H, 0(C). On peut vérifier facilement que H, 1(C) = Dy
en se reportant aux configurations qu’ils énumeérent.

Pour calculer H,,(C), nous allons nous ramener a des configurations plus simples & énumérer
en contractant les configurations de départ suivant la technique du qd-algorithme présentée par
Viennot [10].

3.3 qd-algorithme et calcul de déterminant

Nous allons rappeler les grandes lignes de l'interprétation combinatoire de la qd-transformation
que ’on trouvera décrite en détail dans Viennot [10].
Soit r = {ry}i>1 une suite de réels. Cette suite permet de valuer les pas élémentaires d’un

chemin de Dyck w = (so, $1, ..., S2,) de la fagon suivante:
e un pas Sud-Est allant du niveau k au niveau k — 1, 1 < k < n, est valué ry,

e un pas Nord-Est est valué 1.

La valuation V(w) du chemin est alors le produit des valuations de ses pas élémentaires
Ioci<zn-1 V(si; siy1). On peut ainsi définir la fonction génératrice s(t;r) = 3,50 bat™ olt by
est égal & 3o |y=2n V().

La suite 7' = {r\}i>1 est la qd-transformée de la suite r (pour simplifier, v = qd(r)) si
s(t;r) =1+ rits(t;r').

On peut calculer v’ a partir de r, en utilisant la régle du losange (”Rhombus rules”):

Poks1 + Taks2 = Top + Topyg,

! A
T2kT2k+1 = Top_1T2k"

On peut donc calculer le coefficient de " dans la série s(¢;7) en calculant les valuations de tous
les chemins de Dyck de longueur 2n — 2 (en utilisant r’) ou en calculant les valuations de tous les
chemins de Dyck de longueur 2n (en utilisant r). L’utilisation de r' permet donc de contracter de
deux pas les chemins a calculer.

Le qd-algorithme est obtenu en appliquant une suite de qd-transformations & une suite de
départ r = {r{¥ }is1. Pour n > 0, r("*1) est obtenu & partir de 7™ par r("*1) = ¢d(r(")) en notant
r™ la suite {r{" b1

On constate alors que s(¢;7) = 1 4+ 3,51 ([Tocj<n—1 rgj))t"

et donc que by = [Tocjcn—1 r¥). On peut aussi vérifier que s(t;r™) = Tk>0 b—’;;&'ltk.

Dans notre cas, nous allons utiliser comme suite {r} la suite {1} dont tous les éléments sont

égaux a 1. On peut alors établir que r{P) = = +§:)?:I;k 7 et rg’,;)ﬂ = (:E:Igi:m:izf?

Notons C(™ la suite {C,-(")},-ZO et C™ le nombre Cyyy.
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Dans ce cas, toujours selon [10], si on applique n + 1 qd-transformations aux configurations de
chemins associées & H, x,(C), on obtient les relations:

Hup(C) = Ho1p(CT™*Y) (5)

Hn+1,k,p(c) = HO,k,p(C(n+1)), (6)

et si on note '™ la suite {-C_Sn)},-zo ol C’—,(-n) = i) Chs
on obtient aussi:

Hopp(C) = (Coa) Hor o p (T (7)

Hoy14(C) = (Crtr)* HooCT"Y). 8)

H _1,k,p(5(n+l)) peut étre interprété comme le nombre de configurations de k-uplets
(w1, w2, ..., wy) de chemins de Dyck deux a deux disjoints tel que, pour 1 < ¢ < k — 1, w; relie
(2—2:,0) & (—2+ 2¢,0) et wy relie (2 — 2k,0) a (—2 + 2k +2p,0). On peut les considerer comme
des configurations contractées de 2n + 2 pas, mais ayant des poids différents sur les pas unitaires
(donnés par r("+1) (cf. figures 7 et 8).

2n+4-4k-2
2n+4k+2p-2

Figure 6
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k=5
p=2
4k-4 2p
Figure 7
k=5
p=2
4k-2 2p
Figure 8

Dans le cas oll p est égal a zéro, il n’y a qu’une configuration de chemin possible pour
H_l,k(U(nH)). La valuation de cette configuration a été calculée par Desainte-Catherine et Vien-
not [3]:

T2k-3 Tok—

— H 2k+2'+j. (9)

1gi<jen D

.Dn,k = Hn,k(C) — (Cn+1)kH_1,k(U(n+l)) s (Cn+l)k(r§n+1)rgn+l))k—1m( (n+1) (n+;))

Mais, dans le cas général ou p # 0, il y a plusieurs configurations pour H-l,k,p(-C'-("'H)),

S € 5 : = k+2:)(2n+2k+21
Théoréme 4 Ho,y(C) est égal & Dy TTi) Eettiamtzesain)
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Preuve:
Hpxo(C
Notons ank,, le rapport #}%

Snt1)
Nous avons vu ci-dessus que ce rapport se réduit a ok, = %ﬁfg—"“ﬁ
—1,k
Alors a1 (T4 2 r (n+l)) Yo V(w), |
ou la sommation est prise sur tous les chemins de Dyck allant de (0,2k —2) & (2k — 2 + 2p,0),
un pas Sud-Est allant du niveau k au niveau k — 1 étant valué r,(cn+1).

Pour la méme raison,

S(nt2) S(nt1)

Qnt1, k,p(l'[fffl r("“)) =Y., V(w) = B, "“’(f(,,“) ) (C,,“) , ol la sommation est prise
H_x(C° ) H (@)

sur tous les chemins de Dyck allant de (0, 2%k — 1) a (2k - "1 + 2p,0), un pas Sud-Est allant du

niveau k au niveau k — 1 étant valué r,(c""' ),

Pour calculer la valuation d’un chemin de Dyck de longueur 2k + 2p — 2 allant de (0, 2k - 2)
a (2k — 2 + 2p,0), nous allons considérer le premier pas de ce chemin:

1. soit le chemin commence par un pas Nord-Est valué 1, suivi par un chemin de longueur
2k + 2p — 3 allant de (1,2k — 1) a (2k — 2 + 2p, 0),

. . ) 2 1 W s .
2. soit le chemin commence par un pas Sud-Est valué ré’,’cz), suivi par un chemin de longueur

2k + 2p — 3 allant de (1,2k — 3) a (2k — 2 + 2p, 0).

On suppose, par hypothése de récurrence sur [/, que la la somme des valuations des chemins de

Dyck allant de (0,2h + 1) & (2! +1,0), un pas Sud-Est allant du niveau k au niveau k — 1 étant

(n+1) I=h—1 (2h+2i42)(2n+2h+2i+5) (12h+1 (n+1)
valué r; "/ est égale a: [T;2g (1) 2htitd) [ rs -

Pour la premiére classe de chemins, la somme des valuations est donc

Hp—z (2k+2i)(2n+2k+2i+3)( 2k—-1 r(n+1)
1=0  (i+1)(n+2k+i+2) J=1

;') et pour la deuxieme classe

(n+1) I-Ip -1 (2k+2i—2)(2n+2k+21+1)(H2k -3 (n+1))
i=0 (i+1)(n+2k+1)
La valuation cherchée est donc la somme des deux valuations:
-2 (2k+28)(2n+2k+2i+3 ke +1 +1 —1 (2k+2i—2)(2n+2k+2i+1 k— +1
H?—O E (1+1ggn12k+1+12) )(H?_ll r(" )) + (Z 2) f=0 ( (z+lg£n:-l2.k+i) . )(H2_13T§" ))
sz_z (n+1)((2n+2k+1)(2n+2k+2) l—[p—2 (2k+217)(2n+2k+2i+3) + I-Ip—l (2k—2+2i)(2n+2k+21+1))
J=1 (n+2k)(n+2k+1) 1=0  (i4+1)(n+2k+i+2) =0 (54+1)(n+2k+z)
= Hz -2 (n+1) Hp—l (2k+24)(2n+2k+2i+1)
1=0  (i+1)(n+2k+i+1)
2k—2 (n+l)

Or cette Valuatlon est aussi égale & oy pk [1527"7;

Pour les longueurs impaires, la démonstration est identique, I’hypothese de récurrence étant
que la somme des valuations des chemins allant de (0,2h + 2) a (2] + 2,0), un pas Sud-Est allant
du niveau k au niveau k—1 étant valué r,(c"“), est égale a: []'2a? (2htiﬁfﬁ)n(i’;ti’:_l‘t:;+5) Hfﬁ*f (n+1)
On obtient donc: )

Hn1k1p(0) = ank(C)an)pvk = Dnvkanvp)k' L

Theoreme 5 Dy p est égal a Dy IT55, (1—_*_1127’3—'_%’;—#)_,_—1)



- 243 -

Preuve:

Si on remarque qu’une configuration comptée par Hyx,(C) est un couple formé par une con-
figuration comptée par Dpx1, 0 < I < p, et un facteur gauche de chemin de Dyck de longueur
2k + 2p — 1 reliant (0,0) & (2k + 2p — 1,2k + 2] — 1), on obtient la relation:

Hp i p(C) = Tho @ak+2p-1,2k+2-1Dn k-
Connaissant H,x,(C) et, par hypothése de récurrence, les Dy, pour 0 < [ < p, on peut

calculer D, , par la relation:

-1 (2k+20)(2k+2p-1)!
Dn,k,P = 'n,k,p( ) ZP ( (2k+3&-1)j(-pf-l)l') Dn,k,l

Si ’on suppose que Dy x; = Dyn i [Ti23 (#12)%1(——-;22*_');_1—), il suffit de vérifier I'idendité:

p=1 _ (2k+i)(n—i)  _ -1 (2k4+2i)(2n+2k+2i+1)  —p-1 (2k+21)(2k+2p—-1)‘n (2k+1)(n—1) (10)
1=0 (i+1)(n+2k+i+1) — 115=0  (i+1)(n+2k+i+1) =0  (2k+p+1)!(p-1)! t=0 (i+1)(n+2k+i+1) ?

La vérification de I’égalité (10) peut facilement étre faite avec I’aide du systeme de calcul formel

Maple. =

Avec les cinq théorémes précédents, on peut alors établir le résultat annoncé:
Sope (G)(x 2k+it]
Théoréme 6 Dnrp = Co2kp = “Farwiry [licicicn —igg
= 4
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