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Abstract

We consider Young tableaux strictly increasing in rows, weakly increasing in columns.
We show that the number of such tableaux with entries between 1 and ra, with p columns
having an odd number of elements and having at most 2k rows, is the product:

(:)(2k+r1) i
(n+2;+p) Hl^K^n i+7 .

The proof is mainly bijective, using configurations of non-crossing paths.

1 Introduction

Nous considerons des tableaux de Young semi-standard, c'est-a-dire des tableaux de Young dont les
entrees sent dans 1'ensemble {1, .., n] et qui sont strictement croissants en lignes et non decroissants
en colonnes. La figure 1 donne un exemple de cette classe de tableaux.

4 |5

Figure 1

Gordon [5] a prouve que Ie nombre an, q de tels tableaux qui out au plus q lignes est egal a:

a/. = n 9+'+-?'~1.a^g= 11 i+i-l 'K'<J<" ' ~T J ~~

Desainte-Catherine et Viennot [3] out prouve une formule similaire pour Ie nombre &n, 2A de
tableaux de Young semi-standard de hauteur bornee par q = 2k ayant toutes leurs colonnes de
hauteur paire:

*Ce travail a etc soutenu par Ie PRC Mathematique-Informatique (CNRS).
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bn,2k= H
1<»<J<"

2k+i+j
i+J ' (2)

Nous presentons ici une troisieme formule de meme type pour Ie nombre Cn^k,p de tableaux de
Young semi-standard de hauteur bornee par 2k ayant p colonnes de hauteur impaire:

fn\(lk+p-\>
JP_^_cn-2fc-P = '7"-^2A-^p^

p ' r) Ki<3<n

2k+i+j
Z+J (3)

Ce papier, comme celui de Desainte-Catherine et Viennot [3], est motive par une question de
Stanley [9] sur 1'existence d'une preuve "naturelle" de (1). En efFet la formule (1) est obtenue en
posant g=l dans Ie produit donnant la fonction generatrice des partitions planes correspondantes,
formule conjecturee par Bender et Knuth [1] et prouvee par Gordon [5].

Le but de notre travail est de montrer que la methode utilisee par Desainte-Catherine et
Viennot pour prouver (2) peut etre raffinee pour tenir compte du nombre de colonnes de hauteur
impaire, parametre classique des tableaux de Young, lie aux points fixes des involutions. On

retrouve ainsi a^k en sommant les Cn^k,p suivant les valeurs possibles de p: On^k = E^=o cn, 2A,p.

2 Bijection entre les configurations de chemins de Dyck
et les tableaux de Young semi-standard

Soit M une matrice symetrique [n] x [n] d'entiers non negatifs. Une suite decroissante extraite
de M est une suite cr = (^,^, M,, j,,..., M,,j ) de composantes de M telles que pour tout r,
l<, r<q-l, M,-^ij^i est au Sud-Ouest de M,^ (i.e. ir+i ̂  ir et ̂ +1 < ^). La valeur d'une
suite decroissante est la somme de ses elements M^, ^ + M^j, + ... + M,,, ^. La profondeur de la
matrice M est Ie maximun des valeurs de ses suites decroissantes.

A une matrice symetrique M de profondeur de 2k, on peut associer une involution generalisee:

(4)Ul U2 ...

Vl U2 ...

ou il y a exactement M,, j occurences de la paire {i, j) et ou Uk < UA+I et lorsque Uk = Ufc+i
alors Vk ̂  Ufc+i.

On peut facilement remarquer que la longueur de la plus longue sous-suite non croissante de
ui, U2,..., Vm est 2A-. Si on considere la valeur du premier element de toutes les sous-suites non
croissantes de longueur 2k de ui, U2i ... iVm, on apellera rfepar^ de I'involution la plus petite de ces
valeurs.

On note Tn, /i,p 1'ensemble des tableaux de Young semi-standard de hauteur h ayant p colonnes
de hauteur impaire et ses entrees dans {1, 2, ..., n}. Tn, h notera 1'ensemble des tableaux de Tn, h,p
ayant toutes leurs colonnes de hauteur paire.
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Theoreme 1 Knuth 1970 [6] et Burge 1974 [2] II existe une bijection entre Tn, 2k,p et I'en-
semble des matrices symetriques [n] x [n] d'entiers non negatifs ayant une profondeur 2k et p
composantes impaires sur la diagonale principale. De plus, si P   Tn, 2fc, p correspond a une matrice
symetrique M et si la 2keme case de la premiere colonne de P contient la valeur x, alors I'involution
associee a M a un depart egal a x.

2. 1 Un algorithme d'insertion et d'extraction
L'algorithme d'insertion de Knuth-Robinson-Schensted [6] [7] [8], Ie "bumping process", est habi-
tuellement applique aux lignes d'un tableau, c'est-a-dlre qu'il fait monter dans la ligne sup^rieure
1'element qui est sort! de la ligne en court. Comme nous allons avoir besoin d'inserer un ̂ l^ment
supplementaire dans un tableau de hauteur 2k sans augmenter la hauteur de celui-ci, nous allons
considerer une variante de 1'algorithme qui consiste a appliquer Ie "bumping process" sur les
colonnes et non sur les lignes. Ce nouvel algorithme sera appele INSERT-1.

Sous certaines conditions, cet algorithme permet de faire croitre un tableau de Young semi-
standard d'une case sans changer sa hauteur (2k). Une colonne de hauteur paire inferieure a 2k
aura sa hauteur augmentee d'une unite.

Soit 8T Ie tableau obtenu en supprimant la premiere colonne d'un tableau semi-standard T.
Void la description recursive de 1'algorithme INSERT-1 qui consiste a ajouter au tableau T un
element a.

INSERT-l(T, a)

. Si a est superieur ou egal a tous les elements de la premiere colonne alors on ajoute a en
haut de la premiere colonne et on termine.

. sinon x etant Ie premier element de la premiere colonne tel que a; > a lorsqu'on parcourt
cette colonne de bas en haut, on met a a la place de x et on calcule INSERT-l(^T, a-).

On rappelle que, pour les tableaux de Young, nous numerotons les lignes de bas en haut et les
colonnes de gauche a droite.

Theoreme 2 Supposons que I'on insere succesivement x et x[. Supposons aussi que, par rapport d
T, la case supplementaire de INSERT-l(T, x) soit en position (l, m) et que par rapport a INSERT-
l(T, x), la case supplementaire de INSERT-l(INSERT-l(T, x),x') soit en position (V, mf). Alors
x > x' si et seulement si I >l' et m < m'.

Preuve: La preuve est totalement symetrique de celle du theoreme equivalent donn^e par
Knuth [6] pour 1'algorithme classique.n

On appelle "EXTRACT-1" 1'algorithme, inverse de INSERT-1, qui supprime du tableau T la
case en position (/, m) (/ etant la hauteur de la colonne m). Le resultat sera Ie tableau T' resultant
et la valeur a qui a etc supprimee.
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EXTRACT-l(T, (/, m))

. a <- la valeur contenue dans la case (/, m)

. on supprime de T la case en position (/, m)

. Pour i variant de m- 1 al par pas de -1

. Debut

. Soit (/', i) la position de la plus haute case de la ieme colonne qui contient une valeur

. x telle que x < a,

. on met la valeur a en position (//, i)

Fin

. T' est Ie tableau obtenu et a contient la valeur supprimee

2.2 Bijection entre les tableaux de Young et les empilements semi-
standard

Un chemin de Dyck de longueur 2n est une suite de points (so, Si,..., s-2n) de N x N telle que
SO = (0, 0), S2n = (2n, 0) et telle que, pour 0<? < 2n-l, si s. = (a-, y) alors 5,+i = (a-+ l, y + 1)
(pas Nord-Est) ou 5,+i = (x+l, y-1) (pas Sud.Est). On peut noter qu'un chemin de Dyck
ne passe jamais au dessous de 1'axe des x. Lorsque Ie point d'arrivee de ce type de chemin n'est
pas sur 1'axe des x mais en un point de coordonnees (a, 6), on parle alors de facteur gauche d'un
chemin de Dyck de longueur a arrivant a la hauteur b.

Pour un facteur gauche de chemin de Dyck de longueur 2n + 1 ayant comme point d'arrivee
(2n + l, 2p + 1), on definit Ie point terminal comme Ie premier sommet qui est sur la droite
d'^quation y = -x+2n+2, lorsqu'on parcourt Ie chemin selon les abscisses croissantes. Si les
coordonnees de ce point terminal sont (2n + 2 - h, h), il est bien evident que 1'on a la relation
p<h.

Un empilement de k facteurs gauches de chemins de Dyck de longueur / est un k-uplets
(d, C'2,..., Ck) de facteurs gauches de chemins de Dyck verifiant les deux conditions suivantes:

1. chaque chemin part de (0, 0),

2. pour tout j, l <j <k-l, Cj est en-dessous de C'j+i, c'est-a-dire que pour toute abscisse
i, 0 <i < I, 1'ordonnee du ieme sommct de Cj est inferieure ou egale a 1'ordonnee du ieme
sommet de Cj^. i.



- 233 -

Un empilement semi-standard de k facteurs gauches de chemins de Dyck de longueur 2n + 1
et d'arrivee p est empilement de k facteurs gauches de chemins de Dyck de longueur 2n + 1 ou
les A; - 1 premiers chemins arrivent au point (2n + 1»1) et ou Ie keme chemin arrive au point
(2n +l, 2p+ 1) (cf. figure 2).

2p+l

2n+l

Figure 2. Empilement semi-standard de k facteurs gauches de
chemins de Dyck de longueur 2n+l et d arrivee p

Lemme 1 Pour Q<p<h<, n-\-\, a un unique empilement semi-standard de k facteurs gauches
de chemins de Dyck de longueur 2n+l et d'arrivee p, Ie ktme chemin ayant un point terminal de
coordonnees (2n + 2 - /i, ft), ora pent faire correspondre un unique couple {E, R) ou:

. E est un empilement semi-standard de k facteurs gauches de chemins de Dyck de longueur
2n + 1 et d'arrivee 0 dont Ie keme chemin se termine par un pas Nord-Est suivi de h-1 pas
Sud-Est,

. R est une partie d p elements de I'ensemble {1, 2,..., h - 1}.

Preuve: Le kime chemin de 1'empilement semi-standard des k facteurs gauches de chemins de
Dyck de longueur 2n + 1 et d'arrivee p peut etre divise en deux parties : une partie est Ie chemin
allant de (0, 0) a (2n+2 - A, h) et 1'autre est Ie chemin allant de (2n + 2 - h, h) a (2n + 1, 2p + 1).

En ajoutant \es h-1 pas Sud-Est a la premier partie, on obtient E.
Par ailleurs, commme la seconde partie est un chemin qui possede p pas Nord-Est et

h-p- 1 pas Sud-Est, elle peut etre representee par R, qui est une partie a p elements de 1'ensemble
{1, 2,..., h - 1}, de la fa^on suivante: .

On numerote les pas du chemin de la seconde partle en ordre croissant de 1 aA-1, et ensuite,
on prend les numeros des pas Nord-Est.

Inversement, pour un couple {E, R), on supprime les /i - 1 dernier pas du kme chemin de E,
obtenant alnsi un chemin qui se termine au point (2n + 2 - /i, h). On peut alors decrire Ie chemin
allant de (2n +2- h, h) a (2n + l, 2p+ 1) en utilisant R de la fagon suivante:
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Pour l<, i<h-l,
Si i appartient a R, Ie ieme pas est un pas Nord-Est,
Sinon Ie ieme pas est un pas Sud-Est.

On obtient done un empilement semi-standard de k facteurs gauches de chemins de Dyck de
longueur 2n + 1 et d'arrivee p. Ie keme chemin ayant (2n + 2 - /i, h) comme point terminal (cf.
figure 3). .

^^

M^
^T\

\M

^

zs

^

7N

n = 6
h=6
p=3

longueur des chemins de Dyck: 2n+l=13
Ie point terminal: (2n+2-h, h)=(8, 6)

R= {1, 2,3}

Figure 3. Decomposition du chemin de Dyck et Ie couple {E,R}

Pour un facteur gauche de chemin de Dyck, on appelle creux un point qui est a la fois arrivee
d'un pas Sud-Est et origine d'un pas Nord-Est. Un empilement semi-standard de k facteurs
gauches de chemins de Dyck de longueur 2n + 1 sera dit exact si Ie keme chemin possede au mains
un creux, c'est-a-dire s'il n'est pas Ie chemin constitue de n + 1 pas Nord-Est suivis de n pas
Sud-Est.

Lemme 2 A un empilement semi-standard exact de k facteurs gauches de chemins de Dyck de
longueur 2n+l et d'arrivee 0 dont Ie keme chemin se termine par un pas Nord-Est suivi de h-1 pas
Sud-Est, on peutfaire correspondre de fagon unique une matnce symetrique [n] x [n] de profondeur
2k. De plus I'involution associee d cette matrice aura un depart egal d h.

Preuve: On peut construire la matrice en utilisant 1'algorithme suivant:

. Debut

. Initiliser la matrice M a zero

. Pour p variant de 1 a k

Debut
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. Pour chaque point creux c du peme chemin

. Debut

. soit (a;, y) la position de c

. i^n+1-^-

. j^-n+l-^

. M;,, ̂ - M. j + 1

. M,, <- M,-,, + 1

Fin

Fin

. Fin

II est facile de constater qu'une suite decroissante extraite de la matrice correspond a un
chemin n'empruntant que des pas Nord-Est et Nord-Ouest sur la grille ou est trace 1'empilement.
La valeur de la suite decroissante est egal a deux fois Ie nombre de points creux rencontres par Ie
chemin.

Si on considere deux facteurs gauches de chemins de Dyck de longueur 2n +1 qui ne se coupent
pas, pour tout creux c du chemin superieur, 11 existe un creux d du chemin inferieur tel que c/
puisse etre joint a c par un chemin n'empruntant que des pas Nord-Est et Nord-Ouest. En utilisant
cette remarque de fa^on iterative, on verifie facilement que la profondeur de la matrice est 2k et
que 1 involution associee a un depart egal a A. n

Theoreme 3 // existe une bijection entre Tn,2k,p et I'ensemble des empilements semi-standard
exacts de k facteurs gauches de chemins de Dyck de longueur 2n + 1 et d'arrivee p.

Preuve: Soit E un empilement semi-standard exact de k facteurs gauches de chemins de Dyck
de longueur 2n + 1 et d'arrivee p. Le lemme 1 permet de lui faire correspondre un couple (jB, R}
ou:

. E est un empilement semi-standard exact de k facteurs gauches de chemins de Dyck de
longueur 2n + 1 et d'arrivee 0 dont Ie k m  chemin se termine par un pas Nord-Est suivi de
h-1 pas Sud-Est,

. R est une partie a p elements de I'ensemble {1, 2,..., h- 1}.

A E, Ie lemme 2 permet de faire correspondre une matrice M symetrique [n] x [n] de profondeur
2k. De plus 1'involution associee a cette matrice aura un depart egal a h.
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A Af, Ie theoreme 1 fait correspondre un tableau de Young T semi-standard de hauteur 2k
ayant toutes ses colonnes de hauteur paire. De plus T aura h comme valeur dans la 2fcsme case de
sa premiere colonne.

Enfin si on insere dans T les p elements de R (qui sont tous strictement inferieur a h) par
ordre decroissant en utilisant 1'algorithme INSERT-1, Ie theoreme 2 affirme que 1'on obtiendra un
tableau de Young semi-standard de hauteur 2k ayant p colonnes de hauteur impaire.

Toutes les etapes de cette preuve etant bijectives, on obtient alors la bijection annoncee. .

3 Enumeration

Dans cette partie, nous aliens enumerer les tableaux de Young semi-standard de hauteur bornee
par 2k dont les entrees sont dans {1, 2,..., n} ayant p colonnes de hauteur impaire. Le paragraphe
precedent n'etudiait que les tableaux de hauteur exactement 2k et les empilements exacts. Nous
devrons done nous interesser ici aux empilements exacts ou non, puisque 1'absence de creux sur Ie
chemin superieur indique que Ie tableau correspondant sera de hauteur paire strictement inferieure
a. 2k.

num-

3. 1 Determinants de la inatrice des nombres de Delannoy

On considere la matrice infinie A construite a partir des nombres de Delannoy (ou "ballot
bers"):

A = ( ai^ )i>0j>0
ou si i et j sent meme parite et si i ^ j, alors a, j = (j+1) ,, +j ,,,, /, =TT;, et CE, J = 0 sinon.

2 T*/'^ 2 /.

On note A | " " " I Ie determinant forme par Ie mineur extrait deA, ou 0 ^ ai <
Pl ,32 ... Pk I ^ -- - ^ - - - ^.., ^._

a'2 < ... <o'fc et 0</?i </?2 < ... < )3fc sont respectivements les indices des lignes et des colonnes
du mineur.

Le terme (i,j) de la matrice A est Ie nombre de facteurs gauches de chemins de Dyck allant
du point de coordonnees {ock - Q'nO) au point de coordonnees (ak, Pj) ou egalement Ie nombre de
facteurs gauches de chemins de Dyck allant de (0, 0) a (a,, /3j).

Une configuration de k facteurs gauches de chemins de Dyck ne se coupant pas est un k-uplet
(d, C'2,..., C'/;) de facteurs gauches de chemins de Dyck verifiant les deux conditions sulvantes:

1. pour toute paire de chemins ((7,, Cj), TL <^i <j <^k, d et Cj n'ont aucun point en commun,

2. pour 1 <:i ̂  k, C{ relie Ie point (ai, 0) au point (a, 6, ) avec 0 < aj,. < afc-i < ... <ai <a et
0<&i < &2 < ... < h-



237 -

En utillsant la methodologie de Gessel et Viennot [4], Ie determinant A
^1 (^2 ... A

peut etre interprete comme Ie nombre de configurations de k facteurs gauches de chemins de Dyck
ne se coupant pas, Ie chemin i, l <i <k, reliant Ie point {ctk - Ctift) au point (Qi, ^-).

,.. "":_-_.. f 2n+1 2n+3 ... 2n+2fc-l
'n,k

Dn, k compte les configurations de k chemins de Dyck ne se coupant pas ou Ie ieme chemin,
1 <i <: k, relie Ie point (2k - 2z, 0) au point (2n + 2k - l, 2i - 1) (cf. figure 4). Pour une
configuration de cet ensemble, si on translate Ie ieme chemin, 1 <i < k, de2k-2 pas vers 1'Ouest
et de 2i - 2 pas vers Ie Sud apres lui avoir supprime 2i - 2 pas Nord-Est au debut, on obtient un
empilement semi-standard de k facteurs gauches de longueur 2n+l et d'arrivee 0.

Done Dn,k compte aussi les empilements semi-standard de k facteurs gauches de chemin de
Dyck de longueur 2n+l et d arrivee 0.

2k-l

2k-3

3

1

2n+l

2n+3

2n+2k-l

Figure 4

De meme, on note Dn, k,p Ie determinant A
r

eme

2n+2k-3 2n+2k-l

2k-3 2k+2p-l

Dn, k,p compte done les configurations de k chemins de Dyck ne se coupant pas ou Ie ic
chemin, 1 <i < k-1, relie Ie point (2k - 2i, 0) au point (2n +2k-l, 2i- 1) et ou Ie keme chemin
relie Ie point (0, 0) au point (2n +2k -1, 2k +2p- 1) (cf. figure 5). Pour les memes raisons que
ci-dessus, Z?n, fe, p compte aussi les empilements semi-standard de k facteurs gauches de chemin de
Dyck de longueur 2n+l et d'arrivee p.
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Pour calculer la valeur de Dn,k,p, nous aliens utiliser des determinants de Hankel de nombres
de Catalan et 1'interpretation combinatoire du qd-algorithme donnee par Viennot [10].

2k+2p-l , (p = 2)

(p=l)

(p=0)
2k-3

3

1

2n+l

2n+3

2n+2k-l

Figure 5

3. 2 Detenninants de Hankel et nombres de Catalan

Soit ̂  = {/^n}n^o une suite des nombres reels. On considere la matrice infinie H(p.) = (/^, 4-j)o<ij.
Un determinant de Hankel est un mineur de -ff(/<). Un tel determinant sera note

0'!, 0'2, 0'fc
-^ I '^1 "^ ' ' "^ I en designant par 0^o'i <«2 < ... <o'fc etO ^ /?i <^2 < ... < /?fc les

indices respectifs des lignes et colonnes du mineur extrait.
Nous aliens prendre comme suite p, la suite des nombres de Catalan C = {Cn}n>o, ou Cm est

Ie meme nombre de Catalan _^m][.

H

m!(m+l)!"

On note Hn, k,p{C) Ie determinant de Hankel tire de H{C):
n+1 n+2... n+k-1 n+k

n + 1 n+2... n+k-1 n+k+p
Comme dans la section precedente, on peut interpreter H. n, k,p{C} comme un nombre de config-

urations de chemins de Dyck en utilisant Ie theoreme de Gessel et Viennot [4]. Plus precisement,
Hn,k,p{C} est egal au nombre du k-uplets (wi, u;2, ..., WA;) de facteurs gauches de chemins de Dyck
deux a deux disjoints tcls que pour i, 1 ^t ^ fc-1, w; rclie (-n -2z+ 1, 0) a (n + 2i - 1, 0) et Wk
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relie (-n - 2k +2, 0) a (n +2^; +2p - 2, 0). Pour 1 ^ ?^ fc-1, w, aune longueur de 2n + 4t - 2
et Wk a une longueur de 2n +4&+ 2p- 2 (cf. figure 6).

On Ie notera Hn, k{C) Ie determinant Hn, k,o(C). On peut verifier facilement que Hn, k(C) = D^k
en se report ant aux configurations qu'ils enumerent.

Pour calculer Hn, k,p{C), nous aliens nous ramener a des configurations plus simples a enumerer
en contractant les configurations de depart suivant la technique du qd-algorithme presentee par
Viennot [10].

3. 3 qd-algorithnie et calcul de deterininant

Nous aliens rappeler les grandes lignes de 1'interpretation combinatoire de la qd-transformation
que 1'on trouvera decrite en detail dans Viennot [10].

Soit r = {rk}k>i une suite de reels. Cette suite permet de valuer les pas elementaires d'un
chemin de Dyck w = {so, Si, ..., 62n) de la fagon suivante:

. un pas Sud-Est allant du niveau k au niveau k-1, 1 <:k <n, est value rfc,

. un pas Nord-Est est value 1.

La valuation V(w) du chemin est alors Ie produit des valuations de ses pas elementaires
no<»<2n-i ̂ (.s;, Si+i)- On peut ainsi definir la fonction generatrice s(<;r) = En>o ̂ n^n ou ^n
est egal a E|u, |=2n V(w).

La suite r = {r'k}k>i est la qd-transformee de la suite r (pour simplifier, r' = qd(r)) si
s{t;r)=l+rzts(t;r/).

On peut calculer r a partir de r, en utilisant la regle du losange ("Rhombus rules"):
r2k+i + r^k+2 = r'2k + r2fc+r
r2kr2k+i = r'^-ir'^.

On peut done calculer Ie coefficient de tn dans la serie s(t; r) en calculant les valuations de tous
les chemins de Dyck de longueur 2n - 2 (en utilisant r/) ou en calculant les valuations de tous les
chemins de Dyck de longueur 2n (en utilisant r). L'utilisation de r' permet done de contracter de
deux pas les chemins a calculer.

Le qd-algorithme est obtenu en appliquant une suite de qd-transformations a une suite de
depart r = {r^ }fc>i. Pour n ^ 0, r("+1) est obtenu a partir de r^ par r("+1) = qd(r^~) en notant
r<") la suite {^n)}fc>i.

On constate alors que s{t;r) = 1 4- En>i (r[o<.,-<n-i r[ )tn
et done que bn = Ho<j<n-i ri . On pent aussi verifier que s(t;r^) = Efc>o ̂ Ltk-
Dans notre cas, nous allons utiliser comme suite {r} la suite {1} dont tous les elements sont

egaux a 1. On pent alors etablir quo rQ = ,.^&iy et r^ = ^?^y^ .
Notons (7(") la suite {Cw}i>o et C'.(n) Ie nombre C'. +n.
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Dans ce cas, toujours selon [10], si on applique n +1 qd-transformations aux configurations de
chemins associees a Hn, k,p{C), on obtient les relations:

Hn^{C} = ^-i,., p(C7(n+1)) (5)

Hn^, {C} = H^{C^^\

et si on note C(n) la suite {C^)}i>o ou ̂ .(n) = d+n/Cn,
on obtient aussi:

Hn,^C} = {Cn^kH^, ^(C(n+l))

(6)

(7)

Hn^, AC} = (^+l)fc^. p(C(n+l)). (8)

H-i, k,p{C ) peut etre interprete comme Ie nombre de configurations de k-uplets
(wi, u;2,..., Wfc) de chemins de Dyck deux a deux disjoints tel que, pour 1 <i <: k-l, Wi relie
(2 - 2?', 0) a. (-2 + 2?", 0) et Wk relie (2 - 2k, 0) a (-2 +2k+ 2p, 0). On peut les considerer comme
des configurations contractees de 2n + 2 pas, mais ayant des poids differents sur les pas unitaires
(donnes par r<"+1)) (cf. figures 7 et 8).

^k+2p-l , (p = 2)

2n+2

2n+4k-2
2n+4k+2p-2

Figure 6

2p
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^
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^
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Figure 8

2p

k=5
p=2

Dans Ie cas ou p est egal a zero, il n'y a qu'une configuration de chemin possible pour
H-i,k(C ). La valuation de cette configuration a ete calculee par Desainte-Catherine et Vien-
not [3]:

Dn, k = Hn,, {C) = (Cn^kH^(C(n+l)) = {C^)k(r[n+l^n+^k-\4r^r(^}
^k+i+j

Ki<j<n z+ 3

Mais, dans Ie cas general oup/ 0, ily a plusieurs configurations pour ̂ f_i, fc,p(C(n+l)).

(9)

Theoreme 4 H^{C} est egal a Dn,, T[^ (2^?KSS^) .
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Preuve:

Notons Ctn,k,p Ie rapport H'^(C) .
ff_1 1. ̂ ('^"+1^

Nous avons vu ci-dessus que ce rapport se reduit a o'n, fc,p 
= ^71 /^(n+i)/-

Alors a,, fc,, (n?^2 rjn+l)) = E. V(w} ,
ou la sommation est prise sur tous les chemins de Dyck allant de (0, 2& - 2) a (2fc -2+2p, 0),

un pas Sud-Est allant du niveau k au niveau k -1 etant value r^; .
Pour la naeme raison,

^+i.^,p(n?^1 ^(n+l)) = E. V(W) = ^-l'fc'pgl^), ) 
= ^:PSl7i l)). ) . ou la sommation est prise

-l, k(^ I "0,1

sur tous les chemins de Dyck allant de {0, 2k -1) a (2fc-l + 2p, 0), un pas Sud-Est allant du
niveau k au niveau fc - 1 etant value r^. .

Pour calculer la valuation d'un chemin de Dyck de longueur 2k+2p-2 allant de (0, 2k - 2)
a (2& - 2+ 2p, 0), nous aliens considerer Ie premier pas de ce chemin:

1. soit Ie chemin commence par un pas Nord-Est value 1, suivi par un chemin de longueur
2A-+ 2p - 3 allant de (1, 2k -1) a (2A; -2+ 2p, 0),

2. soit Ie chemin commence par un pas Sud-Est value r^^z , sulvl Par un chemin de longueur
2k+2p-3 allarit de {1, 2k -3) a (2fc -2+ 2p, 0).

On suppose, par hypothese de necurrence sur /, que la la somme des valuations des chemins de
Dyck allant de (0, 2/i + 1) a (2/ + 1, 0), un pas Sud-Est allant du niveau k au niveau k-1 etant

^ r. ("+1) ̂ +. ̂ <ra1p a. n'-/l-1 (2fc+2.+2)(2n+2A+2.+5) ̂ 2A+1 ̂(."+1)^r-i, ' esi egaie a: 11,^0 - --(,+i)(n+2/i+t+4) ' llj=i rj '.
Pour la premiere classe de chemins, la somme des valuations est done

jp-2 (2fc+2Q(2»i+2fc+2t+3) ̂ 2^-1 ̂ ("+l)t p+. ̂ niir 1fl rlpiivipi1^=0'~(, +l)(n+2fe+»+2)*/UlJ;;:l'rJ ' '^ CT POUI>
,
(n+l) rrp-1 (2k+2i-2)(2n+2k+2i+l) /Tr2fc-3 ̂ ("+1)^

e-2 llt=0 (i+l)(n+2fc+i) Ulj'=l 'J -'.
La valuation cherchee est done la somme des deux valuations:
Tp-2 {2fc+2tl{2n+2fe±2i±3l^2A-l ̂ ("+1)'| j. ̂ . ("+1) nP-1 (2fc+2»-2)(2n+2fc+2.+l) ̂ n2fc-3 ̂. ("+1)^
Lt-=0 (»+l)(n+2fc+»+2) Ulj'=l '3 ^ ~1~'2k-2 ili=0 (i+l)(n+2fe+. ) Mlj=l 'J

r2fc-2 _(n+l) / (2n+2fc+l)(2n+2A+2) rrp-2 (2fe+2s)(2n+2fe+2t+3) _,_ ,-rP-l (2fe-2+2t)(2n+2fc+2t+l)
lj'=l 'j ^ (n+2fe)(n+2A+l) 11»=0 (,+i)(n+2A+.+2) T llt=0---(,+i)(n+2fc+»)
r2fc-2 "("+!) np-l (2fc+2t)(2n+2fc+2«+ll
lj=l r3

r?-J
l»=0 (i+l)(n+2fc+<+l)

Or cette valuation est aussi egale a oin,p, k FI^T2 rj .
Pour les longueurs impaires, la demonstration est identique, 1'hypothese de recurrence etant

que la somme des valuations des chemins allant de (0, 2h+2) a, (21 4- 2, 0), un pas Sud-Est allant
du niveau k au niveau k-1 etant value ri"+l), est egale a: ̂ -l (2/l^)4()n%SS;+5) H?^2 r5"+l)-

On obtient done:

Hn, k,p(C) = Hn,k{C)an, p,k = -Dn, fc0'n.p, fc. .

Theoreme 5 D^ est egal d D^ \[^ ^^^.
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Preuve:

Si on remarque qu'une configuration comptee par Hn, k,p{C) est un couple forme par une con-
figuration comptee par Dn, k, i, 0 < /^p, etun facteur gauche de chemin de Dyck de longueur
2jfc+ 2p - 1 reliant (0, 0) a (2^; +2p - 1, 2A; + 2J- 1), on obtient la relation:

Hn, k,p(C) = Er=0a2fc+2p-l, 2fc+2(-l^n, fc, (.
Connaissant Hn, k,p{C) et, par hypothese de recurrence, les Dn, k,i, pour 0 ^ /^p, on peut

calculer Dn, k,p par la relation:
.p-1 (2fc+2n(2fe+2p-l)!,

/n, fc,p == ̂ n, k,p\, ^) ~ 2-, l=0 (2fc+p+0!(p-0! . L'">^
Si 1'on suppose que £>",,,, = Dn,k]-[1^ ̂ ^^ il suffit de verifier 1'idendite:
rp-1 (2fc+i)(n-i) _ rrP-1 (2fc+2t)(2n+2/,-+2i+l) _ ^P-l (2fe+2Q(2A+2p-l)! ̂ ;-1 (2fc+t)(n-i)
l«=0 (i+l)(n+2k+i+l) ~ ^'=0 (<+l)(n+2fc+. +l) - ^'=0 (2fc+P+Ot(p-Ot ll'=0 (i+l)("+2fc+«+l) '

La verification de 1'egalite (10) peut facilement etre faite avec 1'aide du systeme de calcul formel
Maple. .

Avec les cinq theoremes precedents, on peut alors etablir Ie resultat annonce:
f'nV2fc+p-l'> ", , ., .

Theoreme 6 Dn, k,p = c^k. p = ^^J-T[w^n 2^.r p /
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