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R&um6. Dans cet article nous construisons des structures combinatoircs invariantes sous 1'action d'une permu-
tation donn6e. Dans certains cas, Ie poids de ces demiSres correspond & des polynomes orthogonaux dont on
a ajustfi convenablcment les paramfetres. On examine ici de ces structures associees aux polynomes d'llermile,
Laguenre, Krawtchouk, Meixner, Meixner-PoIIaczek, et de Jacobi.

§ 0 Introduction

Dans cet article, nous calculons Ie poids de structures ("combinatoires") laissdes fixes sous
1 action d'une permutation ^ donn6e en nous servant d'une mdthode que nous appellons Ie principe
d'autosimilaritS (voir [2], [3], [4], [5]). Plus pr6cis6ment, nous calculons, pour des esp^ces de
structures pond6rees F associ6es b cenaines families de polynomes orthogonaux, Ie poids, que nous
d6notons fix(F[/3}), de toutes les F-structures fix6es par /3.

Le § 1 est consacr6 a la description de ce principe de meme qu'aux notations et definitions de
base de la th6orie des especes pondertes qui nous seront utiles.

Dans Ie § 2, nous appliquons Ie principe b deux especes particuliferes, denotes Hi et H2, qui
engendrent toutes deux la famille des polyn6mes d'Hermite (sans toutefois etre isomorphes). Les
especes Hi et H2 sont dotees d'une propri6t6 remarquable: on peut utiliser les polynomes d'Hermite,
en ajustant convenablement leurs param^tres, pour exprimer fix(Ill[/3}) et /t.r(H2[^j).

Dans Ie § 3 nous introduisons une famille infinie d'esp&ces {L^}ic>i, toutes associees aux
polynomes de Laguerre. Lorsque k = I nous exprimons, de la meme mani^re que pour les esp^ices
Hi et H2, les tennes fix[L^\f3)) b 1'aide des polynomes de Laguerre.

Les exemples donnes dans les §2et § 3 illustrent suffisamment bien la methode pour se permettre
de donner sans preuve des r6sultats analogues pour diverses esp&ces associ^es ^ des polynomes
orthogonaux. On trouvera une description sommaire de quelques-unes de ces especes a la table 1
et les fix correspondants a la table 2.

A 1'exception des coefficients calculus pour 1'espfece Hi [ce dernier calcul est inedit], tous les
resultats que nous prgsemons peuvent etre retrouv6s dans la th6se de doctorat de Ddcoste [8] qui les
a obtenus d'une toute autre maniere en s'appuyant sur des m^thodes propres b la theorie des especes
de structure.

§ 1 Especes ponderees et auto-similarite

Soit P. un anneau commutatif unitaire de caract6ristique nulle. Une espece de structures
R-pond6ree, F == (F, WF) (voir [8], [15], [19]), est une regle qui associe ^ tout ensemble fini
f/, un couple (F[U}, it}p) ou F[U] est un ensemble fini de F-structures sur f/ et oil wp est une/onc-
tion de poids qui assigne ^ chaque F-structure s un poids wy^s) £ T? (on utilise aussi la notation
\s\p = wp(s) pour designer Ie poids de s). De plus, si U et V sont deux ensembles finis et si
f:U -» V est une bijection, alors F determine, par definition, une bijection F[f}:F[l}\ -^ F[l-'j
pr^servant les poids telle que

(i) pour tout ensemble fini U, F[lu] = lp[u], et
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(ii) pour rout triplet ({1,1t,}'f) d'ensembles finis et toute paire de bijections .{:{l -* \i, g'.\" -' I'1",

an a F[g/] : flLq]-f [/]. On appelle f (fl b transport {des F-s',:wctures) le long de J'
Dans le texte qui suit, ä moins d'avis contraire, ie terme espece signifiera toujours espÖce ß-

poniidrde. De m0me, on transportera toujours les F-struetures s sur [/ ie long de "f en rddtiquettant
tout point u ¤ .s par /(r) e f[/]{r). Lorsque les F-structure§ sont des endtsfoncti*rus { cela signifie
que L'on conjuge r/ avee .f, c'est-ä-dire que Ftfl(p) : fdf-1.

Pour toute espöce F: (F,top) et tout en§enruble fini [/, on pose

iF''[U]l = » ,r'(").
se f'[ti]

L;t sörie göndratrice exponentielle F(r) d'une espöce F est ddfinie par la forrnuie suivante:

oc ^nF(r) : f irl"lt;,
n,=Ü

oü kr] : {1, ... ,n}, si n } 1, et [0] : irJ" La sdrie ]-(r) est appelde la carilinalirä de F'
Four toute espäce F, nous dirons que I'espäce E engendre la suite {.fr}*20 : {lFfrr]l],rro de

ses coefficients et qu'elle est d.t.§ocrde bla suite {/r}1. Soulignons ici que deux espäces distinctes
peuvent trÖs bien engendrer ia rnörne suite de coefficients.

Dans notre article nous ne considdrons que des espäces F qui engendrent des suites de polynÖmes
orthogonaux particuliers, a savoil les polynÖnies d'Hermite, Laguerre, Meixner, Meixner-Pollaczek,
Krawtchouk et Jacobi. I-'anneau ,l? entrant en jeu dans la ddfinition d'espÖce /?-ponddrde peut Ctre Rxd

ici commedtanti'anneau de poiynÖmes,R: C[t, &)p)a)§,1,ö,rc] oü C est l'ensemble des nombres
eompiexes et oü f, o,)p.e j0,^1,ö, ffi sont des inddtennindes.

Pour toute espöce F : (F,te,p), tre tran§port donn6 par F penrlet de traiter les F-structures ä

isomorphisme prös, Si n est un entier naturel et si p est une permutätion de [ri] alors /rir7l est

une permutation de I[rr]. On pose alors Far(fl§D : {s ¤ F[n]:f [,8]('s) = s] et ./i;r:( {'tl} :
liirr(etp])1" Pour tenir compte du poids des structures de Fit(Fl§l) on ddfinit maintenant

ffr(F(P)) : I top(s). (1)
se Fir( Fll3li

Le but de notre afiicle consiste ä calculer, pour certaines espäces assocides aux polynÖmes
orthogonaux ddjä rnentionnd§, tres coefficients donnds par (1) en nous servant de ce que nous nvons

eldsignd par Ie principe d'auto-sin:lilaritd.
Convenons, pour tout entier naturel m et toute permutation § de fn) de ddnoter par C(P) I'ensemble

rles cycles sous-jacents ä la pernnutation S.

Le pnincipe d'auto-simeälarit6. Soit F - (F,top) une espöce ponddrde. On dit que l'espÖce F- est

at.uo-similaire, ou simptrement similaire, si, pour tout entier ?? et toute permutation /J de [rr,], l'ensentble
lri..,{Fl§)) des ,t'-structures laissdes fixes par 6 est isomoqphe ä un certairr ensernbie de couples (6' At

ou
§ e r[c(P)],

i Rcmarque. On dit hahirueilcnrent quc l'espäce F est un modäle combinatoire pour la suite {ll;[n]i]o;0. Cepcndan!, comnrc nolrs

l a iair rerrarquer V.Strehi [28], cette demiöre d¤finition n'est peut-Btre pas vraiment appropride. Par cxcmple, soil Q=iQ']-'* une stiilc
a:bitraiic (indicee par tr'enscmtrle des entiers > 0) dans I'anneau R. Döf,nissons tr'espece pondörde tixpq=(Exp,wq) oü Exp cst I'cspi:cc
r:nifurmc ordinaire (i.e. pour iout cnsemblc frni U, Exp[U]=iU]) en posanl, pour toul ensemblc fini U' wa({LI };= Qn;r, [,'cspöcc I')xpq
est, par d6finition, un modöle conrbinatoirc pour Ia suite Q. Mais, outre le fait que Expe(x) soit la s6ric gön0ratricc dc Q, on nc voit
guöre en quoi I'esplre Expq peut servk de "rnodöle combinatore". Ce dernier terme devrail ¤trc r6serv6 aux espöces pour lcsqtrellcs
lcs nrols "modölcs" et "combinaloircs" on! un ccrtain scns (qui rcste ä preciscr).
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voil^ pourquoi nous disons "auto-similaire") et ou A est une construction paniculi^re qui depend de 8.

Ce principe, tel qu'enonc6, n'a 6videmment rien de definitif et quelques remarques s'imposent
son sujet.

1) Une des id6es centrales qui justifient son application systematique dans les calculs du nombre
e structures fixdes par une permutation vient de ce que pour toute. permutation /3 (de [??]) et toute
ous-espece F (ordinaire) de 1'espece des relations binaires, sia; £ (7   C(/?), y e D e. C{/3) et si
x, y)   J?   fix(F[n]) alors pour tout entier k, on a {l3k{x), /3k{y)) 6 7?. En effet, toute relation R
ans F[/3] induit une relation R^ sur les cycles de /3 en posant

(<?, D)en^ 3.r e c', 3?, e £> ̂ , 5 ^ue {x, ?/) £ /?.

4ais si, de plus, on a./? £ Fix(F[(3]), la construction de 7<>!t se "regularise" et il suffit alors d'examiner
? en un seul point fix6 de (7 (par exemple Ie minimum de C) pour d6terminer 7?. lt sur tous les points
e C (il suffit de tourner la manivelle!). La relation B^ herite dans ce cas de certaines proprietes
e R qui font en sorte qu'elle est a peu pr^s de mgme espfece sur C(/3) que ne 1'est la relation R
ur [iz] dont elle est induite.

2) Nous avons defini 1'auto-similarite sans y faire intervenir Ie poids des structures concernees.
dependant, comme Ie suggerent les r6sultats obtenus dans Ie present article, il y a tout probablement
.eu de continuer b explorer ce (vaste) terrain et de formuler une version plus forte qui tient compte
e la pond6ration. En effet, pour la plupart des esp&ces F que nous traitons ici, on a non seulement
ue 1'ensemble des F-structures fix6es par /3 est isomorphe ^ un ensemble de couples (5, A) ou
£ F[C(/?)], mais on a aussi que 1'on peut ajuster les parametres des polynomes (les poids) dont

'espfece F est g6n6ratrice pour exprimer explicitement fix{F[(3}).

§ 2 Especcs associees aux polyncnnes d'Hennite

On peut d^finir les polyn6mes d'Hermite, Hn(t), en posant

Y^Hn{t)^=exp(2tx-x2).
n>0

(efinition l.(Voir [9]) On definit 1'espece HI = (^I, WHI) en posant, pour tout ensemble fini IJ,

H\[U}^{p ^{U}\pl=p},
u S(f7) est Ie groupe symetrique sur U et ou, pour toute involution p dans Hl[l/},

w^(p} = (2QP^(-2)CO^\

u pf(p) et co{p} signifient respectivement Ie nombre de points fixes et de couples p.

'roposition 2. Pour tout entier n > 0 ona

Hn(t) = \Hl[n}\.
'reuve. Voir [1,8,9]. D

Soit r G F?.r(7^1[^]), a: £ C £ C(/?) et T(a-) =y   £>   C(/9). Alors r^ = ^r et, pour
)ut entier k, on a r{ftk{x)) = 0k(y). Ainsi, r((7) est complfetement d6tennin6 par T(.r) (ou x est
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arbitrairement fix6 dans (7). On peut done fabriquer une endofonction 8 (= 8r) bien dgfinie sur C(/^)
en posant, pour tous cycles (7, D dans C(/3),

S(C) =D ^ ^x^ C, 3y   D, r{x) = y. (2)
La fonction 8 est une involution de C(/3). En effet, si a; 6 Cet r(a;) = y e D alors r(?/) = ,r

et ainsi on a bien S{0) = D ssi 6(D) = C. De plus, puisque r est une endofonction injective de
[n], si 6(C) = D alors on a |(?| = \D\.

L'involution r induit aussi une foncrion A(= Ar): C(^) ^ [n] que 1'on definit, pour tout C dans
C(/3) par la formule suivante:

A(<7) = r(mm(^)).

Soit x e C G C(^). Alors r(a-) £ <5(CI ). Si r(a;) = x alors A(C;) = min(r;). Sinon, soit que

T{x) 6 ^7 et alors \C\ est pair et A(C') = /9lcl/2(min(^)) soit que r[x) ^ D^ C et alors on a que
A (6') peut etre arbitrairement choisi dans D. Dans ce dernier cas, si A(C') =y et si k est un entier
tel que Tk(y) = mm{D) alors, 6videmment, A(£>) = Tk(mm(C)). C'est-^-dire que A(C') ddtermine
entierement A (D).

Nous venons de montrer que toute involution r de [n] invariante sous conjugaison avec /? ddtermine
un unique couple (^, A) satisfaisant certaines proprietes. L'interet de cette construction vient de ce
qu'elle est bijective. En effet Fix{Hl[f3}) est isomorphe a 1'ensemble de tous les couples (^, A) ou
6   m[C(f3)] est telle que \/C, D 6 C(^), <?(^7) = D ^ \C\= \D\ et ouA.-C(^) ^ [?i] satisfait
les propri6t6s suivantes:

a. V(?, P e C(/3), A((?)  . 8(C).
b. \fC   C(^), 5?: 6[C} = C et

{i) \C\ esi impair, alors A(C") = min(C'),
(n) \C\ est pair, alors A(C) = min(6') ou A((?) = /?lc''l/2(min((?)).

c. \/C, D   C(/?), sz 8{C) = £> ̂  C', A((7) = y   £>, et si k ^ N e^ <e/ <?ue
/3k(y) = mm(D), alors A(J9) = /5fc(min((°)).

Nous d6notons ce dernier ensemble par Sim(H\, /3). On a alors une bijection T in,

THi--Fix{Hl[f3}) -^ Sim{Hl, /3),

T 1-> (<$7-, Ar),

dont 1'inverse Fjyi"1 peut etre d6crite de la manure suivante: pour tout (^, A) £ Sim{Hl, /3),
rj7i-l(<5, A) = r si, et seulement si, pour tout C £ C(/?) et tout a-   (?,

/3A(min(C)) =x ^ r(.r) = /?fc(A(min(C'))).
Pour trouver fix(Hl[/3]), il suffit done de construire Sim{Hl, f3).

On peut ponderer trivialement les couples de Sim(Hl, (3) de maniere ^ ce que r//i preserve
les poids des Hi-structures. II suffit de poser, pour tout (^, A)   S'im. (Hl, /3), iuHi(^, A) =
WHi(r//i-l(^A)). De plus, pour toute involution 6 £ H1[C(0)} on definit

wm(6) =^WHI(<?, A),
A

ou la derniere somme parcourt 1'ensemble de tous les (6, A)   Sim{H\^} ou 8 est fixee. Evidemment,
on obtient alors 1'identke suivante:

fzx(m(l3)) = ^ u;Hi(<5).
6GH1[C(0)]
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Si (C, D) est un couple de 1'involution 6 alors \C\ = \D\. On a done, pour tout r, 1 <r <n, que
la restriction de 8 ^. 1'ensemble des cycles de longueur r de 0, que nous denoterons Cr(/?), est elle-
meme une involution de Cr(/?). Ainsi tout couple (^, A) e Sim{Hl, 0) ddtermine un unique n-uplet
de couples ((<?i, Ai), (52, A2),..., (<?n, An)) oil, pour tout r, 1 < r< n, (<?r, Ar)   ̂ m(^l, ^),
/3(r) 6tant la permutation constitute de tous les cycles de 0 de longueur r. On peut alors dcrire
Sim{Hl, {3) = Il^r^nSim(m, /3^).

Theoreme 3. Le poids total des HI-structures fix6es par /3 est donn6 par 1'expression suivante:

[((-2)r-. )A/^
r=l

fix(H!W = H ((-2)r-lr)^r/2^(^),

oil, pour tout r, tr = ((-2-')r)1/2 , si r est impair
y~lt''-(-2}r/2~1
((^i)^2 , sirestpmr.

Preuve. Soit (<$, A) = H (<?r, Ar), ou, Vr, (<?r, Ar)   Sim{Hl, {3^. Fixons r, 1 < r ^ n. Si
r=l

C   Cr(/3) est un point fixe de 8r et si r est impair, alors, puisque ^(min((7)) = min(6'), on
a WHI(^|C') = (2^)r [on dira alors que Ie cycle C a Ie poids (2t}r}. Par contre, si r est pair, C
peut soit avoir Ie poids (2()r, soit Ie poids (-2)r/2, les deux cas s'excluant mutuellement selon
que, respectivement, A(min((7)) = min(C') ou A(min((7)) = /3r/2(min(C)). On obtient alors que
wmW = WT + (-2)r/2. -

D'autre part, pour tout couple ((7, D) dans Co(8r), une fois Ar((7) determine (ce qui peut se faire
de r manieres). Ie poids total des couples correspondants obtenus dans Fjyi" (^, A) sera de (-2)r.
Ainsi, lorsque {C, D} est donne dans Co(6r) on a que WHI(^|(C, Z?)) == r(-2)r.

En somme, on a

{{2t)T)pf(6r) (r(-2)r)co(5r) , lorsque r est impair
wm{sr) = { ((2<);+ (-2)r/2)p^r)(r(-2)r)co(5r) , lorsque r est pa.r.

Considdrons maintenant Ie polynome Hn{t) auquel on substitue tr a t, tr etant la variable decrite
dans 1'enonc^ du theoreme et ou on pose aussi n = ^r. On obtient alors Ie polynome H^{tr). Nous
savons, par la proposition 2 que

H^tr) = ^ (2tr)pf(8r\-2)co(sr ).
S^H[Cr(0)]

Si on pose

2r-ltr , 5Z
y-^r_yl2-l ^,

r est impair
r est pair

et si on multiplie H^{tr) par ((-2)r-lr)^r/2 on obtient alors

P/(<r)
H,M . ((-2)r-lr)^/2 = ^ | ̂ ^^, \ . (-2)co(5r) . ((-2)r-lr)^/2

Sr^H^CrW] ^^~^)'-^r>
(2A)pf^ . ((-2)r~lr)^r-p/^r))/12 . (-2)co^'-)

8rGH[CrW]
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^ (2A)p/(<r) . ((-2)rr)co^)
6reH[CrW]

$^ ^Hl(Sr)
Sr H[CrW]
fix{m^))).

D

Pour pouvou- definir la seconde espece associee aux polynomes d'Hermite, commen^ons par dire
que pour tout ensemble fini U, une assemble defleches sur f/ est une partition de U en classes de
cardinalit6 deux ou chaque classe est munie d'un ordre total [avec lequel on peut convenir de nommer
Ie plus petit 616ment la source et Ie plus grand Ie but, pour en faire wefl^che}. Evidemment, il n'y
a d'assemblee de fleches que sur un ensemble de cardinalite paire.

Definition 4. ([8]) On definit 1'espece H2 = {H2, WHz) de la maniere suivante: pour tout ensemble
fini U, H2[U] = {(A, B,./', </)|A y B = f/, / est une assemblee defleches sur A et g est une assemblee
de points sur 5}, et ou, pour toute ff 2-structure {A, B, f, g), on pose

WH2(A, 5, /, ^ = (-1)IA'/2(^)IBI = (_i)#^-(/)(2<)^^.

Proposition 5. Pour tout entier n > 0 ona

HnW = H2[n].
Preuve. Voir [8]. D

Theoreme 6. ([8]) On a

fix(H2[/3}) = in-^ 0r H r0r/2H0W,
r=l

om=V-l, ett^^r-1^).
Preuve. Posons Sim{H2, /?(, )) = {(<5, A)[<5 e ff2[Cr(/3)] e< A:Cr(/3) -^ ̂ r] est_telle que s^(? est
dans l'assembl6e de points de 8 ou si C est Ie but d'une des fitches de 8 alors A((7) = min((?) et si
C est la source d'une fleche ((7, Z)) de 8} alors A(C') est choisi arbitrairement dans D .

On a une bijection

YH2: Fix{H2[0}) ^]]^Sim{H2, /3(, ))
r=l

d6finie sensiblement de la meme mani6re que dans Ie cas de I'esp&ce HI. De plus, si, pour tout r
et tout (^, A) dans Siin{H'2, ^)) on pose

#pts(6), , r^#fleches(6)

alors on obtient

WH2(^A)-((2Qr)#p(sw(r(-l)r)

/^. (H2(/?)) = U ^ WH2^, A).
r=l (/>, A)65tm(H2, ^(, ))
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D'autre part, en subsrituant & tr la valeur donn6e dans l'6nonc6 du th6or&me, on obtient la relation
suivante:

<"-E- ̂ n r^/2^(^) = n S _ ((2^r)#p<^)((-l)rr)^(^-).
SrGH[Cr(13)]"r*'"^r"/J D

r=l r=l SrGH[Cr(0)]

§ 3 Espfeces associ6es aux polynomes de Laguerre

Le cas des espfeces associ^es aux polyn6mes de Laguerre se traite essentiellement de la meme
maniere que celui des especes associ^es aux polynomes d Hermite.

Nous pr6sentons d'abord un lemme important dont Ie corollaire donne une fonnule explicite
pour Ie poids de certaines permutations dont nous aurons besoin dans Ie calcul du fix des especes
g6neratrices des Laguerre.

Soit n G Net /3une permutadon fix6e de [n]. Toute permutation T de [?i] invariante par conjugaison
avec /? induit une permutation ^ de C(^) bien d^finie par (2). II se peut que Sr soit circulaire.
Les lemme et corollaire suivants concement pr6cis6ment toutes les permutations T invariantes par
conjugaison avec ft qui, de plus, induisent une pennutation circulaire 8 (fixee) de C(^). Une preuve
d6taill6e de ce lemme peut etre trouvde dans [6].

Lemme 7. Soit n > Oet^ une pennutation de [n] consritude de n/r cycles de longueur r. Soil
6 une permutation circulaire fixee de C(^)(= Cr(/3)). Alors, pour tout entier d divisant r il y a
y{d) . r("/r)-l permutations de ,[ra] ayant r/d cycles de longueur nd/r qui sont laissees fixes par
conjugaison avec ft et dont la permutation induite sur C(^) est 6gale ̂  8.

Corollaire 8. Soit /3 une permutation de [n] constituee de n/r cycles de longueur . /. et soit 8 une
permutation circulau-e de C(^). Soit p un poids dans un anneau commutatif unitaire de caracteristique
nulle. Si Ie poids w(/) d'une permutation / de [n] est donn6 par w(f) = pc2/c(/) ou cyc{f) est 1c
nombre de cycles dans f, alors Ie poids total de toutes les pennutations laissees fixes par conjugaison
avec ̂  qui induisent 8 comme permutation de C(/3) est 6gal ^

r(n/r)-1 . u;r(p)

ou u.r{p) est donn6 par I'expression suivante:

^(p)=E^)pr/<
d\r

et <^ est la fonction (indicatrice) d'EuIer.

Remarque. n est important de noter ici que a;r(p) ne depend, avec les notations du lemme precedent,
que de la longueur r des cycles de /3 et non pas de la longueur du cycle 6 donne sur C(/?).

Revenons maintenant aux polynfimes de Laguerre. On d6finit ces polynOmes, L^'(t) en posant
oc

^L(na\t)xn=
w=0 (1-. Z-) (1+0) exp

-tx

l-.r

Pour introduire la famille {LM}k>i d'especes associees aux polynomes de Laguerre, nous
presentons d'abord 1'espece des assemblees de pieuvres, denote Api, a partir de laquelle on definit
les espfeces LPCL
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Soit U un ensemble fini. Vne pieuvre (voir [I], [8], [24]) p sur U est une endofonction connexe
de U telle que tout point dans Ie cycle depa 1 ou 2 comme degre interieur et tel que tout point de
Uqui n'est pas dans Ie cycle de p a un degr6 int6rieur de 0 ou 1. On peut aussi vou- une pieuvre /
sur II comme une permutation circulaire d'ordres lineaires non-vides. Ces ordres lineaires sont aussi
appeles les tentacules de p. La longueur d'une tentacule est alors Ie nombre d'elements dans 1'ordre
lineaire qui la constitue. Une assemblee depieuvres f sur U est la donnee d'une partition TT de f/ ou
chacune des classes de TT est muni d'une structure de pieuvre. On denote par Pie et (resp. ) Api les
espfeces (ordinaires) des pieuvres et (resp. ) assemblfes de pieuvres.

Definition 9. Soit A un anneau commutatif unitaire de caracterisrique nulle. Soient {c;},>i et {<, }, >i
deux suites d'61ements de A. On definit 1'espece Piefc, .c,.... : t, . t-,.... } = (Pie, wpi e^. "_ ..,. ,

) de
, i/^,...^ ^- --? --AJ l<:;^Ci,C2,...;t|, t2,...)

la maniere suivante: pour tout ensemble fini U, Pie[U} est 1'ensemble des pieuvres p sur U et 6u Ie
poids de p est donn6 par la fonnule suivante:

-P^,.,...,.,..., (P)=W.)II^(?').
]

ou gcy(p) dtant la grosseur du cycle (Ie nombre de points Ie constituant) de la pieuvre p et
nbtj(p) Ie nombre de tentacules de longueur ; que comient p. Finalement, on definit 1'espece
APi(ci, c2,...;ti, t2,... ) = tAP?>WApi(e,,c,,.., ti, t,,... )} en posant, pour tout ensemble fini D, que Api[U}
est 1'ensemble des assemblies / de pieuvres sur U dont Ie poids est donng par la formule suivante:

WApi{f) = Hwpie(p)
PC/

ou Ie dernier produit s'etend sur toutes les pieuvres p constituant 1'assemblee f.

Th6orfeme 10. Si on fixe c = ci == 03 =... dans I'espfece Api((;^c2,... ;ti, t2,... ) alors on a
n

/^. (Api(c, c,... ;ti,t,,... )(/3)) = H^r Api(c(.. ), c(>-),...., ^, t5,... )( <"r(/?))|
r=l

,(r) ^ a^c,ou c^'' = r '

Preuve. Soit Siin(Api, /3(, )) = {(<5, A)|<5 6 A/^ [Cr (/?)], A: Cr(^) -^ [n], telles que VC 6
Cp(^), A(C) G <^(C)}. Alors on a une bij'ection:

n

FApi : Fix(ApW-^Y[Sim{Api, ^)).
r=l

Chaque tentacule T de longueur ^" > 1 dans 8   Api[Cr\ induit, pour toute A dans (5, A), r
tentacules de longueur j dans r^, -l(<5, A). Ainsi WApi{T) = r3{tjY. De plus, tout cycle C de
longueur i dans Cr(/?) prend Ie poids WApi(C) = rt-la;r(c). D

Definition 11. Soit k   N*. On definit 1'espece L^ = {L^k\w^w) en posant, pour tout ensemble fini
II, que L^(r/) est 1'ensemble des quadruplets (A, B, f\g) tels que AW B = U, f est une assemblee
de pieuvres a tentacules de longueur plus petite ou egale a fc et g est une assemblee d'ordres lineaires
non-vides sur B. De plus, pour toute (A, B, f, g) 6 L^k\U) on pose:

1+ cyc(f)

ww(A^B, f, g)=(^a) ~ "'(-^tn(<7)n((-l)
t=l

T-
t+1

nhl., {f)
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A q/c(/) est Ie nombre de cycles dans f, lin(g) est Ie nombre d'ordres lindaires dans g et nbi^f)
i ete decrit plus haut.

Proposition 12. Pour tous entiers fc etm on a

L^[m\=m\L^\t}.
vreuve. Pour tout emier fc on a

LM(^) = 1
(^)

,
i-((OI -0>2+0)^-:)

.
(4s)

exp
.tx

1-.T

1

.
(l-^)'

exp
-tx

1-x

a

)efinition 13. (Vou- [8], [13], [24]) L'espece L = {L^w^, ) est definie comme suit: pour tout ensemble
.ni U, L[U} consiste en I'ensemble des triplets (/, A, 5), que 1'on appelle des configurations de
.aguerre, tels que (i) AWB == U, et (ii) f:A '-^ U est une fonction injective. De plus, pour tout
.iplet (/, A, 5) 6 2. [f7] on pose w^(f, A, B) = (1 +o)cyc^) (-<)151.

'roposition 14. Les especes L et L[l] sont isomorphes.

reuve. Soit U un ensemble fini et (f, A, B) 6 ^[^]. La fonction / peut etre scindee de maniere
aturelle en une permutarion o-y dont Ie suppon est inclus dans A et en une assemblde d'ordres lin6aires
ji doivent tous aboutir dans B (pour que la fonction / soit injective). Les points de B peuvent etre
insideres comme des ordres Uneau-es de longueur 1. On obtient ainsi une L^ - structure sur [/.
a poids de {f, A, B) est Ie meme que celui de la L-structure correspondante. La construction
ciproque est 6vidente. D

tieoreme 15. ([8]) On a

/^(L[/3])=n^r ^! 4ar)(^) ,
r=l

^^^^(l±a) ^^ ^, (zip:.

euve. Soit r un entier 1 <r ^ n. Soit Sim(L, ^)) = {(5, A)|<5   7. [Cp(^)], A:Ci. (^) -^ [n]
: telle que, pour tout 8 = (v, V, W) £ Z[Cr(^)] et tout cycle C dans l^, A((7) est arbitrairement
oisi dans S(C] et telle que A((7) = min((7) si (7 6 W}. Comme pour les especes Hi et H2
a une bijection

n

TL:Fix(LW)^]^Sim{L^(r)).
r=l

Soit S = (i/, V, W) e L[Cr(/3)]. Les cycles de V peuvent etre regroupes en deux classes distinctes
st Q selon qu'ils font respectivement panic ou non des ordres totaux aboutissant dans 1'1/.
Pour tous les cycles C dans P, A((7) est arbitrairement choisi dans 8(C) et on a alors ?. manieres

d^terminer A(C'). On a aussi que chaque ordre total T dans 6 e L[Cy(f3)] induit, quelque soit A, r
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ordres totaux dans TL~I (5, A). De plus, pour tout (7 dans W il n'y a que Ie seul choix A(C') = iiiiii(C')
de d^terminer A((7). Ainsi, on Siw^Sy) = (-f)rr!TI-l.

Quant aux elements de Q, Us constituent, par definition de 5 G L[C^}\, Ie support d'une
permutation r de Q. On a encore, pour tout C dans Q, que Ie choix de A(C7) est arbitraire dans
6{C). Soit K un cycle de T. Par Ie corollaire 8, puisque chaque cycle de F/, " (<^, A) a un poids de
(1 + a;) on obtient la formule suivante:

"L(A')=''w(lE(l+o)r/<
d\r

w
Ainsi, pour tout r, on obtient

^r-lyr ^ W
r^^L^T\tr} = r'3r . E ^^ + a))c'c(/) . I ̂ -t- I . (-1)10'

(f, A, D)eL[C^)]
^ ^-\B\-cycU) . (^(l + Q. ))^C(/) . (_/yr |^|

(/, A, 5)6£[C,. (/?)]
= /.<\r(L[^, )]).

D
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Table 1: Descrition d'esp6ces associ6es
^ certaines families de polyn6mes orthogonaux

CHARLIER Cw(t]: £ria )(<)$=(l-^exp(.)
n>0

Cl[U}={{A, a)\Ac^ae^A)};

|(A, a)|ci=(l/a)IAI(-^c(<r).
KRAWTCHOUK Kn(t;p, N):

r,n K^(i- n N\xn. = (1+^(1-?))')nP"nn{1'', P, ^ )-^ = ~ci_^V-N
»»>0 (1-^)'

K1[U} = {(A, B, <7, r)|Ay5 = f7, <7  E(A), r   S(5)};

KA, B, <T, T)|KI = (i - \ip)\A\-t)cyc{ff\t - Arc (r).

K2[U\ = {(A, B, /, r)|Ay 5 = f/J : A >-. ̂ /, r 6 E(B)};

l(A, B, /, r)|K2 = {-\lp)\B\-Nrc ^\-t)cyc^.

MEIXNER mn(<;/;, c) : Em^;., c)g-(l-^)-^(l-^(.
n>0

M\[V\ = {(A, BJ)|A U5 = f/J   ̂WJ|A : A ^ ^/|B 6 S(5)};
KA, BJ)IMI = ^c(^)(-^)c^^)(l -1)15'.

M2[U\ = K\[UV

|(A, 5, a, r)|M2 = (l/c)IAI(-<)ci'c((T)(<+^c2/c(r).

POLLACZEK P^(t^) :
Mtf , ^ _ (l-rexp(^))-a+"
n\t^> - n_^«^c_.,.^°+"

n>0 (l-xexp(-iy))a

pi[f/]=/n[f7];

P2[U] = K2[U];
|(A, ^<7, r)|pi=(exp(-^))ly 41(expM)IBI(a+^c</c(ff)(a-.<OC 2/c(^

[(A, 5, /, r)|p2 = (exp (-2^) - l)IJBI(2a)c!'c^(a + ,. i)cyc(r\
JACOBI ^\s, t):

R=R{t, x)=(l-2tx+x2)l/2;

^\s, t)=n\P^\^}(s-t)n;
EP^«)."=^^

n>0 R(l-x+R)a'(l+x+R)~1

7[f7] = {(A, Z?, /)|A WB=UJe End[U]J^ .. A ^ F/,.^ : B ^ U};
K/l, BJ)|j = (1 +Q)cyc(/'A)(l +7)ci/c(/ls)^1^5'.
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Table 2: Le fix des especes associees
et les parametres correspondants.

fzx{m[/3})=f[({-2)r-lrY"~H^tr)
r=l

2'-4r
r_l_^l/2 ) r zinpazr

tr= ((-2)r-lr)i
\T-lfT_l _^\rlt-l

, ?. pair.
((-2)r-\)l/2 '

fix(H2[/3}) =
n-S^ n

, ^ n^r/2^(^)
r=l

=^T;4=(?r-'^
rid.

ftx(L[/3})= f[r^^. L^r\tr)
r=l

l+ar=^S^)(l+al )r/(';
d\r

_ (-l)r-l(r
'r ~ T - '

fzx{Cl[^ = t[ C{;;\t, ).
r=l

Or = <7; tr=- Wr(-t}
r

fix(Kl[f3]) = n rl3'\-Nr)^K^(tr;pr, Nr).
r=l

- ^(-(). "_ = -p-.
.

'r 
- 

- - 

r -' lj r - ^r_(,, _i)^ ,

AV= (^r(t-N)+^r(-t})

fzx(K2[0}) = H r/?"(-A'r)^^(<r;Pr, A"r).
.L

^=-t^);AY=---(^;
Pr = -{-P)r-

fix{MW) = ft r^-M^(tr^r, Cr).
r=l

_ Wr(-t) . ^ _ ^r(K). ^ _ Cr
i. r - -, - , "-r - -,-, ^-r - cr+(l-c)r

fix(M2[f3}} == n^-M^(^, ^, cr).
r=l

^r(-t) . .. _ ^r(K+t)+^r(-t)
tr = - "r '; Kr = ---r-'-.

fix(MPl[f3]) = Tlr^l3r\P^(tr;ry).
r=l

u}r{a+it)+Wr(a-it) ^
ar = -^--27-~-'

^r(a+it)-u>r(a-it)
''T - 2n

fix{MP2[(3]) = Y[r^^. P^{tr;Vr)
r=l

x((exp(-2^)-l)r-l) A ,2

^ _. ̂ 2a):
^=^(^(a4-^)-^, (2a));
exp(-2^, ) = (exp(-2z^ - l)r - 1.

fzx(3[f3})=f[r^^'fr\ST, Tr). u;r(l+a

r=l
a, = ^^ - 1; 7r = ^. (1+7) -1.
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