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STRACT - There arc two (7-analogues for the exponential function, and each of them appears naturally as a <7-series
ociatcd with the species E of all sets. This is the staning point for our definition of two canonical ̂ -series associated with any
cies, resulting into ̂ -analogues for counting sequences ofcombinaiorial structures. We first give properties and examples,
h tables that where computed with the help of Maple. Then we show that one of these ̂ -analogues has positive coefficients.
s observation leads to a theoretical exploration oflhese coefficients.

SUME - Les deux ̂ -analogues classiques de la fonction exponentielle apparaissent de fa^on naturelle comme q-s nes
xi6es Si 1'esp^ce £ des ensembles. Celte observation permet de d6finirdeux q-s&nes canoniques pour une esp&ce quelconque,
snant ainsi des ̂ -analogues des suites 6num<SAnt les structures combinatoires consid&fies. On en donne d'abord des
prices et exemples, avcc dcs tables de valeurs calcultes par Maple. Puis on montrc que 1'un de ces ̂ -analogues est ̂.
fficients positifs ct on explore plusieurs formules liecs a l'6tude formellc de ces coefficients.

FRODUCTION

is la litterature classique on trouve deux ̂ -analogues pour la fonction exponentielJe<?x, soil lesfonctions

E^=^=7^ 2\"'^n\, (l-(l-^)(l-(l-^^)(l-(l-^)^z)

£^;<7)=S^^-=(1+(1-^)(1+(1-^^)(1+(1-^)^2)..,
(D

^TO n'-q

.z!^=(l-^)(l-(?2)... (l-^")/(l-^)" estle<7-analogueclassiquedel'entiern!. Nousavonsicivolontairement
se une notation differente de la notation classique pour ces deux fonctions afin de les situer des
ntenant dans Ie contexte de ce travail. En effet, ces deux fonctions apparaissent naturellement dans la
irie des especes de structures comme ^-series associees a 1'espece E des ensembles. On les obtient par
substitution appropriee, d'une part dans la serie indicatrice de cycles [JA1] et d'autre part dans la serie
;atrice d'asymetrie [LG2], comme Ie monrre la proposrion qui suit.

position 1. Soil E I'espece des ensembles, ZE sa serie indicatrice de cycly: et TE sa serie indicatrlce
d'asymetrie. L'umque substitution de laforme x;:= Ui(q)x , i > 1, qui satisfait

^^. ^.... )L. », <,,,. =£iX"

n>Otr'<J

est donnee par «; {q)x = . ' . -. De plus cette substitution est aussi la seule telle que
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w^.-t,-.,w^i(l)^
Preuve. Rappelons que

'^L
',T

n-1 xnK-i)n-I^L
, n21Ze(^, X2,... )=en£ln et rE^, x^,...)=e (2

ecrivons M| pour M|-(?) et posons

UlX+^U2X2+^U3X3+.£(^;(7) = Z£(^i^2. -)L,=^ = e

Pour que E(,x;q) soit egal a ^L^nfn\q, il faut que sa <?-derivee satisfasse DqE{x;q) = E{x\q), c'est-a-din

Apres reduction, on obtient

£(^^-£(w<7)=£(x;<7).
(l-q)x

(<7-l)ui^(<?2-l)^2+l('?3-l)"3x3+-
, . - 2 - - 3 - =l_(l_q, )^

et, prenant Ie logarithme,

(<? - 1)M^+^-(^ - 1)U2X2+^(<?3 - 1)«3X3+.. .=-[(1 - ^)X + ̂ (1 - ^)2^2+... ],
d'ou, pour i>l, (^-1)U( =-(1-<7)'. Ainsi, M;(^)^' = (1 - q)ixi/(l - qi) est 1'unique solution. On procede d
fa9on similaire pour E{x;q} = ^£(-(i. -<:2"--)L;:=u.. (^)x"

Chaqueespece de structures F possedeuneserieindicatrice de cycles Z/r etuneserieindicatriced'asymetri
VF. II est alors naturel d'utiliser Ie resultat de la proposition 1 pour definir les deux <?-series que nous a:
socierons a une espece quelconque.

Definition 1. Si F-. B-^E est une esp^ce de structures, alors ses deux q-series associees, notees F(x;q) <
F{^;q}, sont definies respectivemcnt par

Fteff) = Zcto, ^, ^,... )],. ̂ d-<7)'>i er F<x;<?)_=r^(^, ^2^3'---)L, :=(l^i- (:
l-q' ' 1-^'

On verifie aisement, a partir de resultats semblables pour les series indicatrices, que ces deux <7-series satisfoi
une propriete remarquable d'interpolarion. entre des series importantes de la theorie,

\im F(x;q>) = F(x\ \\m F(x;q) = F(x) et \imF{x;q}= F(x), UmF<x;<7>=F(x), (^
q->l ' '" ' " <?-^0 ' '" ' " <7->1 ' <7->()

OU F(X) = S^O fn -xn/n^ FW = ^n>0 fnxn et FW = ^">0 ̂ n designent respectivement la serie &
neratrice exponentielle, la serie generatrice des types (structures a isomorphisme pres) et la sdr
generatrice des types d'asymetrie de 1'espece F. Ainsi, en ecrivant
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F^'<?)= S/"^^- et ^^> = S/nW-^,
n>0 n>0

(5)

on obtient que les deux suites de polynomes (voir proposition 2)/"(<?) et^<<7> sent des ̂-analogues de la
suite (fn)n>o enumerant les structures d'espece F, qui tiennent compte non seulement de leur nombre mais
aussi des classes d'isomoiphisme de ces structures. De plus, nous verrons au th6oreme 1 que Ie premier de
ces ̂ -analogues est toujours a coefficients entiers positifs; nous sommes done en presence d'un veritable
y-analogue de la combinatoire. Ceci nous amene aconsiderernon seulement Ie calcul d'exemples explicites
mais aussi 1'^tude theorique de ces q-s nes. Ce travail se situant dans Ie cadre de la theorie des especes de
structures, nous invitons 1c lecteurqui desire en revoirles r^sultats de base ̂ consulter [DH1, JA1 ou LJ1].

PROPRIETES ET EXEMPLES

Le fait que ces ̂-analogues tiennent compte de 1'action du groupe symCtrique sur les structures considerees
?eut rendre interessants les exemples qui, ̂  priori, semblent les plus simples. Par exemple dans Ie cas de
a suite factorielle (n!)n2o, Ie modele des ordres lineaires d'un ensemble de cardinal n conduit au ̂-analogue
;lassique n!<y = (1-<7)(1-^2).. . (l-^n)/(l-^, puisque les structures de 1'especeL des ordre lineaires n'ont
)as d'automorphismes autres que I'idenritd. De meme, pour les coefficients binomiaux f^, Ie modele des
lous-ensembles de cardinal k de 1'ensemble [n] = {1, 2,..., n} conduit aux deux ̂-analogues classiques

^1= _"'<,, et ^=^+M_!!^L^J, ~ k\, {n-k)\, cl \^ = q^ v'/ k\, (n-k^
'ar centre Ie modele des pennutations (endofonctions bijectives), regroupees dans 1'espece 5, est equi-
'alent b la donn^e, pour chaque cardinalite, de I'action du groupe symetrique surlui-memepar conjugaison.
1 conduit a deux nouveaux ̂ -analogues de la suite (/i!)«>o, notes Sn(q) et Sn(q), donnas explicitement par

^;<?)=S^(^
n>0 n'<! et S{x',q)=^{q)^

n>0 n'q

» s^= ^ nd -?')"' ei ^W=^^ ^a2. (6)

\=^... ndn ll+^
>n obtient ces formules en substituant directement dans les series indicatrices Zs et Fs, [JA1, LG2],

z^nTJ^Ss, s<-^... « r, =^-=i+xi+s(»f-^-^),
*>T1-^ ^b(d^.. ')-~ " l-^i " ^v"1 "1 "z/'

£'rf;=n

(7)

; 1'espece S des permutations. Les premieres valeurs sont presentees dans la table 1.

lusgeneralement, lorsquelescoefficientsdes series indicatrices de cycles Zp etd'asymetrie TF sontconnus,
i peut utiliser les polynomes Pn(k\q) de la proposition 2 qui suit pour calculer explicitement les deux
series associees a 1'espece F.
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n

0

Sn{q)

3 + <7+^2+ <73
5+2q+5q2 + 4q3 + 5<74 + 2q5 + q6
7 + 5^+ 11^2+ 16$3 + 20<74 + 20<?5 +

18^6+12<?7+7<78+3<79+^o
11 + 8<? + 23<?2 + 37^3 + 61^ + 73<75 +
98^6 + 93q1 + 97^8 + 78^9 + 63<?10 +
37<7n + 27^12 + 9^13 + 4<y1 4 + ^15

Sn{q)

2q
2<7 + 2<?2 + 2^3
2^ + 4<y2 + 6<73 + 6q'4 + 4<75 + 2<76
lq + 6ql + 12<?3 + 18^ + llq5 + 22^6 +

18^7+12<?8+6<?9+2(710
2<? + 8<?2 + 20<73 + 38qr4 + 60<75 + 82(76 +

98^7 + 104^ + 98<y9 + 82^10 + 60^11
+ 4q^ + 3<713 + <?14

Table 1
Les deux ̂ -analogues de n\, n^6, obtenus de 1'espece S des permutations.

Proposition 2. SoitF'.B-^E une esp^ce de structures, Zp etVpses series indicatrices de cycles etd'asym^trie,

.^..Z^(^, ^... )=, £ f^d,, d,,...)^^^(d^....) 
" - " lul^!2u2d2'...(d, ^..

£»</,<

^. 41.r^(^, x2,... )= ^ asymM'd^-)W^TZT .(d^,... ) ' . -- r'^!2u2d2t...
£(W,-<o»

Alors, pour n>0, les coefficients de xnln\q dans F{x\q) et F{x;q) sont donn6s respectivement par

f'w- ^ ^k-pn(^et fn(q)~- ^ ^^-p'^- (8)
\=\^1^... ?l=142d2...

oit. pour chaquepartage \ de n, de type ldl2d2.. ., Pn(^.;q) est unpolynome en q d coefflcients entiers,
de degr6 "(n-%, d6finipar P^;q) =Yl^^-Qi)l~di.

Preuve. Les expressions donnees en (8) s'obtiennent de la definition par developpement direct de (3), en
remarquant que

. n ».n

44^ Uj^. -W1-9'^'^^'1^-
*'---T-7- <sl "'<? "'<7

On peut voir qu'il s'agit bien de polynomes ^ coefficients entiers, soit en les decomposant en facteurs
lineaires et en verifiant que chacun apparaTt avec un exposant positif, ou bien en utilisant 1c fait que les
coefficients ̂ -multinomiaux ainsi que les <7-factorielles nlq sont des polynomes ̂  coefflcients entiers et en
verifiant que

^(^<7)=
n

1,..., 1, 2, (i-<7)n-z'-no--i)!/'.
1=1

Le lecteur desireux de voir les details de ces deux approches pourra consulter [DH1], p. 113 et 119.
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'n obtient facilement, par calcul symbolique, une table des Pn(k;q) et la formule (8) pennet alors de
ilculer les exemples pour lesquels les coefficients des series indicatrices sont soit connus explicitement,
)mme pour 1'espece des cycles, soit deja inclus dans des tables de valeurs, comme pour les especes
loleculaires ou atomiques sur des petites cardinalites [LG2, U2]. Pour 1'espece C des cycles, on a

zc-^^-^(^ -Tc=^^^^-
n obtient done

^-^^^i . c,. 4^<.^^p. <,
n Cn{q)

1+^3
l+Q2+q3 +2q4 +q5
1 + q^ + 3<?3 + 4<74 + 6<?5 + 4<76 + 3^7 +
q°+q 10

1 + 2^2 + 5q3 + 8<?4 + 11^5 +17^6 +
\6q1 + 17^8 + 15^9 + 12^10 + 7<7" +
6^2+2^3+^14

Cn{q}

<7+^
<7+^2 + 2<73 + <74 + <75
q+lq2-+ 3qi + 4^4 + 4^5 + 4^6 + ^ql +
- 2^8 + <?9
q + lql + 5<?3 + 8^ + 13(?5 + 14(76 +

18^7 + 16qs + 15<79 + ll^io + 9<7ii +
4^2+3^3+^4

Table 2
Les deux ̂ -analogues de (n-1)!, n^6 , obtenus de 1'espece C des cycles.

1 examinant les exemples presentesjusqu'a maintenant, on observe que les ̂ -analogues obtenus ont tous
irs coefficients positifs. Ce n'est malheureusement pas Ie cas en general pour Ie deuxieme ̂ -analogue,
mme Ie montre la table 3.

n

x

El

^3

C3
£4

^
E-j o Ei

ibic

C4
£, °X2

dn(.q)

1+q3

1+^
1 + <72 +<74
1 +2q2 +2q4 + q6

1 +^2+ <73 + 2<74 +<75
} +q+3q2 +2q3 +3q4 +q5 + q6

dn{q}

q+q^

<73 + <74 + <75 -<76
^3 +<74 + ^5
^+ 3^3 + qr4 + 2^5- q(>
<7+^2 +2^3 + y4 + <75

2<7 + 2<72 + 4(?3 + 2<74 + 2<?5

Table 3
Les deux ̂ -analogues associes aux especes atomiques sur n < 4 points.
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Considerons les variablesx, des series indicatrices comme etant les fonctions de la base des «.powersums»,

Xi'-= Z^>i^ . De cette fagon, on obtient deux fonctions sym^triques en ̂ i, I;2, ... qui ̂  leur tour donnent
lieu, par specialisation principale, ^:= (1 - q)xq , aux deux <7-series F(x;q) et F{x;q):

I ZF^, X^X^,... ')\^^ ^ I ^ = Z^(^^2^3.. ")L,=(1-<?)'X' = F^^)'
^. :=2.^^J|^^_^^t-i . - - - -i--^T

]rp(^, X2, X3,... )^,,^^[ ^=Wx,, x^,... )\^^^=F{x;q}.lxt:=Lk^c'k^^Cl-q)xqk-1 . . - " - 'A'- i_^-

(10)

Dans Ie cas de F(x;q), 1'expression entre crochets, Z^(^:= Sjksi^'*)' est la fonction symetrique associee
a la suite (On)nso de representations lineaires de ©n definie par 1'espece F. En effet, la serie indicatriceZF

n'est rien d'autre que la s^rie de caracteres ̂ - ^ X<D,(^) /(CT) puisque pour chaque nSO, la represen-
tation lineaire <I>n, definie par n>0"'-06(5,

G. <f. Aut{L{F[n\})
o H> <E)n(o):5l->CT^^, (^eF[n])

a pour caractere %^», ou

X^(o)=Tr<D^((?)= ^ ^1=^(0), 0 ©^.
seF[n]Vp-s=s

Cette observation permet de prouver la positivite du premier <?-analogue F{x\q).

Theoreme 1. Soil F: B->E une espece de structures, alors, pour chaque n>Q, fn(.q) est unpolynome en q

a coefficients entiers positifs.

Preuve. Pour poursuivre Ie developpement commence a la formule (10), utilisons Ie fait que les fonctions
symetriques associees aux representations irreductibles (<E>^)^. i_n du groupe symetrique ©n sont les
foncrions de Schur (^)^^n [MI]. On obtient alors

F(^;^)= Z^(Xi, ^2^3'---)L, :=^ ^
1^:=(1-<7)^jfc-1

S£m^(^'^2>---)
n>0\l-n )|^:=(l-<?)x<7t-1

ou m\ > 0 est la multiplicite de la representation irreducriblc $^ dans On. De plus,

^^... ^,^^=T^)^,
/£v^^-^,^

ou T^(q) = -L---:2-. Or R. Stanley a montre que T\(q) est un polynome en q a. coefficients entiers
y-^

positifs, (7-comptagedestableaux de Young [SR]. Done, pourn>0, /n(<7) = ^^m\T\W estunpolynome
en ̂  a coefficients entiers positifs. . .
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.our Ie calcul d'exemples plus sophistiques, nous aurons recours a la prochaine proposition qui decrit 1c
omportement des ̂ -series devant les operations combinatoires de somme, produit et substitution. En ce
ui concerne la ddrivation, Ie calcul de P(x;q) et F'{x;q) doit etre fait ̂  partir de la definidon, en utilisant
; fait que la derivarion commute aux sdries indicatrices:

F\x;q)=^ZF^, x^...^
,
' -'l'.-^ et F'<x;^=[-r^. j(^, x2,... )| .._(1-<?)^'

(11)

!-<?'

.roposition 3. Soient F:B->E et G'. B-^E deux esp^ces de structures. Alors leurs q-s6ries assocUes
satisfont les relations

1) (F+G)(x;q) = F(x;q)+G{x;q), {F+G){x;q) = F(x;q} + G{x;q},

2) (FG^q) = F{x\q)'G(y\q\ {FG)^,q} = F{x',q}-G^, q},

3) (F°G)(^^)=Z^(G(^;^), G(^;^), G^3;^),... )| (i-, ).̂ . ,
"xi:=~T7~

(FoG)^;^=^(G<^;^, G<^;<?2>, G<^;^>,... )L_(i-, ).,..
"X':=-T:7~

reuve. Ces fomiules s'obtiennentderesultats analogues pour les series indicatrices de cycles [DH1, JA1]
; d'asymetrie [LG2]. B

xcmple. Arborescences etEndofonctions.

ans [LG1] et [LG3], G. Labelle donne des formules explicitespourles coefficients des series indicatrices
; 1'espece ̂[des arborescences et 'Encfdes endofonctions. On pourraitutiliserces fonnules, en conjoncrion
'ec les polynomes PnQ^\q) de la proposition 2, pour donner des ̂-analogues des suites {On)n>\ et (endn)n>.Q
lumerant les arborescences et les endofonctions sur [n] = {1, 2,..., n}. Nous aliens plutot utiliser un outil
; calcul symbolique pour calculer iterativement les premieres valeurs. Les especes de structures ̂ [et 'LncC
.tisfont les equations combinatoires

^ = ^£(^) et <En<r = 5(^).

u- passage aux (7-series, d'apres la proposition 3 et les formules (2) et (7), on obtient

^(. ;, ) = .. ((£ o^)(. ;,)) . ̂ ..^'^^^-

^fe, > = .. ((£ .̂ )(. ;,» = ,/<-<>-^<";<2>4^";<3>-
l-^

L, :.(h^

'End'(x;q)=(S^)(x;q)=
(1 - ^(^i;^))(l - -^(X2;<72))(1 - ^(^;^)).7

-q)ixi
I-?'

^;-0-'?)'^
"'. - 1-<7-

(12)

(13)

(14)
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{Ln<£{x; q}={S. ̂ {x;q} = \-^2;^>
1-^1;<?> .

_(l-?)'x'
I-?'

\x, :=

>-^^2
1-^;^)

(15)

Si ̂ k>{x;q) est une approximation ayant un contact d'ordre k avec 5^x;q), alors la formule (12) permet
d'obtenir une meilleure approximation,

^<k+l>(x;q) = ^termes de degre ̂ k+l dans xe
l<»<t>C^. ^2^1g<t>f^. /, 3.^k>(W)^<lc>(x^)^<K>(^s)+..

!,,»<^.
ayant un contact d'ordre k+1 avec A(x;q). En utilisant Ie langage de manipulation symbolique Maple [CG],
11 devient alors facile de calculer les approximations successives et d'en extrau-e les coefficients On(qr) de

xn n\q donnes dans la table 4. Les ̂-analogues On<^>, en^)eten^> de cettememe table ont etc calcules
par Maple, a partu- des formules (13), (14) et (15). Q

arborescences endofonctions

On{q) On<<7> endnW e-ndn{q)

1+<7 1+<7 3^ l+3q

2+ 3^ + 3^2+ (f> 1 + 3<?+ 3<?2+ 2<73 7 + 8<?+ 8^2+ 4^3 3 +9^+ 9<72 + 6<73

4 + 9(? + 14^2 + 16/73
+ 12^ + 7^5 + 2^6

2+7<7+12<72+16^3
+ Uq4 + 9q5 + 4q6

19 + 33q + 57^2 +
60<?3+51<?4+27^
+9^6

6 + 29<7 + 4Sq2 +
66^3 + 56^ + 37<?5
+14^6

9 + 26^ + 54<72 +
84<?3 + 108<?4 +
112^5+99^6+
71^7+41^8+17^9
+4^0

3 + 17^ + Wq2 +
72<73 + 99^ +
114<75+108^6+
85^7 + 53<78 + 26<79
+8^10

47 + 128^ + 269<?2 +
420<?3 + 539<74 +
562^5 + 496q6+
355^7+204^8+
85<?9 + 20<?10

15+83^+200^2+
358<73 + 497^ +
572^5 + 542<?6 +
425^7 + 267<?8 +
128<79 + 38^10

20+75^+189^2+
365^3 + 590^ +
S22q5 + l006q6 +
1096^7 + 1065^8 +
923<79+706^10+
474^n + 270<?12 +
125<?13 + 42^M +
Sq15

6 + 40<? + 121<?2 +
-268<?3+472^+
708^5 + 927^6 +
1071^+1102^8 +
1010^9+ 824^10 +
588^n+363^2 +
185(713+73^14+
18<?15

130+441^+1140<72
+ 2179^3 + 3550^
+ 4906<?5 + 6060<?6
+6554<77+641l98
+5526(79+4255^10
+2S29qn+
1636^12+740<713+
254qu + 45<715

34+236^+719^2+
1604^3 + 2824^ +
4254^5 + 5561q6+
6443^7 + 6618<78 +
6080<?9 + 4940<71() +
3534^n + 2169^12
+1109^13+427<?14
+ 104(?15

Table 4
Les deux ̂ -analogues associes aux especes ^[et 'Endsw n^6 points.

Soulignons que ces techniques s'appliquent aussi pour les structures ponderees. Toutes les definitions et
les resultats de ce texte ont une version ponderee dont on peut trouver les enonces precis ainsi que les
preuves detaillees dans [DH1]. Ceci permet entre autre 1'introduction de ̂ -analogues pour les families
classiques de polynomes orthogonaux [LJ3] et fera 1'objet d'un autre article [DH2].
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?ORMULES GENERALES

slotre point de depart pour 1'etude formelle de nos ̂ -analogues est une definition uniforme pour les deux
.cries indicattrices propos^e par G. Labelle dans [LG4]. Celui-ci introduit d'abord une esp^ce pond^rde,

^ =^, +^+...,
lont les structures sont les singletons de poids ̂ ;, ('^1. Puis il considere une espece ponderee auxiliaire,

F^ =F(^ =F(X^+^+... ).
Jne F^-structure est une F-structure dont chaque point de 1'ensemble sous-jacent est muni d'un poids choisi
irbitrairementparmi les ̂ '; on peut ecrire F^=FxE^. Ceci permet de definir les series indicatrices de cycles
7F et d'asymetrie Tp d'une espece quelconque F comme suit :

ZF^X^X'>,,... )=F^X)\ et r^(xi, ^2, -C3'---)=F§(->:)| \x:=l'

>u F^ et F^ sont les especes « tilde » et« barre » associees a 1'espece F^, et les variables^ et ̂  sont reliees
.arlafamilled'egalites ̂  == ̂  +^ +^+..., ^ > 1. En introduisantcetteapproche dans notre definition 1,
.n obdent les expressions suivantes pour les deux ̂ -series associees a une espece quelconque:

^;^aFswL,. (,., >,-. et F<^^=^(^L. (,-,),. -.. (16)

'uisque seule la premiere de ces deux series est toujours positive, dans Ie sens du theoreme 1, et que nous
ous interessons a 1'aspectcombinatoire des ̂ -analogues obtenus, nous ne traiterons plus de:F{x;q). A panir
e maintenant, notre attention sera concentree seulement sur F(x;q') etfn(q).

roposition 4. Pour toute espece F:B -^E on a:

D r^ ^ (^^.... ^...y
n]+n;+...=»

oii Endesigne I'esp^ce des ensembles de cardinal nf et I'indice ^1^2... ) slgnifie que chaque
(F X [E^ . En :.. ])~-structure est munie du poids ̂  ̂ 2... .

2) /«(9)=< S |(D^^.... )F[n]|^^...
n, SO

nl+n2+-"=n

^t==a-<?)?'k-l (17)

oil n>. 0 et [(D(n^n )F[/?][ designe Ie nombre d'orbites de I'action sur F[n} (par transport de
structures) du groupe ©^ x ©" x..., celui-ci etant vu comme un sous-groupe de Gn Qui agit in-
dependamment sur des sous-ensembles disjoints de [n] de tallies n\, n2,. -..

euve. 1) Utilisant Ie fait que 1'espece E des ensembles satisfait E(A+B) = E(A)-E(B) et se decompose
ivant les cardinalites en £ = 1 + E\ +£2 + ..., on a

F(X^=Fx£(X^)=Fx[£(X^+X^+... )]=Fxr[£(X^.)
1">1

=Fx]-[(l+£i(^. )+£2(^, )+... +^, (^, )+...)
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et remarquant que toutes les structures considerees, pour ni, ,12,... donnes, ont Ie meme poids, on obtient

)=Fxnfl +(£i^+(£2)£2+-+(£n. )£»i+-]=FX. SJ^'£n2''"^nl^2...r
" ' l°' / n[, n2,... 20

£n, <»<>

Ceci donne, en regroupant les termes suivant la somme des n,,

^(^)= £_ £,/x(^-£"2--)(^^,y
n>0 "i,n2.:..>0

x"i="

Finalement, on considere les especes tildes associ6es et on remarque que Ie poids ̂  ̂ 2... est commun
a tous les types de F x (^-£^-.. .)^ " ^-structures.
2) A 1'aide de (1) on calcule la serie generatrice de 1'espece F^:

^w=s s. |(/7x[s., -^--]n»^^?... ^.
n^O ". SO

nl+n2+-"=n

Or selon la definition de 1'espece tilde,

|(Fx[^. ^.... ])~M| (<p, 5, 0)|

;(<P,.y, o)|

(p e £^ . £^ ... .[n], s e F[n], 0   ©", |
|o-(p = (p et 0-5=5

\<?eE^-E^... [n\, seF[n],
|<?=0n^n2- ®nix(5n2x- et a's=s\

En, -E^...W\ (^ 0)1 0=0ni^-. e(5nix(5n2x---.
seF[n] et G-S=S

ce qui donne, en utilisant Ie lemme du stabilisateur,

|(? x [£", . ̂... .])-[n]| = [^^^ } |S, x <3^ x.. ̂0(,. ^,,F[n]| = n! |<D(.,,,,, )F[^ .
D'ou, d'apres (16),

F^-vx^-^-^ ^ \^... M^-\ ^:=(1-<7)<7
xn.

nl+n2+...="

Dans la formule (17), il y a beaucoup de repetitions. En regroupant un maximum de termes, on obtiend
une expression de/n(<y) comme combinaison lineaire des foncrions symetriques monomiales.

Proposition 5. Pour toute esp^ce F:B ->E on a:

/n(<7) = S ̂ (/:')n!<?mo^^l'^'-)|^^i_^*-l (I!
\hn

ou t^F) designe Ie nombre d'orbitcs dos structures de I'espSce F sous I'action du sous-groupe ,
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Young G\ du groupe symetrique, t^(F) = \(D^F[n]\.

euve. Ce resultat est du a 1'observation suivante: si (/ij, ^,... ) designe Ie partage sous-jacent a la suite
l, n2, . . .)> forme de la suite finie decroissante de ses termes non-nuls, alors pour chaque paire de suites
;upport fini (ni, n-z,... ) et (m\, mi,... ) on a

(ni, n2,... )+ = (mi, W2,... )+ => |^.n2,... )FM| =|<r)(mi, ^.... )/;'["]| (19)

nsi, en regroupant les coefflcients de la formule (17) selon les partages ̂  tels que (/!i, nz,... )+ = \, on
'tient:

fnW=^^\O^F[n]\ ^ ^^2...L
^n (ni, M2,... )+=^.

= n!<? £ |(D?iFM| monx^l^2---)|p,. =n_^^-i
K\-n

.

\^:=(\-q)qk^

^:=a-q)qk-

ie etude plus raffin^e de la formule (17) nous amenera, dans Ie theoreme 2, a exprimer explicitement les
sfficients defn{q) en termes des nombres t^(F) = j(D^F[n][ et de coefficients entiers Cn(k, i) qui ne de-

ndent pas du chobc de 1'espece. Cette formule permettra une interpretation de la specialisation principale
^s les fonctions sym^triques monomiales. Pour amver ̂  cette nouvelle formule explicite, on utilisera les
-ix lemmes techniques qui suivent.

mme 1. Si F :B->E est une esp^ce de structures, alorspour n>0 on a

fnW =
k^O

<k^,..., k, >eComp(n)

^..., k^W\E^..., ^)

ou Comp(n) est I'ensemble des compositions de n {Comp{Q) = {0} et pour n > 0, Comp{n)
= {(^i,..., ^) I ^ > 0, ̂ -elN*, k-[+... +ks = n}), (D^ ^ )F[n] designe Ie nombre d'orbites de
I'action, surF[n}, d'un sous-groupe de Gn isomorphe augroupe ©^ x... x©^ et

E.. ^(a}=a^iki>n , (1-^)(1-^)... (1-^)^...., ^>W=:^- . ' (i_^.... ^)(i_^-. ^):, (i_^)- (20)

uve. Pour une suite a support fini (/zi, n^,... ), appelons (, k\, k'2,..., ks) la sous-suite de ses termes non-
> et, dans la formule (17), regroupons tous les monomes ̂ 1^2... ^1, 1 < i^ < i^ <... < iy, qui ont cette
ne sous-suite d'exposants non-nuls. D'apres 1'observation (19), tous ces monomes ont Ie meme
Yicient, on peut done ecrire

^w=. £. |^... ^)/7M|^ £ ^-.^
k^...+k,=n ~ ' . l<i, <i2<...<i, ^..^-q)q.

1-1

&;>0, s>0

ser £<,"...,, > (<?)=/^ S ^'...^ ^i:=(l-^ ^. Or la transformation d'indices ;i =j"i + 1,
K;I<i2 <... <(,

h +^'2 + 2,..., is =j\ +72 + . . . +Js + s permet d'effectuer la somme:
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"1 ". *",
^1 ^,

1<I1<1"2 <...<',

D'ou Ie resultat.

= ^iki )-n n _ n\n 1 ----.
k. :=Mr1 

=^- " ll-^ (i-^+-+<:-xi-/2+-+^)...(i-^)'

(2

Lemme 2. Les polynomes E<k^..., k^ du lemme 1 poss^dent Ie d^veloppement suivant:

^....., >(^T. x,^r1.',
^Q /?<»i,.... t^C[«-l]

S{v|veV}=<

ou R<k^..., k^ = [ks, ks + ks-i, ..., ks+... +k2}.

Preuve. En posant R<k^..., k^> = [ks, ks + ^i,..., ̂ + ... +^2}, on peut r^ecrire (20) comme suit :

^,... ^>(<7)=^{rlr ̂ l--^}a-<?TI)a-'?T2)... (i-^-J)'
ou {Ti, T2,..., i:n-, } =[n]\{ks, ks+ks-i,..., ks+... +ki] =[n-\]\R<k^..., k^-

II suffit alors d'effectuerle produit et de regrouperles tennes suivant les diverses puissances de q pourobtei
la forme voulue.

Theoreme 2. Pour toute esp^ce de structures F:B->E, on a laformule explicite

n(n-l)/2^_ ^ .
fnW= £ I ̂ c^, iWF}\ql.

1=0 \. '>. \-n
(2

Dans ce developpement, les Cn(^, i) sont des entiers qui ne dependent pas de I'esp^ce, donnas f.

c^, i)= S(-l)^-^>,
ti,veP<'n, ^<v
<^>+=^,,VI-1

oil P^n est I'ensemble de tous lespartages en parts distinctes de taille <n, tty.) est Ie nombre de pa
dupartage p. (^(0):=1), p.<v N/ toutes les parts de ̂  wnr des parts de v, et <p.>+ est lepartage so.
jacent d la composition de nformee des marches de p. (voir figure 1).

Preuve. D'apres les lemmes 1 et 2, on a

n(n-l)/2
fnW= £

i=0
S . £... " (-^^....M
^0 /?<»i...., ^>CV£["-1]

<k^..., k, >eComp(n) ^{v\veV}=i

\rf.

OU /?<fc ..., k^> = {ks, ks + ks-i, ..., ks+ ... +kz}. Utilisons encore 1'obser/ation (19) pour regrouper
coefficients (Q^ ^ ^F[/i] suivant Ie partage ̂  sous-jacent a la composirion de n. Ceci donne
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n(nzlv2 
_ 

r_ ii/\i?. . n.fn^-"^~ S | S(-lf'/?<tl--t->l ||^M|^,
1=0 ?Lh-nL J

omme interieure portant sur toutes les compositions <li,. .. ^Cs> et les ensembles V qui satisfont

0-) <^,..., ^>+=X
(") ^,..., ^>CV£[/1-1]
(»0 ^v = i.

js aliens montrer que cet ensemble d'indices de sommation est en bijection avec celui donne dans
once pour les Cn(^, 0 . Pour cela, on considere les elements de 1'ensemble J?</: ..., ̂ > comme etant les
ts d'un partage p.. Puisque k\+ ... +ks= netki>Q, l<i<s, ces pans sont distinctes et de taille < n :

Com.p(n) <n

<k^,..., ks> }-> \i =(^+... +^2 >... >^+fcj-i >^).

composition <Jci,..., ks> est done fonnee des «marches » du partage p. (voir figure 1):

<n-^i, ̂ 1-^2,..., ̂ -2-^1, ̂ -l> .M ^== ̂ 1 >^2> ... > ^-1.

^.. ll

V-2
^1

-n-1-

*J-

il^i

Mi
M
ww

lle_p^

Ss^s
g^s ws^

. *, -<

n-1 f->

41
->

l. ->

w
^
m

s^^

lia

9m
^K

V6 P<".

4 <v.

IWm

Un partage [i et ses marches Un partage v convenable

figure 1

;emble V doit contenir /?<<: . ", ̂ ; on I'obtient done en ajoutant des parts a p., de fa^on a former un
ge v en parts distinctes (de taille < n puisque V £ [n-1]). Ainsi

Vc[n-l] ^veP^,
/?<^,.... ^>£y <-> p<v .

iduction des autres conditions est directe,

<^,..., ^>+=x <-> <p. >+=x,
^{v|v V}=; <-> vl-(

cardinalites d'ensemble se transfomient en nombre de pans.
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Corollai re. Si mon\(^, 1, ^2. . . .) d^slgne lafonction sym^trique monomiale associee aupartage \den,a

n(n-l)/2
s--»'

l'<7 i=0

les coefficients Cn(^, 0 etant ceux d6finis au theor^me 2.

^ "("^)/2
mo^(^, ^,... )|^^_^-i =-^~ £c, (^0^,

9 a i'-(

Preuve. II s'agit d'exprimer 1'egalit^ des coefficients lorsqu'on developpe (18) et (22) en tennes des di
^ = t\(. f7), en introduisant des variables formelles supplementau-es associees au panage X.

Dans la formule (18), les polynomes W^(q) = nl^mon^^i, ^. -. -) ^:=(1-<7)<?t_i sarisfont une recurrer

wxW = S^l-^i-^l-l)(i-^l-2)... a-^l-/'+l)^, w,
p:x

oup'. 'k signifie que^ est une part de ?iet )^\p est Ie partage obtenu de \ en supprimant la partp. Cette recum
esttresefficacepourcalcuIerformelIementIespoIyn6mes/n(qf )entermesdesdivers^=^(F)etdespuissa
de q. Des tables ont ete calculees a 1'aide du programme de calcul symbolique Maple. Nous en presen
les premieres valeurs dans la table 5. Remarquons que la table plus complete donnee dans [DH] sug
1'existence d'une serie formelle «generique» contenant I'informarion pour toutes les cardinalites:

fnW-t^ +(-^1 +^i)lll)^(-^ +r(^2')<?2+K-l^l' -r(n-2)4' +r(n-2)4^ +r(n-3)^')(73

n

0

fnW

f0

ty + (-^i + ri2)<7
ty + (-ty + ty^Q + (-ty + ty^ + (ty - 2ty^+ t^)q3
?4l + (-r4l + r3lll)<? + <-r4l + r22^2 + <-r22+ r2ll2^3 + (r4l - 2tW + r2ll2)(?4 +

(r4l - r3'l' - r22 + r2'l2)95 + (-r4l + 2r3lll + r22 - 3r2ll2+ rl^6

r4'li + r3'l2 + 2f5' ~ 2r3l2l + r22ll)^ + (~r3ll2 + f2ll3 + t3W ~ t2^
ll2 + ^2U3 - r22li + r4ill)<? + (~f22ll + r3i2' - ^/3'l2 + r2113 - t5l + ^r4'
121 ~ r3112 + r2113 - r51 ~ ^r2211 + r4lll)<? +
^lll +3^3112 + r5l - 2r3l2l + 3r22ll - 4r2ll3 + rl5)<?10

Table 5
Les premieres valeurs du (7-analogue general.

Nous temiinons en donnant une formule, et un probleme, a saveur bijective. Dans [DH1] on mont

1
S ff<P(l)a<P(2)---a<P(")[,, _. =/"((7)

(.<,<p)eF, (IN) a, :=<r (l-<7)(l-<?2)... (l-<7n)

ou /:n(IN) designe 1'ensemble des orbites de 1'action du groupe symetrique sur F[n]x\N , F[n
1'ensemble des F-structures sur [n]. On decrit de fa^on plus suggestive Fn(A) en disant qu'il s'agit de
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'-structures de n lettres sur un aIphabetA [JA2], ou encore des types de F-structuresA-colorees. L'equarion
^5) suggere alors 1'existence d'une bijection entre 1'ensemble des types colores de F-structures et les
ouples formes d'un partage d'entier en n parts SO et d'un type colore «special». Une telle bijection pounrait
sumir un eclairage nouveau sur lacombinatoire des polyn6mes/n(^). Nous n'avons malheureusement pas
e candidat pour cette bijection et laissons ce probleme ouvert.
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