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Abstract

We consider operations on trees like paths reversals and standard
path compression used in a recent mutual exclusion algorithm [8] or
the algorithm for maintaining disjoint sets under union [11]. We give
exact values for the worst-case cost of a sequence of these operations
performed on an arbitrary initial tree. To obtain these bounds, we
apply the potential function method of amortized analysis introduced
by Tarjan [10].

La structure d'arbre est 1'une des plus importantes et des plus specifiques
de 1 informatique. Certains algorithmes, utilisant cette structure pour la ges-
tion dynamique ou logique d'informations, sont bases sur des transformations
agissant sur les arbres.

Citons par exemple 1'algorithme de gestion de partitions [1, 4, 11] qui con-
siste a maintenir une collection d'ensembles disjoints (ou parts) ou les seules
operations autorisees sont 1'union de deux parts et la recherche de la part
contenant un element donne. Get algorithme est utilise pour la gestion des
Common et "Equivalence" en Fortran [5], la recherche d'un arbre recou-

vrant de poids minimal d'un graphe [3], Ie probleme de 1'equivalence de deux
automates d'etats finis [I], ... «

Le but des transformations realisees sur ces structures de donnees ar-
borescentes, lors de chaque acces a un element, est de diminuer Ie cout des
operations ulterieures.
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a;i = r

a;2

cov. t=k

a-fc-i

Xk=X

a;i = r

Figure 1: Inversion de type 0 du chemin a* -> r .

Dans [9, 10], Sleator et Tarjan montrent 1 interet des structures arbores-
centes modifiables suivant de telles transformations, par rapport aux struc-
tures de donnees auxquelles sont associees des contraintes, comme par exem-
pie les conditions d'equilibre dans les arbres AVL.

Les transformations les plus frequemment utilisees sont la compression
standard, 1'eclatemen4 ;, Ie partage et 1'inversion de chemin [II], cette derniere

transformation se trouvant a. la base d'un nouvel algorithme d'exclusion
mutuelle [8].

Parini ces diverses transformations, nous nous interessons ici plus parti-
culierement a la compression standard et aux divers types d'inversions de
chemin dans les arbres.

L'inversion de chemin de type 0 est a la base d'un algorithme d'excluslon
mutuelle dans un reseau reparti, algorithme recemment propose par Nzumi
et Trehel. Get algorithme a pour but d assurer 1 acces exclusif de n processus
a, une ressource, ces processus communiquant par echange de messages. II
consiste a maintenir une organisation loglque des processus sous forme ar-
borescente, la demande d'acces a la ressource se traduisant par une inversion
(de type 0) du chemin dans 1'arbre menant du processus demandeur au pro-
cessus situe a, la racine (figure 1).

Le cout d'une telle inversion de chemin x - > r dans un arbre est la
longueur de ce chemin en nombre de sommets (k sur la figure 1) et correspond
au nombre de messages envoyes par les processus (chaque processus du
chemin previent son "pere" de la demande d'acces du processus a; a la
ressource).

Recemment, Arnold, Delest et Dulucq [2] ont montre que Ie coat moyen
Mn (pour n processus) d'une telle transformation est exactement Hn_i Ie
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(n - l)ieme nombre harmonique.
Nous nous interessons id au cout au pire de cet algorithme, et done de

1'inversion de chemin dans les arbres a n sommets. Lorsque 1'arbre est
filiforme (une seule feuille /), 1'inversion du chemin / -> radne est de
cout n et 1'arbre obtenu est Ie "peigne" (n - 1 feuilles); toute nouvelle inver-
sion de chemin sur cet arbre serait alors de cout egal a 2. Cette constatation
nous amene a non pas considerer la complexite au pire d'une seule inversion
(qul vaut done n), mais la notion de complexite amortie introduite par Tar-
jan [10]. Cette complexite correspond a maximiser Ie cout moyen d'une suite
d'inversions.

Soient done, pour les arbres a n sommets,
Ch(n, m) = max,y{cout moyen(w) : w suite de m inversions},
Cy(n) = max,B{cout moyen(w) : w cycle d'inversions},

ou un cycle w correspond a une suite d'inversions telles que Ie premier et Ie
dernier arbre de cette suite solent identiques.

Ginat, Sleator et Tarjan [6] out recemment montre que
Ch{n, m)^l+\ogn+n^&n- ,
Cy(n)^l+logn .

(Nous notons log n Ie logarithme a base 2 de n).

Dans une premiere partie, nous decrivons la methode introduite par Tarjan
[10] et employee dans [6]. Le point essentiel de cette methode consiste en la
definition d'une fonction sur la structure d'arbre, appelee potentiel.

Le'choix d'un meilleur potentiel que celui considere dans [6] nous permet
de montrer dans la seconde partie que

Ch(n, m)<l+2/(n)+ n/(n)
m

ou
I... . n-2l-losnJ/(")=i(Liog»j+'^F).

De plus, en mettant en evidence des cycles construits a partir d'une classe
particuliere d'arbres, les arbres binomiaux, nous montrons que

Cy(n)=l+ [log nj +
n - 2l.los"J

2 [log nj
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la longueur des cycles correspondants etant

2 [log nj

pgcd(2LI06nJ, n - 2Llos'*J )

Ce resultat, venant completer celui obtenu par Arnold, Delest et Dulucq
[2], montre que 1'algorithme d'exclusion mutuelle de Nai'mi et Trehel [8] a
une complexite en moyenne et au pire (complexite amortie) logarithmique,
ce qui en fait Ie meilleur algorithme connu a ce jour pour realiser 1'exclusion
mutuelle.

Nous nous interessons egalement dans ce travail au cout au pire de deux
autres transformations sur les arbres intervenant dans la gestion de parti-
tions : la compression standard de chemin (figure 2) et 1'inverslon de chemin
de type povLl<:p<n-l dans les arbres a n sommets.

xi=r

cout=A;

Xk-1 Xk=S

Figure 2: Compression standard du chemin r 5 .

Dans les paragraphes 3 et 4, en utilisant la meme technique que pour
1 inversion de chemin (de type 0), nous montrons que dans Ie cas de 1'inversion
de chemin de type 1 (figure 5 du paragraphe 3)

Cy(n)= 2+2/^-1) ,
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et que pour 1'inversion de type po\il<p<n-1
n-3

Ch(n, m) =
3+

m
sim <n - p ,

2n-p-3 _._
2 + --t -- sinon .

m

Enfin, pour terminer, nous montrons que dans Ie cas de la compression stan-
dard

Ch(n, m)=2+
m

1 Complexite amortie

Cette notion a ete introduite par Tarjan ([10]). Nous rappelons ici les prin-
cipaux resultats la concernant, qui seront utilises par la suite.

Soit w = <^i,... , </3m une suite de m. transformations sur un arbre To ayant n
sommets. On appelle cout moyen de la suite w la quantite

1 ."\
cout inoyen(w)=-- ̂  c(y,)

m'i=i
ou c(y?t) est Ie cout de la transformation y,.
Lorsque 1'arbre obtenu a 1'issue de ces transformations est egal a 1'arbre initial
To, on nommera cycle cette suite de transformations.

Definition 1
C7i(n, m) = m.&Xw{cout moyen(w) : w suite de m transformations}
Cy{n} = maxiy{couf moyen(w) : w cycle de transformations}

A tout arbre T, on associe un nombre reel ^(T), appele potentiel de T.
Le cout amorti d'une transformation <ft sur un arbre T est alors defini par

a(y) = c(y) + <^(y(T)) - ^(T) ,
ou c(</?) est Ie cout de la transformation y> et y(T) est 1'arbre obtenu a 1'issue
de la transformation.

Lemme 2 Le cout moyen d'une suite de m transformations est la quantite
1 "'".
^. Ea(^)+^0-^m)

t=l



212 -

ou a(yi. ) correspond au cout amorti de la ieme transformation y, et <f>o (resp.
<f>m) represente Ie potentiel de I'arbre initial (resp. final).

Corollalre 3 Le cout moyen d'un cycle de m transformations est
m 1 m

^^)=^"w .
m^ ms

2 L'inversion de chemin

Etant donne un arbre T de racine r et un sommet x de T, 1'arbre obtenu par
inversion (de type 0) du chemin joignant r a a; (note r -^ x) est 1'arbre T'
ou la nouvelle racine est x et tous les autres sommets du chemin out x pour
p^re. Le cout d'une telle transformation est egal a la longueur (en nombre
de sommets) du chemin r -^ x (k sur la figure 1).

Th^oreme 4 Le cout maximal C%(n, m) d'une suite de m inversions de
chemin sur un arbre a n sommets verifie

n

'2m0>(», m) S 1+ (^ + DdlognJ + "^^J)2 [log nj

Theoreme 5 Pour tout n, il existe un cycle d'inversions sur un arbre a n
^ _

sommets de cout moyen 1 + [log nj +

et de longueur
2 [log nj

gLlognJ

pgcd(2^losr<'l ̂  n - 2Llos"J) "

Corollalre 6 Le cout maximal Cy{n) d'un cycle d'inversions sur un arbre a
n sommets est Cy(n) = 1 + [log nj + '" ̂ ,A'_|

Notations et definitions.

Pour tout entier positifp, nous notons /(p) = ^([logpj + p-^--).
Pour tout sommet x d'un arbre T, nous definissons sr^x} conune etant Ie
nombre de descendants de a;, x compris.
Nous considerons Ie potentiel d'un arbre T defini par
W)=E. er/(M^)).
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Lemme 7 Le cout amorti d'une inversion de chemin y sur un arbre d n
sommets verifie a(y?) ^ 1 + 2/(n) .

Preuve.

Soit 1'inversion y? du chemin a;i -* Xk sur 1'arbre a n sommets T (figure 1).
Soit T/ = y?(T). Nous avons

-Ix-^x, z"e{l,..., fc} ST{X) = s'r, {x} ,
- sr'(a-fc) = 57(3-1) = n ,
- Vz =!,..., &- 1 ST'{Xi) = ST^Xi) - 5r(a;, +i) .

Le cout amorti de 1'inversion s'exprime alors sous la forme
k-1

"(V) = 1 +E(1 + A^(^) - ^(a-. +i)) - /(^(a-. +i))) .
t=l

La fonction / verifiant la propriete 1 +/(?- g) < 2/(p) - f[q) pour tout
entiers p > q >. 1. (Une demonstration en est donnee dans [7]), 11 vient
a(^) < 1 + 2 E T(^-)) - /(5r(^. +i))) = 1 + 2(/(5T(3;i)) - /(^(a:, ))) ,

t=l

et done a(y>) ^ 1 + 2/(n) . D

Preuve du theoreme 4.

Etant donne un arbre Tan sommets, son potentiel verifie /(n) ^ (^(T) <
"/("). Ainsi, ^o- ^m < (n- l)/(n). Des lemmes 2 et 7, nous deduisons
immedlatement Ch(n, m) < 1 + 2/(n) + n^nl D

Etapes de la preuve du theoreme 5.
Nous ne donnons ici que les grandes etapes de cette preuve (pour plus de
details, voir [7]).
Le cycle de cout maximal Cy(n) est construit a partir d'une classe d'arbres
appeles arbres binomiaux (figure 3), 1'arbre binomial Bk etant de taille 2fc et
de hauteur k + 1.

Bk=

si A; = 0

si k> 0

Figure 3: Arbre binomial Bk.
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Figure 4: Bk[B,, h}

La preuve du theoreme est base sur la decomposition du nombre de sommets
n en base 2.
- ler cas : n = 2fc
Une inversion du chemin racine -> s ou 5 est Ie sommet de hauteur k+1 sur
Bk (feuille la plus basse) est de cout fc + 1 et redonne 1'arbre Bk. Le cycle de
longueur 1 ainsi obtenu est de cout fc+1 = 1 + 2/(n).

- 2ieme cas : n =2fc+2' , 0 <i<k .
Nous notons Bk[Bi, h}, 0<, i<k, l<h^k-i+l, 1'arbre compose
de 1'arbre binomial 5, greflFe a hauteur h sur la branche principale (la plus
longue) de 1'arbre binomial Bk (volr figure 4). Nous notons Bk[Bi, (^i)] 1'arbre
compose de B, grefFe a hauteur h sur Bk, non necessairement sur la branche
principale.
Pour tout h, 1 < A < fc-i+1 , si y»est 1'inversion du chemin racine -> s
ou s est Ie sommet de hauteur k+1 sur Bk, nous avons

. V2h~l(Bk[B^h})=Bk[B., h+l} ,

. Vj < 2h-1 ^"(^[B.., h]) = Bk[Bi, (h')] avec hf <h+l.
Si if) est 1'inversion du chemin racine -> 5 ou s est Ie sommet de hauteur
i+Ide B, (ou A; + 2 dans Bk[Bi, k-i-\-1]),

. ^(Bk[Bi, k-i+l})= Bk[B{, 1] et Ie cout de cette inversion vaut k+2.
Considerons 1'arbre To = Bk[Bi, k - i}. En efFectuant

^ = 2*-.-> + i + "'^ 2*-, = 2.-. , _^°°"1
^ ~ " - Pgcd(2 ilos "J, n - 2 Lt°s^)

inversions y> ou ̂  sur To, on obtient a nouveau 1'arbre To. Le coat moyen de
ce cycle est alors

^((fc+2)+(&+l)(m. -l))=fc+l+^=l+2/(n).
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- 3eme cas : n = 2fc+2tl + ... + 2'" avec 0 <, ip < ip-i < ... <ii<k ,
0<p<k.
Les notations et proprietes precedentes se generalisent pour ce cas.
Considerons To 1'arbre a, n sommets compose de 1'arbre binomial Bk sur la
branche principale duquel sont greffes les arbres binomiaux B, aux hauteurs
k - i pour z   {?i,... , ?"p}. En efFectuant

3 flog nj
m =ppcm(2<-, 2'--,..., 2^") = 2'--. = pg^(2Li°. "J, n - 2L^"J)

inversions y> ou ^ sur To, on obtient a nouveau To- Le cout total de ces
inversions est

(fc + 2)( ^ 2*~tp) (pour les inversions du type y>)
«' {»'i,..., t"p}

-l-(fc 4. i)(2fc-t}> - ^ 2 p) (pour les inversions du type ̂ )
f {ti,..., «p}

ce qui donne un cout moyen pour ce cycle d'inversions de 1 + 2/(n). a

Preuve du corollaire 6.
Ce resultat est une consequence immediate des theoreme 5, lemme 7 et corol-
laire 3.

3 L'inversion de chemin de type 1

Etant donne un arbre T de racine r et un sommet s de T, 1'arbre obtenu
par inversion de type 1 du chemin r -* 5 est 1'arbre T ou Ie sommet s a
r pour pere et les sommets du chemin autres que s et r ont s pour pere.
Ceci correspond a une inversion de type 0 sur Ie sous arbre de T de racine
a-2 (figure 5). Le cout d'une telle transformation est egal a la longueur du

a;i =r

Xl
cout=fc Xk-1

Figure 5: Inversion de type 1 du chemin r -^ s.
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chemin {k sur la figure 5).

Theoreme 8 Le cout maximal C%(n, m) d'une suite de m inversions de
chemin de type 1 sur un arbre a n sommets verifie

C^ < 2.^ - 1)J . <n-^-la . ̂(t.^J . .̂ 1)
Theoreme 9 Pour tout n, il existe un cycle d'inversions de type 1 sur un
arbre a n sommets de cout moyen

2+lMn-l)J,+,("^^"
2Li°g("-i)J

pgcd(2 Ll°8("-i)J, (n - i) - 2Li°s("-i)J) .

Corollaire 10 Le cout maximal Cy{n} d'un cycle d'inversion de type 1 sur
un arbre a n sommets est Cy{n) = 2 + [log(n - 1)J + }".

La demonstration de ces resultats se fait de maniere analogue au cas de
1'inversion de type 0. Ici aussi, nous prenons comme potentiel d'vin arbre T
laquantite^(r)=^r/(sr(. z.)) .

Lemme 11 Le cout amorti d'une inversion de chemin ip de type 1
arbre a n sommets verifie a(y) ̂  2 + 2f(n - 1)

sur un

Preuve.

Enprocedant comme dans Ie paragraphe precedent (lemme 7), Ie cout amorti
de 1'inversion de type 1 d'un chemin a-i -* Xk de 1'arbre T (figure 5) devient

a{y) = 2 + ^(1 + f{s(x, ) - s{x^)) - /^(a-. +i)))
.=2

k-l

< 2 + 2 E (^)) - A^(^+i))) = 2 + 2 (^)) - /(. (^))) ,
«=2

d'ou a(y>) < 2 + 2/(n - 1) . D

Preuye_du_theoreme 8.
La preuve est identique au cas de 1'inversion de type 0.
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Le coüt maximal vdrifie Ch(n, m) !2 +2f (n- 1) + "f (")rn

Preuve du th6oräme 9.
Soient Tl,Ti,...,Tln-r,Tl" = ( ies arbres ä r.r - 1 sommets qui forment Ie
cycle d'inversions de type 0 de coüt maximal Cy(n - 1) = L *2f (n - 1) , oü

2Llos(z-r)Jrn: pgcd(2 ,(n-r)-2 )n-L

simln-p ,

1

Consid6rons l'arbre Ts ä n sommets constitud d'une racine r ä laquelle est
accroch6 l'arbre 4. En effectuant les rn inversions de type 1 sur ?o (corre-
spondant a:uxrn.inversions de type 0 sur les arbres T!),on obtient un cycle
de longueur rn form6 des arbres Tor... rT*-trT^ - ?o oü chaque arbre fr
( i : 1, . .. ,m) est constitu6 de la racine r ä laquelle est accroch6 I'arbre {.
Le coüt moyen de ce cycleest alors 1+(1 +2f(n - 1)) -2+zf(n-l) tr

Preuve du corollaire 10.
Ce r6sultat est une cons6quence imm6diate des th6oröme 9, lemme 11 et
corollaire 3.

4 L'inversion de chemin de type p

Etant donn6 un arbre 7 de racine r et un sornmet s de 7, l'arbre obtenu par
inversion de type p, L I p < n - 1, du chemin r -+ s est I'arbre 7'oü les
p- 1 premiers sommets (non compris r) du chemin ainsi que le sommet s ont
r pour päre et les autres sommets du chemin ont s pour päre (figure 6). Le
coüt d'une telle transformation est 6gal au nombre de sommets du chemin
r -) s (k sur la figure 6).

Thdoräme 12 Le coüt marimal üh(n,m.) d'une suite de m inaersions d,e
chemin de type p, L 1p < n - l, sur un arbre ä n sommets est

c ! ru-3.]t--_
rrL

n ,2n-p-3z*--
tTl,

t

Ch(n,m) :
sxnon
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= T

Xk= S

/Tk\

cout=A;

(a)

a;jk=5

x-i = r

cout=fc

(b)

a;2 Xk= S

a-fc-l

Figure 6: Inversion de type p (p > 1) du chemin r -> s dans les cas k < p
(a) et k> p (b).

Notation. Notons Ni(T) Ie nombre de sommets a hauteur i dans 1'arbre T.

Remarque 13 Soil T' I'arbre obtenu par inversion de type p sur un sommet
s de T.
(?) Si s est d hauteur 1 (s=racine) ou 2, alors T' =T .
(n) Si s est d hauteur k , 2< k <p, alors N2{T') =N2{T)+k-2 .
(iii) Si s est a hauteur k, p< k , alors N2(T') = N2(T) +p-l.

Dans Ie cas de 1'inversion de type p, nous definissons Ie potentiel d'un arbre
T comme etant la quantite <^(T) = -JV2(T) - ^V3(r) .

Lemme 14 Le cout amorti d'une inversion y de type p verifie a{y) < 3

Preuve.

Soit 1'inversion de type p du chemin a;i -> Xk sur Parbre T. En utilisant
les notations de la figure 6, deux cas se presentent suivant la longueur du
chemin.
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- k<p
Le cout amorti de la transformation est
a{y) = k + (-7V2CTi) -(k-1)- N3m - E^ ̂ 2(T. ))

-(-^2(Ti) - 1 - N3{T,) - N2W -1)
=3-E^^2 ) <3

- k> p
Le cout amorti de la transformation est
a(y) = fc+(-^2(Ti)-p-^3(ri)-EL2 ^2 )-Ar2m-(^-p-i))

-(-7V2(Ti) - 1 - N3(Ti) - N2W - 1)
=3-(E?=3^2(2n. )+^2 )) ^3 D

Lemme 15 Le cout maximal d'une suite de m inversions de type p sur un
arbre a n sommets verifie Ch{n, m) < 3 +

m

Preuve.
Pour tout arbre Fan (n ^ 2) sommets, Ie nombre de sommets a hauteur
2 ou 3 est compris entre 2 et ra -1. D'ou -(n - 1) < ^(T) < -2, et ainsi
<f>o- <l>m <n - 3.

Des lemmes 2 et 14, nous deduisons alors que Ch(n, m) < 3 +
n-3

m

Lemme 16 Pour tout n et m <n -p, il existe une suite de m inversions
de type p sur un arbre d n sommets de cout moyen 3 +

m

Considerons To 1'arbre flliforme a n sommets (une seule feuille /). En
effectuant n-p inversions de type p sur To (1 inversion de cout n et n-p- 1
de cout 3), on obtient Ie "peigne" (n - 1 feuilles), arbre invariant par toute
inversion de cout 2 (figure 7). Ainsi, si 1'on effectue m inversions, m <n-p,
Ie cout moyen du chemin obtenu est --(n +3(m- 1)) = 3 + --- D
Si Ie nombre m d'inverslons effectuees verifie m > n-p, ce chemin a un cout
moyen egal a -(n + 3(n -p - 1) + 2(m. - n - p)} = 2 + :- - -£ -- :- .

772i TFi.

^-
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n- p-1

Figure 7: Chemin de cout maximal (Les nombres indiquent les couts de
chaque inversion)

Preuve du theoreme 12.
Sim < n- p

des lemmes 15 et 16, nous deduisons Ch(n, m) = 3 +
Si m> n- p

2n -p - 3

n-3
m

m..
montrons par 1'absurde que Ch(n, m. ) ^ 2 +
Considerons une suite de m inversions de type pou. m=n-p+q avec
q> 0 , d'arbre initial (resp. final) To (resp. Tm) et de cout total
C > 2m+2n-p-3. Supposons que cette suite se compose de q\ inversions
de cout 2, 0 < qi < m.
Une inversion de cout 2 sur un arbre T redonnant Ie meme arbre T, on
peut extraire de cette suite de m inversions une suite de m' = m - gi
inversions </?i,... , y?m' telles que c(y, ) > 2 pour z" = l,..., m/. Le cout

m'
total de cette suite est ^c(y, ) = C -1q\ .
Siqi^q

Nous avons ^^=1 c(y?, ) > 3m' +n - 3, ce qui est impossible d'apres Ie
lemme 15.

Si 9i < 9
Deux cas se presentent
- ler cas. Parmi les m' inversions, au mains une est de cout > p.

D apres les remarques 13(n') et {iii), nous avons
N2(Tm~) - N2(To) ^ (p- l)+(m/-1) > n-2 , ce qui est impossible.

- 2ieme cas. Pour tout i =1,... , m' 2 < c(y>;) < p.
D apres la remarque 13(n'),
N\Tm} - N\To} = E^'i(c(y. ) -2) =C'-2m > n-2 ,
ce qui est impossible.

Ainsi, Ch(n, m) < 2 + p ~~ 3 .
TH/.
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Le chemin de la figure 7 a un cout moyen egal a 2 +

Ainsi, Ch(n, m) == 2 + -p ~ D

2n-p-3
m.

m

5 La compression standard

Etant donne un arbre T de raclne r et un sommet s de T, 1'arbre obtenu par
compression standard du chemin r -> s est 1'arbre T' ou tous les sommets
du chemin ont r pour pere. Le coat de cette transformation est egal a la
longueur du chemin (k sur la figure 2).
La compression standard sur un arbre a n sommets peut etre consider^
comme une inversion de type p > n- 1.

Theoreme 17 Le cout maximal Ch(n, m) d'une suite de m compressions
standards sur un arbre a n sommets est Ch{n, m) = 2 +

m

Dans ce cas, nous considerons Ie potentiel d'un arbre T defini par la quantity
<^(T) = -7V2(T) .

Lemme 18 Le cout amorti d'une compression standard y est a(y) = 2

Preuve du lemme.
Soit y> la compression standard du chemin a-i -> Xk sur 1'arbre T (figure 2).
Le cout amorti de cette compression est
a(^) = k + (-7V2(Ti) -(k- 1)) - (-^(Ti) -1) = 2 D

Preuve du theoreme 17.
Etant donne un arbre Tan sommets, son ante est comprise entre 1 et n- 1.
Ainsl, -(n - 1) < (f>{T) < -1, et <^o - <^m^< n - 2. Des lemmes 2 et 18, nous
deduisons alors que Ch(n, m) < 2 + -- .
Cette borne est atteinte. En efFet, considerons 1'arbre filiforme a, n sommets.
Si 1'on efFectue une compression standard du chemin racine ->. feuille (de
cout n), on obtient Ie "peigne", et toute nouvelle compression standard re-
donne Ie peigne (cout=2) . Le cout total d'une telle suite de m compressions
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standards est n + 2(m - 1), ce qui donne un cout moyen de 2 +

Ainsi, Ch(n, m) == 2 +
n-2

m.

n-2
m
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