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RESUME — Le but de ce texte est de présenter un panorama des propriétés fondamentales et de quelques applications
concretes des séries indicatrices des cycles et des séries indicatrices d'asymétrie en combinatoire énumérative. Ces séries
sont des outils permettant de calculer diverses statistiques concernant les symétries ou I'absence de symétrie des structures
appartenant a des espéces données. Nous mcttons I'emphase sur le comportement de ces séries devant les principales
opérations combinatoires que 1'on peut utiliser pour définir (récursivement ou explicitement) des especes de structures.

ABSTRACT — The goal of this paper is to present a panorama of the fundamental properties of cycle index series and
asymmetry index series within enumerative combinatorics, as well as a few concrete applications. These series are tools
by means of which one can comjate various statistics concerning the symmetries or lack of symmetry of structures
belonging to given species. Emphasis is put on the behaviour of these series with respect to the main operations that can
be used to define (recursively or explicitely) species of structures.

0. INTRODUCTION

Pour tout ensemble fini U, désignons par A[U] l'ensemble des arborescences dont U est
l'ensemble sous-jacent. Toute bijection B: U — U' entre ensembles finis induit, de fagon évidente,
une bijection notée A[B] : A[U] — A[U'] qu'on appelle le transport des arborescences le long de B.
Lorsque deux arborescences a € A[U] et a'e A[U'] se transportent l'une sur l'autre le long de B on
dit qu'elles ont méme type (d'isomorphie) et que B est un isomorphisme de a vers a'. Un
isomorphisme de a vers a est appelé automorphisme (ou symétrie) de a. Bien entendu, la
totalité des symétries d'une arborescence donnée est codée par son groupe d'automorphismes. Lorsque
ce groupe est trivial (i.e., est réduit a 1'identité€), on dit que 1'arborescence est asymétrique. Pour tout
n 20, posons

a, = le nombre d'arborescences dont {1, 2,...,n} estl'ensemble sous-jacent,
an, = le nombre de types d'arborescences ayant n sommets,
a, = le nombre de types d'arborescences asymétriques ayant # sommets.

Ces trois familles de nombres sont résumées par les séries suivantes

_ X" x2  ox3 P d x5 x5 x7
AR) = E,O ant = x+22! +93! +64 3 +625 L +7776 E + 117649 s o
AR) = D, Gpxn = x+x2+2x3+4x4+9x5+20x6 +48x7 + 115x8 + ..,

n=>0

AX) = D Gpx" = x+x2+x3+2x4+3x5+6x6+12x7 +25x8 + ...,
n20



Plus généralement, A toute espéce de structures F, on peut associer de fagon analogue trois séries
F(x), F(x), et F(x). Puisque la transformation F +— F(x) commute aux opérations combinatoires
usuelles (somme, produit, substitution, dérivation, etc), le calcul de la série F(x) se fait habi-
tuellement 2 partir d'équations combinatoires caractérisant (récursivement ou explicitement) 'espece F.
Par contre, les transformations F > F(x) et F+ F(x) ne commutent qu'aux opérations de somme
et de produit. Ce manque de "commutation" rend beaucoup plus difficile le calcul des séries
F(x) et F(x) et justifie,  lui seul, l'utilisation d'outils algébriques plus sophistiqués [J1, L6-7, P] : il
s'agit de deux séries a une infinité de variables

Zr = Zp(x1, X2, X3,...) et I'rp = I'r(x1, x2, x3,...),

appelées série indicatrice des cycles de F et série indicatrice d'asymétrie de F. Elles contiennent
toutes les informations relatives aux séries F(x), F (x), et F(x) tout en commutant avec les opérations
combinatoires usuelles. Le but de ce texte est de présenter un panorama comparatif décrivant les
propriétés fondamentales des séries Zp et I ainsi qu'un échantillon de leurs applications concretes.
Le langage utilisé est celui de la théorie combinatoire des espéces de structures introduite par André
Joyal [J1] (voir aussi [L8] ainsi que [B1-2, BLL1-3, D1-2, DLL1-2, GL, J2-3, L1-11, LC1-2, LM,
LV1-4,LY1-5, NR, S2, Y1-2)). Pour des raisons d'espace, nous omettons les démonstrations des
résultats énoncés et renvoyons le lecteur aux textes existants pour les détails.

1. PRINCIPALES SERIES ASSOCIEES A UNE ESPECE DONNEE.

A chaque espéce de structures F = F(X), pondérée ou non (a une sorte de points X), on peut
associer plusieurs séries [J1-3, L5-7, D1-2, Y1-2] dont les cing principales!, F(x), F(x), F(x),

Zr(x1, X2, X3, ...) et Tr(x1, xo, X3, ...), sont définies par les quelques lignes qui suivent:
{

Définition 1. Les séries formelles, en une indéterminée x,

F(x) = anﬁ, Fx) = Y, fuxn, Fx) = D, faxn

n=20 : n20 n=>0

dont les coefficients fn, fn, fn Sont donnés par

fn = le nombre (ou poids total) des F-structures dont {1,2, ..., n} est l'ensemble sous-jacent,
fn = le nombre (ou poids total) des types de F-structures ayant n sommets,
fn = le nombre (ou poids total) des types de F-structures asymétriques ayant n sommets,

sont appelées respectivement série génératrice (exponentielle), série génératrice des types, et série
génératrice des types d'asymétrie de l'espéce (pondérée) F. A

Afin de faciliter et d'unifier la présentation de la définition des deux autres séries Zp et I,
introduisons d'abord quelques notations utiles. Soit ¢ = (1, f2, ..., £, ...) une suite dénombrable

1 Autres sérics: la décomposition moléculaire (scction 2.7) ct les g-séries canoniques F(x; q) et F<x; ¢> [D1-2].



d'indéterminées distinctes (n'appartenant pas a l'anneau des poids des F-structures) et considéro:
I'espéce pondérée auxiliaire

F, = F(X) = FXy, + X, + ... +X,+...),

dans laquelle X;; désigne l'espece des singletons de sorte X et de poids t;, pour chaque i2>1. Ur
F-structure consiste donc en une F-structure dont chaque point de I'ensemble sous-jacent est affec
d'un poids choisi arbitrairement parmi les ;. Le poids d'une telle F-structure étant le poids de la ¥
structure multipli€ par le produit des poids des points de son ensemble sous-jacent. On peut donc, e
particulier, considérer les deux séries génératrices I::,(x) et F_',(x) de l'espece pondérée F,. Ce sor
évidemment des fonctions symétriques des variables 11, 12, ..., tiy ... . Introduisons finalement le
variables xi, X2, ..., Xk, ... par le biais de la famille d'égalités

X = t{‘+t§+... +t{‘+... (power sum de degré k), k>1.

Définition 2 [J1, L6). Les séries formelles Z, et T F caractérisées par les équations

ZrCt, 20,3, ) = Fl,; et TrGux,x,..) = F)

x:=1

sont appelées respectivement série indicatrice des cycles et série indicatrice d'asymétrie de l'espéc
(pondérée) F. En d'autres termes, les séries Zp et T'p sont les expressions des Sfonction.
symétriques f,(x)l x:=q € E(x)l x:=1 (desvariables t;) dans la base des power sums. Y

Il est bien connu que ces séries indicatrices peuvent s'exprimer sous les formes standards

Zr= 2 L 3 fafufral  rr= Y L% fxfug . am,

n20" ge @, n20" ge @,
ol (01, 0y, ..., G,) désigne le type cyclique de chaque permutation ¢ &,. Les coefficients
fo = coeffs Z, fo = coeffsTr
appartiennent 4 I'anneau des poids des Z-structures. On a l'interprétation combinatoire
fo = nombre (ou poids total) de toutes les F-structures dont G est un automorphisme.

Une telle interprétation directe n'existe cependant pas pour les coefficients f5 puisqu'on a, dans le
contexte non pondéré,

foe NN, mais  fse€ 2, en général.
La stricte négativité des coefficients £ peut se produire pour certaines espéces (voir section 2.7).

Théoreme 3 [J1, L6, D1]. Les transformations F +— Zrp , F+— T F commutent aux
opérations combinatoires usuelles de somme, produit, substitution, et dérivation -



Zri+c = Zr+Zg, I'ric = Tr+Tg,
Zr.¢ = Zr - Zg, I'r.c =TFr-Tg,
Zr.G = Zr° Zg, I'rog = TroTyg,
aZF arp
Z.' = T ¢S —,
i ox; b oxy

De plus, les trois séries génératrices F(x), F(x) et F(x) s'obtiennent des séries indicatrices
Zr(x1, X2, X3, ...) et T'p(x1, x2,x3, ...) par spécialisations des variables x1, x, X3, ... :

i(x) = Zr(x,0,0,...)), F(x) = T'r(x,0,0,...),
F@x) = Zr(x, x2, x3, ...), F(x) = Tr(x,x2, x3, ...). o

Dans ces formules, la substitution f g de deux séries indicatrices pondérées f = f,, et g =g
(associ€es respectivement aux familles de poids w et v) est définie par

(fog)(x1, x2, x3, ...) = f(g1, 82, 83 ...),

8k = 8k(x1, X2, X3, ...) = gua(Xk, X2k X3k, ...), k=1,2,....

Dans la définition de gx notons qu'il faut élever les poids 2 la puissance & et multiplier par & les
indices des variables x;. On écrit souvent f(g) aulieude fog, et F(G) aulieude F o G.

On obtient facilement, par spécialisations des variables, le corollaire suivant qui décrit

complétement le comportement des trois autres séries devant les opérations combinatoires.

Corollaire 4. La transformation F +— F(x) commute aux opérations combinatoires de
somme, produit, substitution, et dérivation :

F+G)x) = F)+Gx), (F-G)) = F(x)-Gx), (FoG)x) = FGW), F'(x) = f—xF(x)-

Les transformations F —s F| (x) et F— F(x) commutent aux opérations de somme et produit :

F+G)x) = Fx) + G, F+G)0) = F(x) + G),
(F-G)x) = Fx) - G), (F-G)x) = F(x) - G(x).

Finalement, en ce qui concerne la substitution et la dérivation, on a les formules

(FoG)w) = ZrG®), G(x?), G&Y), ...), (Fo G)(x) = Tr(G(x), G(x2), G(x3), ...),

oz
1

Fi(x) = 5 (x, x2, x3, ...), F'(x) = g%(x, x2, x3, ..). o

Il est important de souligner que ces formules générales impliquent, au plan pratique, le principe
le calcul suivant :

Toute équation combinatoire caractérisant (3 isomorphisme naturel prés) une espéce F en

” ” "naen " "

aisant appel aux opérations combinatoires "+", "-", , "o onne _automatiquement liel

15 équations correspondantes caractérisant les séries F(x), Zr , Tr, F(x), et F(x).




Un exemple typique d'application de ce principe est donné par 1'équation combinatoire
Y = X R(Y)

qui caractérise l'espéce Y = Ap de toutes les arborescences dites R-enrichies [L1, J1]. Cette simy
équation combinatoire donne donc lieu aux caractérisations suivantes des séries Ag(x), Za,, I}
AR(x), et AR(x):

AR(x) = xR(Ar(x)),

NZAR = 'leRLZ/\R) ¥ _ ___FAR = X1 FRQR) - _
AR(x) = xZp(ARr(x), Ap(x2), Ap(x3), ...), AR(x) = x Tr(AR(x), Ar(x2), AR(x3),...).

Dans cet exemple, seulement les opérations de produit et de substitution ont été utilisées. Nc
présentons, dans la section 3, plusieurs applications concrétes de ce principe dont un bon nombre f
appel a toutes les quatre opérations combinatoires mentionnées plus haut. Pour le moment, donnons
séries associées a quelques espéces de base.

2. EXEMPLES DE BASE. .

Voici quelques especes de base dont les 5 séries associées possédent des expressions explici
particulierement simples et €légantes [J1, L6]. En combinant ces espéces a 1'aide des opératic
combinatoires (et en faisant appel, au besoin, a des fonctions de poids bien choisies) on peut forn
d'autres especes, de plus en plus complexes et calculer les séries qui leur sont associées.

2.1. L'espéce X des singletons : X(x) = x,
Zx =, Tx = x,
Xlx) = x, X(r) = %
2.2. L'espéce E, des paires: Ex(x) = x2/2!
Zg, = ;—(xlz +x2) , [g, = ;—(xlz"xﬂ s
Ey(x) = x2, Ey(x) = 0.
2.3. L'espéce E des ensembles : E(x) = exp(x),
Zg = exp( D, xu/n), Te = exp( ), (<1)*1xy/n),
n21 n21
E® = 1/(1-x), Ex) = 1+x.
2.4. L'espéce ©® =E? des parties : P(x) = exp(2x),
Zp = exp(2 ). x,/n), Tp = exp(2 ), (-1)*lx/n),
n21 n21
T = 1/(1-x72 Tx) = (1+x)2



2.5. L'espéce L des ordres linéaires Lx) = 1/(1 -x),
ZL = U(1-xp), T = 1/(1-xp),
Lx) = 1/(1-Xx), Lx) = 1/(1 -x).
2.6. L'espéce S des permutations : Sx) = 1/(1 =x),
1-x;)
Ty - rs = 8-%)
g Hl (T-xn) ST
S 1 -
S(x) = nIZII T Stx) = 1+x.
27. L'espéce C des cycles orientés : Clx) = In(1 1x)’
Ze = Yy M1y, Tc= Y 01y,
¢ ngl g (l—x”) ¢ ngl " (1 —x")
Ckx) = x/(1-x), Clkx) = x,

ou ¢(n) et u(n) désignent respectivement les fonctions d'Euler et de Mébius.

2.8. Les espéces atomiques concentrées sur n < 4 points. La table 1, extraite de
[L3, L6, L9], donne les séries n! Z4 et n! T4 pour chaque espéce atomique A dont les structures
vivent sur n <4 points. Les espéces atomiques sont les especes moléculaires (i.e., indécomposables
non-trivialement sous la somme) qui sont aussi indécomposables non-trivialement sous le produit.

Elles forment une famille dénombrable 4 d'espéces dont les premiers termes sont donnés par
A : X, Ep, Es, C3, E4, Ej, Eyo Ey, PY, Cy4, Eyo X2, ...

Nous renvoyons le lecteur a [L9] pour une extension de cette liste et pour la signification précise des

. sas . . . f P BN b
10tations utilisées. On sait depuis Yeh [Y1-2] que la totalité Esp de toutes les espéces (2
somorphismes pres) forme un demi-anneau isomorphe au demi-anneau

NI[A]] = NIX, Ey, Es, C3, Es, Ej, Eyo Ey, P2, Cs4, EyoX2,...1]

les IN-séries formelles dont les «variables» sont les especes atomiques. L'écriture d'une espece
Juelconque F comme élément de IN[[A]] s'appelle la décomposition atomique de l'espece F. 11
‘agit de la série la plus raffinée que 1'on puisse associer i une espece. En effet, deux espéces sont
somorphes si et seulement si elles ont méme décomposition atomique (ceci est faux pour les autres
€ries considérées plus haut, voir section 4). En guise d'illustration, voici les quelques premiers termes
e 1a décomposition atomique de l'espéée Gr de tous les graphes simples -

Gr(X) = 14X +2E; +2X-Ey + 2E3 + 2X2.E + 2X-E3 + 2E9-Eq + 2E30Ey + EpoX2 + 2E4 + ...
:n acceptant des coefficients négatifs dans les décompositions atomiques on obtient I'anneau
ZUAN = ZIIX, Ea, Es, C3, Ea, Ey, Ezo Ep, P}, Cy4, Ezo X2, ... 1]

ont les éléments sont appelés les espéces virtuelles. Les especes virtuelles peuvent aussi étre vues



comme différences formelles d'espéces. L'anneau Z[[A]] est aussi fermé sous les opérations

substitution et de dérivation [J2-3, Y1-2]. Il est important en théorie des especes puisqu'il joue,

rapporta IN[[A]], un rble analogue & I'anneau Z des entiers par rapport 3 IN et qu'il permet

résoudre des €quations combinatoires qui n'ont pas de solution dans IN[[4 ]].

n A n! ZA n! FA
1 X X1 X1
2 E, xlz + Xxp xlz - X2

R T N N SN N PUR SV
%!
N
o
!
[ 384

X3P +3x1x0+ 2x3

2x3 + 4x3
xt+6x?xy + 8x1x3 + 3x% + 6x4
fo + 16x1x3 + 6x22
3xf +6x7x2+9x2 + 6x4

6xi + 18x2

6xf + 6x% + 12x4
12x{ + 12x2

xP —3x1x2 + 2.x3
2x3 —2x3
x{—6xfxy + 8x1x3 +3x3 — 6x4
2x} — 6x% - 8x1x3 + 12x4
3xf — 6x¥xy - 3x% + 634
6xf —18x3 + 12x4
6xf = 6x2
1224 — 1223

: Table 1
Séries indicatrices des espéces atomiques A concentrées sur n <4 points

2.9. Composantes connexes. Soit E l'espéce des ensembles. Lorsque deux especes
et G sont reliées par 1'équation combinatoire G = E o F, on dit qu'une F-structure est une
structure connexe (puisque les G-structures sont les assemblées de F-structures). Pl
généralement, pour toute espéce virtuelle G telle que G(0) = 1, il existe (voir 2.12 plus bas) u
unique espece virtuelle F telleque G = Eo F etonécrit F = Geonn. Puisque les séries Zr et
sont connues explicitement, le théoréme 3 permet de calculer aisément les séries de G 3 partir ¢
séries de Geonn- Inversement [L2, L6], voici comment calculer les séries de Geonn 2 partir de cel

de G viala fonction de Méobius :

Geonn(x) = log G(x), B

Lo e =50 uik) (log Z6)k, I, = A+Xa+Ag+ ...+ Aok + ...,
k=1
G eonplx) = z E—i@— og G(xh, Geonn(x) = A@) + AX2) + A(x®) + ... + A@2) + ..
k=1
ou
_ ¥y K NIRRT K
> — (og I'c), A(x) = E T log G(xk).

k=1

Comme exemple d'application de ces formules, mentionnons qu'on peut facilement calculer les séri
associ€es a l'espece Endconn des endofonctions connexes puisque les séries Zgnqg et TEnd, |



= Y -

l'espéce End des endofonctions sont connues explicitement (voir section 3).

2.10. Membres d'assemblées circulaires. Soit C l'espece des cycles orientés.
Lorsque deux espéces F et G sont reliées par 1'équation combinatoire G = C o F, on dit qu'une
G-structure est une assemblée circulaire de F-structures (les F-structures sont aussi appelées les
membres de 'assemblée). Plus généralement, pour toute espece virtuelle G telle que G(0) = 0, il
existe (voir 2.12 plus bas) une unique espece virtuelle F telleque G = C o F. Les sériesde G
peuvent se calculer facilement a partir de celles de F. Inversement [L2, L6], voici comment calculer
les séries de F a partir de cellesde G :

F(x) = 1-exp(-G(x)),

Zr = 1—exp(= Y, o) Zo)), Tr = 1-exp(- D, L Tox),

k = 1 k = l
Fo) = 1-exp(- 3, o) Gh),  F@) = 1-exp(~ 3, LGxh),

k=1 . k=1

ou .
ok =L > @a-p.
L k plk
P premier

2.11. Membres d'assemblées permutées. Soit S l'espéce des permutations. Lorsque
deux espéces F et G sont reliées par 1'équation combinatoire G = S o F, on dit qu'une G-
structure est une assemblée permutée de F-structures (les F-structures sont aussi appelées les
membres de 'assemblée). Plus généralement, pour toute espéce virtuelle G telle que G(0) = 1, il
existe (voir 2.12 plus bas) une unique espece virtuelle F telleque G = So F. Les sériesde G

peuvent se calculer facilement a partir de celles de F. Inversement [L2, L6], voici comment calculer
les séries de F a partir de cellesde G :

F(x) = uﬁ,

Z = 1'— . Z —}l(k)’ r — 1_ 1 .
i ,B] ol SR v T % PR e VRO W
Fo) = 1- [ Gany™®, Bl = il —

k=1 Gx)-G(x2)-G(x#) ... - G(x2)-...

2.12. Membres de H-assemblées. On peut généraliser les 3 exemples précédents en
considérant 'équation combinatoire G = H o F ou H est une espéce virtuelle donnée dont la
décomposition atomique débute par H = X + ... . On dit que G est l'espéce (virtuelle) des H-
assemblées de F-structures. Encore une fois, les séries pour G peuvent se calculer facilement a
partir des séries pour F lorsque 1'on connait les séries de H. Cependant, le fait intéressant est que
la démarche inverse est toujours possible. En effet, I'€quation combinatoire suivante [J3, L4] permet
d'exprimer F, de fagon unique, a partirde G.
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F = G-AMyG + ARG —ALG + ... + (-1)*AKG + ...,
ou Ay estl'opérateur linéaire défini par
Ay: 2[[A]]l = 2[[A4]], AyK = Ko H-K.

Les séries Zr et I'r s'obtiennent alors de 1'équation ci-haut par simple passage aux séries indicatrices

3. APPLICATIONS AUX STRUCTURES ARBORESCENTES.

A partir d'une espéce donnée? R = R(X), on peut former deux espéces importantes d
structures arborescentes. Il s'agit de l'espece A, des arborescences R-enrichies et 'espece Cl
des arbres R-enrichis.

Définition 5 [L1, J1]. Une arborescence R-enrichie (i.e., une Ap-structure) est un
arborescence dans laquelle I'ensemble des descendants immédiats de chaque sommet est muni d'un.
R-structure. Un arbre R-enri;hz‘ (i.e., une Q r-Structure) est un arbre dans lequel l'ensemble de
voisins immédiats de chaque sommet est muni d'une R-structure. A

La figure suivante montre une arborescence R-enrichie (resp. arbre R-enrichi) dans laquelle les R
structures sont représentées schématiquement par des arcs de cercles (resp., cercles) pointillés.

Arborescence R-enrichie. Arbre R-enrichi.

En choisissant convenablement l'espéce «enrichissante» R, on peut obtenir diverses famille
importantes de structures arborescentes. Par exemple: les arborescences et les arbres ordinaire
(R = E), les arborescences cycliques et les arbres plans (R =1+ C), les arborescences plane
(R = L), les arborescences binaires (R =1+ E,), les arbres topologiques (R = E — Ej), le

arborescences orientées (R = E?), les arborescences permutées (R = S), etc. Nous traiteron

2 : s A ‘oz
Nous supposcrons, pour simplifier, que l'espéce R est non pondérée.
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quelques-uns de ces exemples spécifiques dans les sections 3.1 — 3.5. Pour le moment nous
supposerons que R est une espéce «générique».

Théoréme 6 [L1, L7]. Les espéces Ap et Clp sont respectivement caractérisées par les
équations combinatoires
Ar = X-R(Ag) et Clg + A3 = X-R(Ap") + Eax(AR),

ou Ap = X-R'(AR') estl'espéce des arborescences R'-enrichies. )

Remarquons que dans le cas ol l'espece enrichissante R est l'espéce E des ensembles, les équations
du théoréme 6 caractérisent les especes A =Ag et G = Qg des arborescences et des arbres ordinaires
et se réduisent aux équations

A = X-EA) et A +A% = A+ ExA).
La deuxieme de ces équations est due a Otter-Robinson-Leroux [O, R3, L10]. Le théor¢me 3 entraine

aussitot :

Théoréme 7. Les séries Ap(x), Za,» Tap» Ar(X), AR(x) sont caractérisées récursivement

par les équations
Ap(x) = xR(Ap(x)),
ZAR =~ leR(ZAR) ’ _FAR = X] FRQR) 3 _ .
AR(x) = xZr(AR(x), Ar(x2), AR(x3), ...), AR(x) = x Tr(Ar(x), Ar(x2), Ap(x3), ...).

Les séries Clr(x), Zeg, Tegs Clr(x), Clr(x) sont caractérisées récursivement par les équations

Cle(x) = xR(AR() -1 (AR (1)?,
Zay = 01ZRZAD =7 Cae + 1 o Tap = 01 TR(CaR) =7 Tan? =1 Cana;

AR(X) = xZr(AR(x), AR(x2), Ag-(x3), ...) —% (AR-(x))? +;—Z}?-<x2>,
Clr(x) = xTr(AR(x), Ag-(x2), Ag-(x3), -..)—;—(Z;?(x))z—%A—é—-(xz)- #

On trouvera dans [L7] des tables dressées par les logiciels de calcul symbolique MAPLE [CGG] et
DARWIN [BC1-2, BP, C] qui donnent les premiers coefficients de certaines de ces séries pour des
especes R particulieres ainsi que dans le cas générique. Des schémas itératifs de type Newton-
Raphson ont été développés dans [L2, L7]. Les coefficients des séries indicatrices peuvent aussi tre

calculés individuellement en utilisant les théorémes 8 et 9 qui suivent.

Théoréeme 8 [L2, L7]). Soit Agr = X-R(AR) l'espéce des arborescences R-enrichies. Alors
pour route permutation ¢ de type cyclique (61, Oy, ...) et toute espéce F, ona
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coeffoZa, = coeffsx H (l xlaZR/axl) (ZR)%

k21
coeffoZruy = coeffsZr- ] (1- J‘laz’*/a"l) ZR)$
k21
coeffel'a, = coeffsxy H (1 M} (TR
k21
coeffelFan = coeffaTF - H (1 xl—ar—R@ﬂ) (TR)E. C
k=1

Théoreme 9 [L7]. Soit Qg [l'espéce des arbres R-enrichis. Alors pour toute permutation «
de type cyclique (G4, O, ...), on a, selon les cas,

W0gi-1,0,03,... 0331—1,02.03,... si 0120,
CoeﬂGZQk = 2(2 o2 -1 bO‘z,m.... coeﬁ’al"qk = \l—z(z ==t bgz Oa, . si O=0’1=0'3=...,
0 0 sinon,
ou .
02Zp/ox?
0o = coeffaZp J] (1-Z5L50) @zpox),
k21 /
xla ZR axl \0i
bs = coeffex 1 -=—"—L1) (0Zr/0x1)$*
i ffc‘, lkl;Il( aZR/aJ/q ) OZfox);
x10%TR ax12 o)
0y = coeffeTr 1 -=———2—=1) (QTr/ox))$,
R . kl;ll ( ATdlor, k ¢
2 2
b = coeffoxy [ (1 —Max—l)k(ark/axl)?~ L

ek ol r/0x;

11 est int€ressant de noter que les théorémes 8 et 9 entrainent des formules explicites pour les séries
génératrices XE (x), Ap(x), @(x), Clr(x) sous formes de termes constants dans des produits infinis:

Corollaire 10 [L7]. Soit t une variable formelle distincte des x;. Alors pour toutes espéces
R et F on a les formules explicites

AR(D) = T.C. x; H (I—XI(BZR/ax’)/ZR)k, Az() = T.C. x H (1—x1(3rR/aX1)/FR)k’

Py 1 -1 Zplx) ey 1 -tk Trlx;
~— 1 — x1(02Zx/3x2)/(0Zr/3x,)
Clr() = T.C. (tIg—-1x2+1lx 1 1 s
R ( R 2 4.1 2 2) ;C“Z‘i ( 1—-t"(BZR/8x1) )k
o 1 — x, (32T 2 /0x2)/(dT &/3x7)
Cr() = T.C. (tlg-1L —x L 1 ,
r() (1Tg 2x 2) 11 ( L~ 5 @L/ox0) .

o T.C. h(t, x1, x2, x3, ...) désigne le terme constant dans la série h considérée comme série de
Laurent dans les variables xy, x,, x3, ... . ||



- 14 =

3.1. Arborescences et arbres ordinaires (R = E). Dans ce cas, Ap = A = A est
'espece des arbres ordinaires tandis que Qg = Qg = Q est l'espece des arbres ordinaires. Le
théoréme 7 fournit immédiatement les formules (dont la plupart sont bien connues [HP1-2, MM]) :

A(x) = xeA®),

Zy = x1exp( Y, (Za)nln), Ta = xiexp( Y, (~1)"YTy)a/n),
n=1 n=:1
A) = xexp( Y, A(xm/n), Ax) = xexp( D, (-1)*1Am)/n),
n=1 n=1
AR) = A(x)—%(A(x»z,
Zo = ZA—‘;‘(ZA)Z'*';—(ZA)L I = FA—%(FA)Z_‘;‘(FA)Z,
A0 = A0 - LA)? + LA, A = A - L@AW)? - LAR?).

Il est intéressant de remarquer que les théoremes 8 et 9 fournissent, dans le présent contexte, des
expressions tout-a-fait explicites pour les coefficients individuels de Z4, Ty, Zq, e :

Définissons pour toute permutation ¢ de type cyclique (03, Gy, ...) ettout k> 1,

Or = 0(0) = 3. doy, O = 0(0) = 3 (-1)HdD-145,
dlk dlk
alors [L2, L7, CL1-2] coeffsZ4 = coeffel'a = 0, si 01 =0, et si oy #0,

coeffoZs = o1 T (0 -koudP™h),  coeffals = 621 [T (6% -kouoP-Y).
ot )

De plus, les expressions du théoréme 9 pour les coefficients coeffsZe, et coeffyT @ sont grandement

simplifiées puisque I'on a alors (pour R =E),

coeffs Z ; coeffs I
Wei-1,05,05,... = “—f‘@, bs = coeffsZ,, mc*rl-l,a-z,o-g,... = _.iLA, bs = coeffsTy.

G G c

On retrouve donc, en particulier, la formule explicite donnée par [CL2] pour les coefficients de Zg.

3.2. Endofonctions (R = E). L'espéce End des endofonctions satisfait I'équation
combinatoire bien connue End = S(A) on S est I'espece des permutations. Le théoréme 8 (avec
F = §) donne, aprés calculs, les formules explicites remarquables [L.2, L7]

coeffoZena = o [] (0% - koo,
k>2 )
_ o} 02 o2-1 02-2 Ok or—-1
coeffolina = o (83 ~40205 " + 405(0, — 1)032™2). IT 6% ko051,

k23

ou les nombres ¢x et 6; sont définis dans la section 3.1 en fonction du type cyclique de ©.

3.3. Arbres plans (R =1 + C). L'espeéce Clpians des arbres plans s'identifie, de fagon
naturelle, & l'espeéce Qg = Cly,c. En utilisant le théoréme 7 il est possible de démontrer que le
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nombre de types d'isomorphie d'arbres plans sur n>2 sommets est donné par la formule explicite

. 1 n'—l) 2 __1_ 1_ .
2("—1)(”(’12_1)(1)( d (dd) 26"‘1 + 2XPalf(n)C(n/2)—1,

ou ¢ désigne la fonction d'Euler, ¢, =+L1(2n”) désigne le n® nombre de Catalan, et Ypqir estla
n

fonction caractéristique des entiers pairs. De fagon analogue, le nombre de types d'isomorphie d'arbres
plans asymétriques sur n =2 sommets est donné par la formule explicite [L7]

-1
i, 2 M - denet - S -1
dl(n-

ou W désigne la fonction d'Euler. Il est intéressant de comparer ce dernier résultat avec 1'approche
utilisée par Stockmeyer [S1] pour effectuer le méme dénombrement.

3.4. Arborescences enrichies par les permutations (R =S). Dans ce cas, le
dénombrement des types de As-structures asymétriques se fait a 1'aide de la formule compacte

(LG
A5 = % Guen = x 1ESE)
S ,Eo " 1-As@)

dont on tire facilement le schéma de récurrence

ap = 0, n+1 = (@ ap+ara,_1+ ... +a,a1) — Xpair(n)EnIZs pour n2 0.

3.5. Autres enrichissements et variantes. On trouvera dans [L7] plusieurs illustrations
supplémentaires des formules générales développées plus haut qui font appel 2 divers autres choix de
I'espece enrichissante R. Soulignons, en particulier, le cas important de l'espece Clyo, des arbres
topologiques (i.e., sans sommet de degré 2). Dans ce contexte, l'enrichissement est donné par
R = E - E, (les ensembles de cardina}ité # 2). Les séries pour Cl,op sont reliées directement aux
séries des especes A et G (des arborescences et arbres ordinaires) i cause de 1'équation
combinatoire (virtuelle) remarquable

elzop = el('l‘i_(—X')‘*'

On en déduit les deux formules

x2 x2

2 X - 7y N - A 4
"") (1+X1 "') 2 A(]+x2,l+x""'),

e1t0p(x) = Zo(Z=

1+x’ 1

,.--) XZp(Z—=

l+x’ 1+

2(x x2 .)+x (xz x4 ).

)+ xLa( o) = 1+x l+x2’ 1+x2 14x4”""

l+x 1+x2’ 1+x 14x2°

CJ. top(x) = Ie(Z= 2

Mentionnons aussi les variantes possibles dans lesquelles les graphes sous-jacents aux structures
arborescentes sont munis d'une orientation arbitraire. Par exemple, en utilisant 1'équation combinatoire
de Miloudi-Leroux [LM],

etor_'_(Aor)Z = A,

quirelie I'espece CL?" des arbres orientés A l'espéce A" des arborescences orientées, on peut obtenir
des expressions explicites pour les coefficients individuels coeffs Zg et coeffs I 4 des séries
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indicatrices associées a l'espéce F* des foréts d'arbres orientés [L7]. Ces expressions font appel aux
polyndomes d'Hermite.

Soulignons qu'en utilisant des méthodes semblables a celles du présent texte et en mettant en jeu
des fonctions de poids adéquates, Bergeron, Labelle et Leroux [BLL2] ont donné des formules
explicites pour l'espérance mathématique du nombre de feuilles d'une arborescence ou d'un arbre

aléatoire ayant un automorphisme ¢ donné.

4. AUTRES EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES.

Commengons par quelques contre-exemples simples. Nous mentionnions, dans l'introduction du
présent texte, que les transformations F +— F(x) et F+ F(x) ne commutent pas aux opérations de
substitution et de dérivation. Il est facile de vérifier cette affirmation puisqu'en choisissant F = E; et
G = X + X2, on obtient immédiatement les inégalités

I

(F.o G)(x) = F(G(x)) 2x,

Lix+x2)% + (x2+x4) x+x2)?, x=Fx) # Ed;f(x)

0.

LG+ 9% - (x2+ %) = (F o G)x) # FGW) = 0, x = Flx) # LF(

Considérons maintenant une espéce F quelconque. Etant donné que la totalité des F-structures
asymétriques forment une sous-espece de F, on peut se demander si la connaissance de la série Zg

est suffisante pour déterminer la série I'r. Il n'en est rien puisque

I'r n'est pas une fonction de Zr (et vice-versa).

Pour vérifier cet énoncé, choisissons d'abord les deux espéces F = 2E3+ X3 et G = 2XE, + Cs.
On a alors, en utilisant la table 1, Zr = Zg mais I'r # I'g. De fagon analogue, en prenant cette fois
F = XE, et G = E3+C3 onconstateque I'r = I'g mais Zr # Zg.

Bien entendu, deux especes isomorphes possédent les mémes 5 séries. L'inverse est cependant
faux en général :

g =, F(x) = G(x), Fx) = G(x), F(x) = G(x)
(isomorphisme) e Zr = 2Zg, Tr=Tg¢

On peut le voir en vérifiant que les deux especes non isomorphes suivantes ont les mémes 5 séries:
F = E4+Eyo Ey + X2E, G = XEz + EZ + Cy.

Cet exemple, trouvé & l'aide des logiciels MAPLE et DARWIN, montre bien que la notion de
décomposition moléculaire d'une espece renferme des informations structurelles plus raffinées que

celles qui sont contenues dans les cing séries réunies!

Nous avons déja noté que le parallele entre Zr et I'r n'est pas parfait. Par exemple, les

coefficients de I'r sont possiblement négatifs mais ce n'est pas le cas pour ceux de Zr. Un
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phénomene semblable se produit également [L7] pour la décomposition en fonctions de Schur des
fonctions symétriques associées aux séries Zr et I'r (voir aussi [D1-2] en ce qui concerne les deux
g-séries F(x; q) et F<x; g>). Voici une autre différence importante entre les deux séries Zr et I'f.
Il s'agit de leur comportement devant le produit cartésien F x G d'especes [J1] (aussi appelé produit
de superposition). On a

ZFxG = ZrXZg mais I‘pr # I'px FG’
ou les produits des membres de droite sont les produits de Hadamard des séries indicatrices impliquées
(i.e., produits coefficients a coefficients). Bien plus,

U'rxg  n'est pas une fonction de Tk etde Tg
comme le montre I'exemple suivant tiré de [L6] : Prenons les especes F, G, @, ¥ définies par
F=G=X3+XE;+C3 e & =W =X3+2C3+Es,

Alors en utilisant les tables de Yeh [Y1-2] pour les produits cartésiens d'especes, on vérifie que

FxG = 19X>+XE;+2C3 et @O x¥ = 16X3+12C; + Es.

Onacependant, I'r = I'g = Tp = 'y = WL x3 —Lyx, —Lxs tandis que
6 "1 2 3
rFxG = %xi"—}—xlxz—%x_v, # l%x%—%—xlxz—%l-)g = rq)x‘-p.

Ce manque de commutation de la transformation F > 'z a pour conséquence de rendre, en général,
plus difficile le calcul de la série indicatrice d'asymétrie I'r des especes définies 2 1'aide du produit
cartésien (ce qui n'est pas le cas de la série Zr).
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