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RESUME - Le but de ce texte est de presenter un panorama des propriet6s fondamentales et de quelques applications
concretes des series indicatrices dos cycles et dcs series indicatrices d'asymetrie en combinaioire dnumerative. Ces series
sont des outils permettant de calculer diverses siatistiques concemant les sym6tries ou I'absence de sym6trie des structures
appartenant a des esp&ces donnees. Nous meltons I'emphase sur Ie comportement de ces series devant les principales
operations combinatoircs que 1'on pcut utiliscr pour definir (r6cursivement ou explicitement) des especes de structures.

ABSTRACT - The goal of this paper is to present a panorama of the fundamental properties of cycle index series and
asymmetry index series within enumerative combinatorics, as well as a few cor'crete applications. These series are tools
by means of which one can comt'dte various statistics concerning the symmetries or lack of symmetry of structures
belonging to given species. Emphasis is put on the behaviour of these series with respect to the main operations that can
be used to define (recursively or explicitely) species of structures.

0. INTRODUCTION

Pour tout ensemble fini U, designons par A[U} 1'ensemble des arborescences dont U est
1'ensemble sous-jacent. Toute bijection (3 : £/-> (7' entre ensembles finis induit, de fagon evidente,
une bijection notee A[p] : A[t7] -> A[U'] qu'on appelle Ie transport des arborescences Ie long de P.
Lorsque deux arborescences aeA[U] et a'e A[U1] se transportent 1'une sur I'autrc Ie long de (3 on

dit qu'elles ont meme type (d'isomorphie) et que P est un isomorphisme de a vers a'. Un
isomorphisme de a vers a est appele automorphisme (ou symetrie) de a. Bien entendu, la
totalite des symetries d'une arborescence donnee est codee par son groupe d'automorphismes. Lorsque
ce groupe est trivial (i.e., est reduit a 1'identite), on dit que 1'arborescence est asymetrique. Pour tout
n > 0, posons

fln = Ie nombre d'arborescences dont {1, 2,..., n] est 1'ensemble sous-jacent,
'dn = Ie nombre de types d'arborescences ayant n sommets,
On = Ie nombre de types d'arborescences asymetriques ayant n sommets.

Ces trois families de nombres sont resumees par les series suivantes

AW = £ ^.?=^+2^-+9^-+64^-+625^+7776^+117649^. +...,
n> 0 n\ 2! ' ' 3! 4! 5! 6! 7!

A(x) = ^ anxn = x+x2+2x3+4x^+9 x5+20x6+4Sx1+1\5 x%+...,
n > 0

A(x) = ^ a^x" = x+x2+x3+2x4+3x5 +6x6+12x'] +25xs + ... .
n > 0
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Plus generalement, a toute espece de structures F, on peut associer de fa^on analogue trois series
F(x), F(x), et F(x). Puisque la transformation F f-> F(.x) commute aux operations combinatoires
usuelles (somme, produit, substitution, d^rivation, etc). Ie calcul de la serie F{x) se fait habi-
tuellement a partir d'equations combinatou-es caracterisant (recursivement ou explicitement) 1'esp^ce F.
Par centre, les transformations F ̂ -> F{x} et F h-^ F(.x) ne commutent qu'aux operations de somme
et de produit. Ce manque de "commutation" rend beaucoup plus difficile Ie calcul des series
F(x) et F(x) etjustifie, a lui seul, 1'utilisation d'outils algebriques plus sophisdques [Jl, L6-7, P] : il
s'agit de deux series a une infinite de variables

Zp = ZF(^i, J:2, ^3, ... ) Ct ^=^(^1, ^2^3,... ),

appelees serie indicatrice des cycles de F et serie indicatrice d'asymetrie de F. Elles contiennent
toutes les informations relatives aux series F(x), F(x), et F(x) tout en commutant avec les operations
combinatoires usuelles. Le but de ce texte est de presenter un panorama comparatif decrivant les
proprietes fondamentales des series Z^ et Fp ainsi qu'un echantillon de leurs applications concretes.
Le langage utilise est celui de la theorie combinatou-e des esp^ces de structures introduite par Andre
Joyal [Jl] (voir aussi [L8] ainsi que [B 1-2, BLL1-3, Dl-2, DLL1-2, GL, 32-3, Ll-11, LC1-2, LM,
LV1-4, LY1-5, NR, S2, Yl-2]). Pour des raisons d'espace, nous omettons les demonstrations des
resultats enonces et renvoyons 1c lecteur aux textes existants pour les details.

1. PRINCIPALES SERIES ASSOCIEES A UNE ESPECE DONNEE.

A chaque espece de structures F = F(X), ponderee ou non (a une sorte de points X), on peut
associer plusieurs series [Jl-3, L5-7, Dl-2, Yl-2] dont les cinq principales1, F(x), F(x'), F(x),
Z^(^i, xz, ̂ 3,... ) et rp(xi, X2, ̂ 3,... ), sent definies par les quelques lignes qui suivent:

i

Definition 1. Les series formelles, en une indeterminee x,

FW = S /"^-. Fw = £ ^;cn' F^) = £ ̂ ^n
n! n>0n>0 ".. n SO

dont les coefficicnts fn, fn, fn sont donnes par

fn = Ie nombre {ou poids total) des F-structures dont {l, 2,..., n} est I'ensemble sous-jacent,
fn = Ie nombre {oupolds total) des types de F-structures ayant n sommets,

fn = Ie nombre {pu poids total) des types de F-structures asymetriques ayant n sommets,

sont appelees respectivement serie generatrice (exponentielle), serie gen^ratrice des types, et serie
generatrice des types d'asymetrie de I'esp^ce (ponderee) F. A

Afin de faciliter et d'unifier la presentation de la definition des deux autres series Z^ et Fp,
introduisons d'abord quelques notations utiles. Soil t = (t\, t^ ..., ti,... ) une suite denombrable
1 Auircs series: la dccomposilion moleculaire (scclion 2.7) ct les q-series canoniqucs F(x; q) ct F<x; q> [Dl-2].
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d'indeterminees distinctes (n'appartenant pas & 1'anneau des poids des F-structures) et consideroi
1'espece pondCree auxiliaire

F, = F/(X) = F(X,, +X,, + ... +X,, + ... ),

danslaquelle Xi, designe 1'espece des singletons de sorte X etdepoids fi, pour chaque »> 1. Ur
Ft-structure consiste done en une F-stmcture dont chaque point de 1'ensemble sous-jacent est affec
d'un poids choisi arbitrau-ement panni les fc Le poids d'une telle F;-structure etant Ie poids de la /
structure multipli6 par Ie produit des poids des points de son ensemble sous-jacent. On peut done,e
particulier, considerer les deux series generatrices Fi(x) et Fi(x) de 1'espece ponderee Fi. Ce soi
evidemment des fonctions sym6tnques des variables t\, t-i,..., ti,... . Introduisons finalement Ie
variables x\, x^, ..., Xk,... par Ie biais de la famille d'egalites

Xk = tf+t^+... +rf+... (power sum de degre k), k>. \.

Definition 2 [J1, L6]. Les series formelles Zp et Fp caracterisees par les equations

ZF{X\, X^XZ,... ) = F,(x)|^^^ et YF{x\, xi, X3,... } = Ft{x)\^. ^^

sont appeUes respectivement s^rie indicatrice des cycles et s6rie indlcatnce d'asym6trie de I'esp^
(ponderee) F. En d'autres termes, les series Zp et Tp sont les expressions des fonction.
symetrlques F((^)|^:^^ et F((X)[^^^ (des variables ti) dans la base des power sums. A

II est bien connu que ces series indicatrices peuvent s'exprimer sous les formes standards

^= £ ^ £ /o^^2... ^", FF= £ Jr £ /<;^202... ^,
"SO'-^eQ, n^0'"ae<3n

ou (01, 02,..., On) designe Ie type cydique de chaque permutation oe ©n. Les coefficients

/o = coeffyZp, fS = coeffvTp

appartiennent a 1'anneau des poids des ^-structures. On a 1'interpretadon combinatoire

/a = nombre (ou poids total) de toutes les F-structures dont o est un automorphisme.

Une telle interpretation directe n'existe cependant pas pour les coefficients /^ puisqu'on a, dans 1c
contexte non pondere,

/CT s IN, mais /^ e Z, en general.

La stricte negativite des coefficients /^ peut se produire pour certaines especes (voir section 2.7).

Thcorcme 3 [Jl, L6, Dl]. Les transformations F }-> Zp , F i-> Fy commutent aux
operations combinatoires lisuelles de soimne, produit, substitution, et derivation:
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ZF+G = 2/7+ZG,
ZF. G = ZF-ZG,
Z/7 o G = Z^ o ZG,

.. = ^
F' = a^'

FF+G = FF+FG,
r/^. c = T'F-FG,
r^ o c = r^ o FG,

.. - arz
3^i

De plus, les trois series generatrices F(x), F(x) et F{x) s'obtiennent des series indicatrices
Zr(xi, X2, X3,... ) et FF(. x\, x'z, X3,... ) par specialisationsdes variables x\, x-i, X3, ... :

F(x) = Z^, 0, 0,... ),
F(x) = ZF(X, X^, X\... ),

F(x) = FF(X, O, O,... ),
F(x) = FF(X, X^, X\... ).

Dans cesform\i\es, \Si substitution fog de deux series indicatrices ponderees / =/^ et ^ =^
(associees respecdvement aux families de poids w et v) est definie par

ou
(f ° g)(Xi, X2, X3, ... ) = fw(gl, g2, g3, ... ),

gk = gk{x\, X^Xz, ... ) := g^Xk, XZk, X3k, ... ), ^=1, 2, ... .

Dans la definition de gk notons qu'il faut elever les poids a la puissance k et multiplier par k les
indices des variables Xi. On Ccrit souvent f(g) au lieu de fog, et F(G) au lieu de F o G.

On obtient facilement, par specialisations des variables. Ie corollaire suivant qui decrit
completement Ie comportement des trois autres series devant les operations combinatoires.

Corollaire 4. La transformation F i-> F(x) commute aux operations comblnatoires de
somme, produit, substitution, et derivation :

(F + G)(x) = F(x) + G(.x), (F . G)W = FW . GW, (F o G){x) = F(GW), F'(x) = ^FW.
i

Les transformations F \-^ F{x) et F\-^F(x) commutent aux operations de somme et produit:

(F+G)M ^ F(x)+G(x),
(F--GXX) = F(X)-G(X),

(F^G)(x) =F(x)+G(x),
(F^G)(x) = F(x) . GW.

Finaleinent, en ce qui concerne la substitution et la derivation, on a lesformules

(F ° G)W = Z/.(GW, G(^2), G(^3), ... ), (F o G)(xy = FF^GW, G(x^), G(^3), ... ),
BZLf. v2 .3F"(x) =
3x\

. (,X, X2, X3, ... ), FT'(x) =^(x, x^x^,... ).
3^1

II est important de souligner que ces formules generales impliquent, au plan pratique. Ie principe
je calcul suivant:

Toiife eqiiarinn wmhinatoire caracterisant {d isomnwhisme naturcl nr^s} une e.w^ce F &n
''ai.wnt appel aia operatwns combinatoires " + ". ". ". " ' ". " o" donne aiitomatiauement Hp.n
7 5 cqwtions corresnoncfantes caracterisant Iss^nei F(x), Zp , F/7, F(x), &i F(x).
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Un exemple typique d'application de ce principe est donne par 1'equadon combinatoire

Y = X- R(F)

qui caracterise 1'espece Y = AR de toutes les arborescences dites R-enrichies [L\, ]l]. Cette sim]
equation combinatoire donne done lieu aux caracterisations suivantes des series AR^X), Z^, r/
AR(X\ et A^(x):

AR(X) = xR(ApW),
^ = X^ZR^,) , _ _ r/i. = -ci r/?(r^),

A/?(x) = XZR{AR{X), ApW, A^(^3), ... ), ~AR(X) = xTR (AR(X\ ~AR(X 2), ~AR{X 3),.. .).

Dans cet exemple, seulement les operations de produit et de substitution ont ete utilisees. Nc
presentons, dans la section 3, plusieurs applications concretes de ce principe dont un bon nombre f
appel a toutes les quatre operations combinatoires mentionnees plus haut. Pour Ie moment, donnons
series associees a quelques especes de base.

2. EXEMPLES DE BASE.

Voici quelques especes de base dont les 5 series associees possedent des expressions explici
paniculierement simples et elegantes [Jl, L6J. En combinant ces especes a 1'aide des operatic
combinatoires (et en faisant appel, au besoin, a des fonctions de poids bien choisies) on peut fom
d'autres especes, de plus en plus complexes et calculer les series qui leur sont associees.

2. 1. L'espece X des singletons

^X = -Cl ,
xw = x,

2. 2. L'espece £3 ^<?^ paires:

ZEz = ^ (^? + ^2) ,
E~2(X) = A'2,

2. 3. L'espece E dos ensembles :

^ = exp( ̂  ^n ) ,
n > 1

E{x) = \l(\-x),

2. 4. L'espece V = E2 des parties

Zp = exp( 2 ^ x^/n ) ,
n > 1

P(X) = 1/(1 -X)2,

X(x) = x,
T^x = xi,

X(x) = x.

Ez(x) = ^2/2!,

FE, =^X^-X2),
~E~z(x) = 0.

E(x) = exp(x),

FE = exp(^ (-1)"-1^«),
n> 1

E(x) = 1 + .x-.

P(x) = exp(2^),

Vy =exp(2^ (-l)"-1.^/!),
n> 1

F(.X) = (1 +^)2.
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2. 5. L'espece L des ordres lineaires

ZL = 1/(1-X1),
L(x) = l/(l-x),

2. 6. L'espece S des permutations :

zs="^-
sw = n

L(x) = 1/(1-^),
FL = 1/d-^l),

L{x) = 1/(1-^).

^l(l-^")'

2.7. L'espece C des cycles orientes :

^Oi

S(x)

rs

S(x)

W-x),
(1-^2)
(i-^iV
1 +x.

C(x) = ln(-4),
X.

,

zc=£^ln(T^)- rcsj^'"^-
C(x) = x/d-x),. CW = x,

oil <})(n) et [i(n) designent respecdvemem les foncrions d'Euler et de Mobius.

2. 8. Les especes atomiques concentrees sur n < 4 points. La table 1, extraite de
[L3, L6, L9], donne les series n! Z^ et n! F^ pour chaque espece ayo/n^ue A dont les structures
vivent sur n < 4 points. Les especes atomiques sont les especes moleculaires (i. e., indecomposables
non-trivialement sous la somme) qui sont aussi indecomposables non-trivialement sous Ie produit.
Elles ferment une famille denombrable ^ d'especes dont les premiers termes sont donnes par

^ : X, £2, ^3, Cs, £4, ^, ^2 ° ^2, /'!"', Q, £2° X2, ....

Nous renvoyons Ie lecteur a [L9] pour une extension de cette liste et pour la signification precise des
notations utilisees. On salt depuis 'Yeh [Yl-2] que la totalite 'Esp de toutes les especes (a
. somoiphismes pres) fonne un demi-anneau isomoiphe au demi-anneau

IN[[^]] = M[[X, E^, £3,  3, £4, E^, £2° £2, P^, Q, E^x2,... ]]

ies N-series formelles dont les «variables» sont les especes atomiques. L'ecriture d'une espece
luelconque F comme element de IN[[^]] s'appelle la ̂ co/n/?o^o/i arom^ue de I'espece F. II
;'agit de la serie la plus raffinee que 1'on puisse associer a une espece. En effet, deux especes sont
somorphes si et seulement si dies ont meme decomposition atomique (ceci est faux pour les autres
eries considerees plus haut, voir section 4). En guise d'illustration, voici les quelques premiers temies
Ie la decomposition atomique de 1'espece Qr de tous les graphes simples:

Qr{X) = 1 +X+ 2^ + 2X.£2 + 2^3 + 2X2.£2 + 2X.^ + lEz-E^ + 2£2°^2 + ^2°^2 + 2^ + ...
';n acceptant des coefficients negatifs dans les decompositions atomiques on obtient 1'anneau

Z[[^]] = Z[[X, £2, ^3, C3, £4, ^+, ^2° ̂ 2, ^'c, C4, £2°X2,... ]]
ont les elements sont appeles les especes virtuelles. Les especes virtuelles peuvent aussi etre vues
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comme differences formelles d'esp^ces. L'anneau Z[[^]] est aussi fermd sous les operations
substitution et de derivation [J2-3, Yl-2]. II est important en theorie des especes puisqu'il joue,
rapport a IN[[^ ]], un role analogue a 1'anneau 2 des entiers par rapport a IN et qu'il permet
resoudre des equations combinatoires qui n'ont pas de soludon dans IN[[^ ]].

n H^. ZA »!r/i

1

2

3

3

4

4

4

4

4

4

x

Ei
^3
C3
£4
^

EzoEz
p^ic
Q

E^^X2

Xl
X^ + X2

x^ + 3.ri^2+ 2^3
2x^ +4x3

x^ + 6x^x2 + 8x1^:3 + 3^ + 6^
2xf+ \6xiX3+6x^

3x^ + 6x^x-i + 9x^ + 6x4
6xi4+18^

6x^+6x^+12x4
' \2xf+12xj

Xl
X^ - X-i

^^-3X}X2 + 2^:3
2x^-2x3

x^-6x^x2 + 8^iX3+3x^-6^4
2x^-6x^-SxiX3 + 12^:4
3x^ - 6x^X2 - 3x^ + 6x4

6xf-lSx^+ 12x4
6xf-6x^

iix^-nx^

Table 1
Series indicatrices des especes atomiques A. concentrees sur n < 4 points

2.9. Composantes connexes. Soit £ I'espece des ensembles. Lorsque deux especes
et G sont reliees par 1'equation combinatoire G = £'°F, on dit qu'une F-structure est une
structure connexe (puisque les G-structures sont les assemblees de F-structures). P]
generalement, pour toute espece virtuelle G telle que G(0) = 1, il existe (voir 2. 12plusbas) u
unique espece vinuelle F telle que G = fop eton ecrit F = Gconn. Puisque les series ZE et
sont connues explicitement, 1c theoreme 3 permet de calculer aisement les series de G a partir c
series de Gconn. Inversement [L2, L6], voici comment calculer les series de Gconn a partir de cel:
de G via la fonction de Mobius :

Zc^ = 1 ^-(logZc),,
<:= 1

GcowW = log G(.x),

rG
^ 

= ^+^2+ ^4 + ... + ^2k + ...,

G^nW = ^ ^]og G(.^), G^{x) = A(x) + A(^2) + A(^4) + ... + A^2*) + ..
k= 1

ou

[iW^ S ^(i°sr^,
k= 1

A(., ) = ^ E^liogG^^).
k= 1

Comme exemple d'application de ces fomiules, mentionnons qu'on peut facilement calculer les sen
associees a 1'espece Endconn des endofonctions connexes puisque les series ZEnd et YEnd. '
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1'espece End des endofonctions sont connues explicitement (voir section 3).

2. 10. Membres d'assemblees circulaires. Soit C 1'espece des cycles orientes.
Lorsque deux especes F et G sont reliees par 1'equation combinatoire G = C°F, on dit qu'une
G-structure est une assemblee circulaire de F-structures (les F-structures sont aussi appelees les
membres de 1'assemblee). Plus generalement, pour toute espece virtuelle G telle que G(0) = 0, il
existe (voir 2. 12 plus bas) une unique espece virtuelle F telle que G = C ° F. Les series de G
peuvent se calculer facilement a partir de celles de F. Inversement [L2, L6], voici comment calculer
les series de F a partir de celles de G:

F(x) = l-exp(-G(x)),
00 00

IF = 1 -exp(- ^ coW (Zc)^), rF = 1 -exp(- ^ \^ Ok).
k=-[ k= 1

ou

F(x) = 1 -exp(- ̂  "W G(xk)), F(x) = 1 -exp(- ̂  ^G^^)),
*=1 k=l

COW = ^ £ (1 -P).
p \k

p premier

2.11. Membres d'assemblees permutees. Soit S 1'espece des permutations. Lorsque
deux especes F et G sont reliees par 1'equarion combinatoire G = S 0 F, on dit qu'une G-
structure est une assemblee permutee de F-structures (les F-structures sont aussi appelees les
membres deYassemb} e). Plus generalement, pour toute esp&ce virtuelle G telleque G(0) = 1, il
existe (voir 2. 12 plus bas) une unique espece virtuelle F telle que G = S ° F. Les series de G
peuvent se calculer facilement a partir de celles de F. Inversement [L2, L6], voici comment calculer
les series de F a. partu- de celles de G:

F{x) = 1 -

ZF = i- n (ZG)?W,
GWJ

r/=-= i-;
fe= 1 (rG )-(rG )2-(rG )4-... -(rG )2*-...'

F{x) = 1 - ft G(x^(k\
k= 1

FW = 1-^-_ , _
G(x) . G(x2) . G(^4) .... . G(x2*). ...

2. 12. Membres de H-assemblees. On peut generaliser les 3 exemples precedents en

considerant 1'equation combinatoire G = H°F ouH est une espece virtuelle donnee dont la
decomposition atomique debute par ,7 = X + ... . On dit que G est 1'espece (virtuelle) des H-
asscmhlccs de F-stnictures. Encore une fois, les series pour G peuvent se calculer facilement S
partir des series pour F lorsque 1'on connait les series de H. Cependant, Ie fait interessant est que
la demarche inverse est toujours possible. En effet, 1'equation combinatoire suivante [J3, L4] permet
d'exprimer F, de fa^on unique, a partir de G.
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F = G-A//G+A/^G-A?yG+... +(-l)^G+...,

ou A// est 1'operateur lineaire defini par

A//: Z[[^]]-^Z[[J2[]], AnK = KoH-K.

Les series Zp et r/r s'obriennent alors de 1'equation ci-haut par simple passage aux series indicatrices

3. APPLICATIONS AUX STRUCTURES ARBORESCENTES.

A partir d'une espece donnee2 R = R(X), on peut former deux especes importantes d
structures arborescentes. II s'agit de 1'espece A^ 6es arborescences R-enrichies et Yespece Gt
des arbres R-enrichis.

Definition 5 [LI, Jl]. Une arborescence R-enrichie (i.e., une A^-structure) est un,
arborescence dans laquelle I'ensemblc dcs descendants immediats de chaque sommet est muni d'un^
R-structure. Un arbre R-enrichi (i. e., une Q^ ̂-structure) est un arbre dans lequel I'ensemble de
voisins imm6dlats de chaque sommet est muni d'une R-structure. A

La figure suivante montre une arborescence ^-enrichie (resp. arbre /?-enrichi) dans laquelle les R
structures sont representees schematiquement par des arcs de cercles (resp., cercles) pointilles.

Arborescence R-enrichic. Arbre R-enrichi.

En choisissant convenablement 1'espece «enrichissante» /?, on peut obtenir diverses famille
importantes de structures arborescentes. Par exemple: les arboresccnccs et les arbres ordlnairc
(R = £), les arhorcsccnccs cycliques et les arbres plans (/?=!+ C), les arborcscences plane
(R = L), les arborcsccnces binaires (/?=!+ £.2), les ar&/-e5 topologiques (R = E - E^, Ie
arhorescenccs orientces (R = E2), les arborescences permutees (R = S), etc. Nous traiteron

Nous supposcrons. pour simplificr, que lcspccc R est non pondcrcc.



12 -

quelques-uns de ces exemples sp cifiques dans les sections 3. 1 - 3.5. Pour Ie moment nous
supposerons que R est une espece «generique».

Theoreme 6 [LI, L7]. Les especes A^ et Gt^ sont respectivement caracterisees par les
equatiow coinbinatoires

AR = X-R{AR) et Cl/?+A?, = X-R{AR-)+E^AR~),

oil AR- = X-R\AR') est I'espece des arborescences R'-enrichies. .

Remarquons que dans 1c cas ou 1'espece enrichissante R est 1'espece E des ensembles, les equations
du theoreme 6 caracterisent les especes A = Ajp et d = GI£ des arborescences et des arbres ordinaires
et se reduisent aux equations

A = X-£(A) et Q+A2 = A+£~2(A).

La deuxieme de ces equations est due a Otter-Robinson-Leroux [0, R3, L10]. Le theoreme 3 entrame
aussitot:

Theoreme 7. Les series AR^X), ZA,,, TAR' ^RW, A/?(x) sont caracterisees recursivement
par les equations

AR(X) = XR(AR(X)),

ZA^ = X\ZJ^ZA^ ,
AR(X) = XZR(AR(X), A~RW, ARW,... ),

FA, = ^i r^(r^),
~AR(X) = X FR(ARW, AR(.X^, ̂ (^3), ... ).

Les series d/?(x), ZQ^, FQ^, Q. ^(J;), Q. /?(x) sont caracterisees recursivement par les equations

0/?(x) = xR(AR-W)-(AR'(x))2,
ZQ, = ^Z/?(Z^. )-^-(Z^. )2+^(Z^, )2, FQ. = ^r^r^. )-^-(rA <.)2-^(r^. )2,

CT^W = xZR(AR-W, AR-(x^, AR-(x^,... )--(AR-W)2^^AR-(x^,
C^W = XVR(AR'-W, A^-(X^, 'AR-(X^, ... )-l(^W)2-iA^(x2). .

On trouvera dans [L7] des tables dressees par les logiciels de calcul symbolique MAPLE [CGG] et
DARWIN [BC 1-2, BP, C] qui donnent les premiers coefficients de certaines de ces series pour des
especes R particulieres ainsi que dans Ie cas generique. Des schemas iteratifs de type Newton-
Raphson ont ete developpes dans [L2, L7]. Les coefficients des series indicatrices peuvent aussi etre
calcules individuellement en utilisant les theoremes 8 et 9 qui suivent.

Thcorcmc 8 [L2, L7J. Soil AR=X-R(AR) I'esp^ce des arborescences R-enrichies. Alors
pour loute pcrmutation CT de type cycliquc (Oi, CT2<---) et toute esp^ce F, on a
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coeffyZA^

coeffyZF^R)

coeffaTAR

COeffa^F(A, i)

»^in(i-^|^), (zri?,
k> I

c^^. no-^9^-)^^,
k>l

coe,,^ no-a^a. )^^.,
*> 1

^^. H(i-x-^xl-)^)?
JkSl

Th^or&me 9 [L7]. Soit Gl. /? I'espSce des arbres R-enrichis. Alors pour toute permutation (
de type cy clique (01, 02,... ), ona. selonles cas,

o)0'i-l, 02, 03,...

coeff^ZQ,, = ^ 2<S^-i b^a,,... coeff^T^ =

oii
0

co<7l-1. 02. C73,... si a^O,

-2(so5i)-l^, a.... ^0=01=03=.
0 sinon,

COa = C^, Z^ H (l-^^12), ^i)?t,
k^l

^=c<,^n(i-i^i)^oz^, )?,
k>l

^ = coeff^ H (1 -^M)^, 3^ ,
k^.1

^-c^^n^-s^-)^^.
k>l

II est interessant de noter que les theoremes 8 et 9 entrament des formules explicites pour les series
generatricesA^(^), AR(X), Q. RW, Q^(x) sous formes de temies constants dans des produits infinis:

CoroIIaire 10 [L7]. Soit t une variable formelle distincte des x^. Alors pour touies espSces
R et F on a lesformules explicites

ApW . r.c. ̂ , ]-[ (i-^0z^, )/z, )^ ^ , .r^. ̂  ^j (i-^or^>)/r«)^
'^ v \-tkZRlx, /k' ""v'/ '"""11>1V i-^r^i /fc'

Q^(r) = T. C.= r. c. ^-^+^n (1-^
k^l l-r

l-^i02Z/, /3^?)/OZ/?/3^i)
:(9Z/?/3xi) )..

%r) = T.C.  -^?_i^)J-[ (i-^02r. /^?)/or^o^^l"i ^/hL v i-^or^i) /<:>

oil T. C. li(t, xi, x^, XT,, ... ) designe Ie terme constant dans la s6rie h consideree comme serie de
Laurent dans lcs variables x^, x-^, x^, ... . .
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3. 1. Arborescences et arbres ordinaires (R = E). Dans ce cas, AR = AE= A est

1'espece des arbres ordinaires tandis que Cl^ = GI£:= Q est 1'espece des arbres ordinaires. Le
theoreme 7 fournit immediatement les fonnules (dont la plupart sont bien connues [HP1-2, MM]):

A{x) = xeA(x\
00 00

ZA = ^exp(^ (ZA)./«), FA = ^iexp(^ (-l)"-l(rA Vn),
n= 1 n= I

A(.x) = xexp(^ A(^")//i),
n= 1

A(x) = ^exp(^ (-l)"-lA(^»)/n),
n= 1

GlM = ^(^)-(A(^))2,
ZQ =Z^-^)2+^)2,

G[W = AW-^AWf+^AW,
rci =rA -^rA )2-^rA )2,

aw = AW-^- ))2-^2).
II est interessant de remarquer que les theoremes 8 et 9 foumissent, dans Ie present contexte, des
expressions tout-a-fait explicites pour les coefficients individuels de ZA, FA, ZQ, rQ :

Definissons pour toute pennutation a de type cyclique (Oi, 02, ... ) et tout k>. l,

<^k - <^kW = £ d^, Qk = 9,(o) = S (-l)(w)-^^,
d\k d\k

alors [L2, L7, CL1-2] coeffa'Z.A = coeffa^A = 0, si CTI = 0, et si CTI ̂  0,

coeffaZA = af1 -1 H (^-^a^-1), coejf^A = crf1 -1 n (e^-^o-^-1).
<:S2 k>1

De plus, les expressions da theoreme 9 pour les coefficients coejfoZ^ et coejfaTo. sont grandement
simplifiees puisque 1'on a alors (pour R = E),

CO^-l, (T, a3,... = CO^OZA, ^ = COCJfaZA, co10'l-l, CT2, 03,.... =^&iA, &$= C^, ^.
On retrouve done, en particulier, la fomiule explicite donnee par [CL2] pour les coefficients de ZQ.

3.2. Endofonctions [R = £). L'espece End des endofonctions satisfait I'equation
combinatoire bien connue End = 5(A) ou S est 1'espece des pennutations. Le theoreme 8 (avec
F= S) donne, apres calculs, les fom^ules explicites remarquables [L2, L7]

COCffaZEnd = <1. H (^-fca^^-1),
fc>2

coeff^End= af. (92a2-4CT2e?-l+4cT2(CT2-l)Q?-2). n (9^t-^e^-1),
fc>3

oulesnombres <^k et 9^ sontdefinis dans la section 3. 1 en fonction du type cyclique de o.

3. 3. Arbres plans (R = \->r C). L'espece Q^pians des arbres plans s'idenrifie, de fa^on
naturelle, a 1'espece Q. R = Gti + c . En utilisant Ie theoreme 7 il est possible de demontrer que Ie
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nombre de types d'isomorphie d'arbres plans sur n>2 sommets est donne par la fonnule explicite

2(^-T7^£ , ^ln 7i)(2/1 - i-cn-i + iX^(")cw2 )-i,
." -

ou <j) designe la foncdon d'Euler, Cn=-(2^) designe Ie ne nombre de Catalan, et ̂ pair est la
fonction caracterisdque des enders pairs. De fa^on analogue, Ie nombre de types d'isomorphie d'arbres
plans asymetriques sur n > 2 sommets est donne par la formule explicite [L7]

2(n-l) dl("-l)

n-1 (2^ - ^-c"-l - ^X^r(n)C(»/2)-l,
ou p. designe la fonction d'Euler. II est interessant de comparer ce dernier resultat avec 1'approche
utilisee par Stockmeyer [Sl] pour effectuer Ie meme denombrement.

3. 4. Arborescences enrichies par les permutations (R =5). Dans ce cas. Ie
denombrement des types de A^-structures asymetriques se fait ̂  1'aide de la formule compacte

As(x)= S a^=x\-^x2),
nT'0 I-A^-C)

dont on tire facilement Ie schema de recurrence

OQ = 0, On+l = (fli On+020/1-1+... +^0^ - %^iy(n)fln/2 , pour n> 0.

3.5. Autres enrichissements et variantes. On trouvera dans [L7] plusieurs illustrations
supplementaires des fonnules generales developpees plus haut qui font appel a divers autres choix de
1'espece enrichissante R. Soulignons, en particulier, Ie cas important de 1'espece Qiiop des arbres
topologiques (i. e., sans sommet de degre 2). Dans ce contexte, 1'enrichissement est donne par
R = E-E-i (les ensembles de cardin^lite ^ 2). Les series pour Qiiop sont reliees directement aux
series des especes A et Q. (des arborescences et arbres ordinaires) a cause de 1'equation
combinatoire (virtuelle) remarquable

QL 'OP 
= ^(T^F)+XA(T^V)-X£2(A(-T^-)).'1 +X' <1+X/ '1 +X/

On en deduit les deux formules

^w = Z^^--)+XZA^^^-V^-^^-^^-^-. ,... ),

^w - r^^-^xr^-^-^-y^-^-^y^-^-^
Mentionnons aussi les variantes possibles dans lesquelles les graphes sous-jacents aux structures

arborescentes sont munis d'une orientation arbitraire. Par exemple, en utilisant 1'equation combinatou-e
de Miloudi-Leroux [LM],

Ctor+(Aor)2 = Aor,

qui relie 1'espece Q^or des arbres orienlcs a 1'espece A or des arborescences orientees, on peut obtenir
des expressions explicites pour les coefficients individuels coeffy Zy" et coeffy Y y'T des series



16 -

indicatrices associees a 1'espece rf- des forets d'arbres orientes [L7]. Ces expressions font appel aux
polynomes d'Hermite.

Soulignons qu'en utilisant des methodes semblables a celles du present texte et en mettant en jeu
des fonctions de poids ad^quates, Bergeron, Labelle et Leroux [BLL2] ont donr\  des formules
explicites pour 1'esperance mathematique du nombre de feuilles d'une arborescence ou d'un arbre
aleatoire ayant un automorphisme a donne.

4 . AUTRES EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES.

Commen^ons par quelques contre-exemples simples. Nous mentionnions, dans 1'introduction du
present texte, que les transformations Fi-»F(^) et F t-> F(x) ne commute nt pas &\i\ opCTations de
substitution er de derivation. II est facile de verifier cette affirmation puisqu'en choisissant F = E^ e\.
G = X Jr X2, on obtient inimediatement les inegalites

-((x + ^2)2 + (^2 + A-4)) = (F. °G)(.-() ̂  F(G(x)) = (^+^2)2, X = Fr(^) ̂  ^FW = 2x,
^((x + X2)1 - (.x2 + x4)) = (F°G)W ^ F(GW) = 0, x = Fr(x) ^ 4-F(x) = 0.

Considerons maintenant une espece F quelconque. Etant donne que la totalite des F-structures
asymetriques forment une sous-espece de F, on peut se demander si la connaissance de la serie Z^-
est suffisante pour detem-dner la serie FF. II n'en est rien puisque

FF n'estpas unefonctionde Zp (etvice-versa).

Pour verifier cet enonce, choisissons d'abord les deux especes F = 2£~3 + X3 et G = IXE^ +  '3.
On a alors, en utilisant la table 1, Z/- ,= Zg mais Ff ^ VG- De fa^on analogue, en prenant cette fois
F = XE^ et G = £3+03 on constate que Yp = 1'G mals ZF ^ ZG.

Bien entendu, deux especes isomorphes possedent les memes 5 series. L'inverse est cependant
faux en general:

F = G
(isomorphismc) ^

F(x) = G(x), F(x) = G(x), F(x) = G(x)
Z/r = ZG, Fp = FG

On peut Ie voir en verifiant que les deux especes non isomorphes suivantes ont les memes 5 series:

F = £4 +£2 ° ^2+ XlEz, G = XE3+E^+  4.

Cet exemple, trouve a 1'aide des logiciels MAPLE et DARWIN, montre bien que la notion de
decompo.sition moleculaire d'une cspece renfenne des informations structurellcs plus raffinees quc
celles qui sont contenues dans les cinq series reunies!

Nous avons cieja note que 1c parullele entre Z/- et FF n'est pas parfait. Par exemple, les
coefficients de Vp sont possiblement negatifs mais ce n'est pas Ie cas pour ceux de Z/-. Un



17 -

phenomene semblable se produit egalement [L7] pour la decomposition en fonctions de Schur des
fonctions symetriques associees aux series Zp et Tp (voir aussi [D 1-2] en ce qui concerne les deux
q-s ries F(x; q) et F<x. ; q>). Voici une autre difference importante entre les deux series Zp et Yp-
II s'agit de leur comportement devant \eproduit canesien FxG d'especes [Jl] (aussi appele produit
de superposition). On a

ZFxG = ZF x ZG mais F^^G ^ Fp x r<j,

ou les produits des membres de droite sont \esproduits de Hadamard des series indicatrices impliquees
(i. e., produits coefficients a coefficients). Bien plus,

TFXG nest pas une fonction de Yp etde TG

comme Ie montre 1'exemple suivant tire de [L6]: Prenons les especes F, G, Q, ^ definies par

F = G = X3+X£2+C3 et ^ = ^ = X3+2C3+£3,

AIors en urilisant les tables de Yeh [Y 1-2] pour les produits cartesiens d'especes, on verifie que
F x G = 19X3 + XEz + 2Cs et Q x Y = 16JC3 +12C3 + £3.

Onacependant, r^. = ^ = F^ = r<p = J^. ^-^^-^3, tandisque
FFXG = lf^3-^l^-^3 ^ ^!-^-^ -^^3 = ^.^

Ce manque de commutation de la transformation F i-> F/? a pour consequence de rendre, en general,
plus difficile Ie calcul de la serie indicatrice d'asymetrie TF des especes definies a 1'aide da produit
cartesien (ce qui n'est pas Ie cas de la serie Zp)-
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