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1. INTRODUCTION.

Les chemins de Dyck sont des objets classiques de la Combinatoire ([10], [6]). Le nombre
d'd^ments de 1'ensemble <©p des chemins de Dyck de longueur 2p n'est autre que 1c fameux nombre
de Catalan Cp = -^ ( p). Lesformes diagonales gauches 00. polyominos parallelogramme sont

6galement bien connus en Combinatoire et Ie nombre de polyominos parallelogramme de perimetre
2p+2 est aussi Cp ([9], [14]). Les demiers resultats ([4], [5], [8], [11]) concernant Penumeration des
polyominos parall^logrammes (plus g6n^ralement des polyominos parallelogramme h franges) selon
1'aire et Ie nombre de colonnes ont fait apparaitre des foncdons g6neratrices s'exprimant comme rapport
de q-analogues de fonctions de Bessel. Diverses interpr^tadons combinatou-es des foncdons obtenues
ont  t  donn^es, en particulier, ̂  1'aide d'arbres values et de multichaines d'un ensemble partiellement
ordonn6. Les deux fonctions g6n6ratrices obtenues conduisent a des expressions des coefficients de
fonnes diff^rentes. A 1'aide d'une involution sur 1'ensemble <© des chemins de Dyck nous donnons
dans ce papier une preuve bijecdve de 1'equivalence des deux interpretations precedentes.

Dans la partie 2, nous introduisons un nouveau parametre HPy sur 1'ensemble <Q. Nous
construisons, dans la partie 3, une transformation involutive sur <0 qui conserve la longueur et Ie
param^tre HPy et nous donnons en pardculier une explication directe et geometrique de cette bijection.

(-1)" Xv+nPour v r6e\, v > -1, on pose Q^x) = S . Cette fonction ^ est liee a la fonction

,
x2,

n^o n! r(v+n+l)

de Bessel classique de 1'Analyse Jy par la relation xv Jy(x) = 2V 3y( ̂ - ).
,a

Pour tout reel a, on note [a] = -j^- Ie q-analogue de a et, si a>-l, on definit Ie q-analog
de r(a) par [F(a)] = (1-q)1-" H -^7 , en notant r la fonction Gamma classique.

ns'o l-qn+a

:ue
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En particulier, lorsque n est un entier naturel, [n] = l+q+q2+... +qn-1 est Ie q-analogue de n et

[F(n+l)] = [l]. [2].... [n] est Ie q-analogue classique de n!, que 1'on notera alors [n!]. On trouvera
quelques proprietes des q-analogues des fonctions classiques dans ([I], [2], [7]).

On d6finit alors les fonctions suivantes, ou ly d^signe un q-analogue de la fonction ^.

Iy(x,q) = S.
n=0

.

v+nl
(-l)"q xv+n

[n!] [Hv+n+1)]
<I>v(x, q) =

Iv+l(x. q)
Iv(x, q)

Les resultats obtenus dans [13] montrent que Oy satisfait ̂  Qv(x,q) = ^ qnv ~-^-1L x" ou
nrl ' |3n(q)

(Xn(q) et Pn(q) sont des foncrions q-analogues des polynomes intervenant dans Ie resultat de Carlitz ,

sur Ie quotient des foncdons de Bessel -7-- ([3]).
'V

Les premieres valeurs des foncdons oc^ sont:
ai(q)=l, a2(q)=l, a3<q) = l+qv+2,
Ot4(q) = (l+q+2qv+2+3qv+3+2q2v+4+q2 v+5+q2 v+6) + q2 (i+3qv+2+q2 v+5 ) [y]

1"1
n I T

et les fonctions Pn satisfont a Pn (q) = II [v+k] 1-&J , ou LxJ designe la partie entiere de x.
k=l

Les resultats de [8] montrent que les chemins de Dyck peuvent etre mis en bijection avec
certaines multichaines d'un ensemble partiellement ordonn6. Nous definissons, dans la partie 4,une
nouvelle valuation. Ie v-poids py, sur ces multichaines et montrons que la bijection precedente
transforme HPy en py. La somme py (Gn) des poids des multichaines a support de longueur 2n s'ecrit:

Pv(^n)=qw I
wedS,

n q
s pic dew

v+h(s)<-l

'. Tl (l-qv+'<i>tl)
ssommetdew

ou h(s) est la hauteur du sommet s da chemin de Dyck w. Les coefficients py (Gn) sont des fractions

de la forme py (Gn) =q(,n+^ an+l(q) ou les fonctions ?." satisfont ̂ P'n (q) = R [v+k]n'k+l .
l'n+l(q) ' " ' " k=l

Les resultats obtenus dans [13] prouvent, dans Ie cas ou v est ender naturel, que la fonction generatrice

Cy de ces muldchaines satisfait h la relation Cy(t, q) = (1-q) Oy (, i*r. ^ , q).

Dans la partie 5, nous definissons sur 1'ensemble 113 des arbres binaires complets une nouvelle
valuation, Ie v-poids Tiy, et nous montrons que la bijection entre chemins de Dyck et arbres binaires
complets, etablie dans [8] transforme Ie parametre HPy en TCy. La somme des poids des elements de
1'ensemble 03n des arbres binaires complets de taille 2n-l s'ecrit:

^v(^n)= S
n . ..q

s feuille ou fik ggudicdeA

v+3'(s)

A (B, n
ssommetdeA

(1-q"3'")

ou y (s) est Ie nombre de feuilles du sous-arbre de A de racine Ie sommet s.
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Les r^sultats obtenus dans [13] montrent que les coefficients TCy (/6n) sont des fractions qui se

pr6sentent sous la forme TCy (^n) = ^_^n-i n, ^ et <lue ̂ a fonctlon g6n6ratrice Sy de ces arbres
Pn(q)

binaires values sadsfait ̂  Sy(t, q) = (1-q) $v (TT^ > q)-

A 1'aide de 1'involution sur les chemins de Dyck, nous obtenons alors dans la demiere partie
une preuve bijecdve de l'6galit6 des fonctions gdn^ratrices des arbres values et des multichaines.

2. DEFINFTIONS ET NOTATIONS.

Notation. Soit A un alphabet, on note A* Ie monoide libre engendre par A. Si a est une lettre de A et
u un mot de A , on note I u 1^ Ie nombre d'occurrences de a dans u.
Definition 2.1. Un mot de Dyck est un mot w e {x, x}* verifiant les deux conditions:

(i) lwl, = lwl,r
(ii) pour toute factorisation w = uv, alors lulx> I u 1^-

Definition 2.2. Un chemin de Dyck est un chemin w = (So, Si,..., S2p) de P=INxIN tel que
SQ=(O, O), S2p=(2p, 0) et pour tout i, 0<i<2p-l, Ie pas (SpS^i) est un pas 616mentaire Nord-Est
(Si=(x,y), s;+i=(x+l,y+l)) ou Sud-Est (Si=(x,y), s;+i=(x+l, y-l)).

Un pic (resp. creux) est un point s, tel que Ie pas (s,. i,s,) est un pas Nord-Est (resp. Sud-Est)
et Ie pas (SpSi+i) un pas Sud-Est (rcsp. Nord-Est).

La hauteur h(s;) du sommet s^ = (XpVi) est son ordonnee y-^.
On identifiera les chemins de Dyck de longueur 2p et les mots de Dyck w=xi... x^p de

longueur 2p en associant a tout pas (s;. i, s;) Nord-Est (resp. Sud-Est) la lettre x; = x (resp. x; = x ).
Les pics (resp. creux) d'un chemin de Dyck correspondent alors avec les facteurs x x (resp. x x) du
mot de Dyck correspondant. Les double-mont6es (resp. double-descentes) correspondent avec les
facteurs xx (resp. x x ).

w

Figure 1. Un chemin de Dyck w.

Notation. On designe par DL (resp. DM, DD, NP, HP) les fonctions demi-longueur (resp. nombre
de double montees, nombre de double descentes, nombre de pics, somme des hauteurs des pics)
definies sur 1'ensemble c© des chemins (ou mots) de Dyck.

Pour tout r6el v > -1, on note HPy la fonction d^finie sur <© par HPy(w) = HP(w) + v DL(w).
Exemple. Le chemins de Dyck w de la figure 1 est tel que DL(w)=ll, DM(w)=3, DD(w)=3,
NP(w)=8, HP(w)=14 et HPy(w)=14 + llv.
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Definition 2.3. Un mot w de {x, x', a} est un mot de Motzkin lorsque son image, par Ie
morphisme "effagant" les lettres a, est un mot de Dyck.
Definition 2.4. Un chemin de Motzkin est un chemin w = (so, Si,..., Sn) de P tel que SQ=(O, O),
Sn=(n,0) et pour tout i, O^i^n, Ie pas (si, Si+i) est un pas 616mentaire Nord-Est, Sud-Est ou Est
(s;=(x, y), Si+i=(x+l,y)).
Notation. On note in 1'ensemble des mots de Motzkin.

Definition 2.5. De maniere recursive, un arbre binaire A sur un ensemble de sommets S est soit

vide, soit un triplet (r(A), g(A), d(A)) ou r(A) est un sommet appele racine de A et g(A) et d(A) deux
arbres binaires, respectivement sous-arbre gauche et sous-arbre droit de A. Lorsqu'elle existe, la
racine de g(A) (resp. d(A)) est appeleefils gauche (Ksp. fils droit ) du sommet r(A). On dit que r(A)
estp^re de r(g(A)) (resp. r(d(A))). Un sommet est appelifeuille s'il n'a pas de fils, sommet interne
sinon. Un arbre binaire est dit complet si chaque sommet inteme a deux fils.
Notation. On note Q. (s) Ie sous-arbre de racine set^f (s) Ie nombre de feuille de Gl(s). On note 3' (A)
Ie nombre de feuilles de 1'arbre A. La taille de A est Ie nombre de sommets de A, soit 23' (A)-l si A
est complet. On notera tB 1'ensemble des arbres binaires complets et 113^ = {AefB; 3:'(A) = n}.
Definition 2.6. Le parcours en ordre pr^fixe d'un arbre binaire est Ie parcours de 1'ensemble de
ses sommets en "visitant" d'abord la racine de 1'arbre, puis Ie sous-arbre gauche en ordre prefixe, puis
Ie sous-arbre droit en ordre pr6fixe.

3. L'lNVOLUTION 0 SUR LES CHEMINS DE DYCK.

Soit w un chemin de Dyck. Une rotation de 45° transforme w en un chemin w' de P constitu6
de segments horizontaux et verticaux. Ce chemin w' forme un "escalier". Chaque segment horizontal
(resp. vertical) Ctant une "marche" (resp. "contremarche"). La longueur de chacun des segments
correspond a la largeur d'une contremarche ou ^ la hauteur d'une marche . L'ordonnee (resp.
1'abcisse) de chaque segment horizontal (resp. vertical) correspond au niveau (resp. eloignement) de la
marche (resp. contremarche). Toute marche (resp. contremarche) de hauteur mS2 (resp. largeur c>2)
est associee ̂  m-1 double-montees (resp. c-1 double-descentes) successives du chemin de Dyck w.
Tra^ons alors, "sous" Ie chemin w', les demi-droites horizontales dans la direction Est, issues des
sommets extremity initiale et double-montees de w, ainsi que les demi-droites verticales dans la
direction Sud issues des sommets extr^mit^ finale et double-descentes de w. Considdrons Ie chemin w"

de P, trac6 sur ces demi-droites suivant les direcdons Est et Nord, en partant de 1'extremite initiale de
w' dans la direction Est et en changeant de direction chaque fois que 1'on rencontre un point
d'intersection entre deux demi-droites horizontale et verdcale. Ce chemin w", par symetrie par rapport a
la premiere bissectrice, puis rotadon de 45° dans Ie sens inverse determine un chemin de Dyck o(w).
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w o(w)

contremarche

w

Figure 2. L'involution o.

Notation. Soil w un mot de Dyck de longueur 2p (p^l) ayant n pics (l<n<p). Ce mot w s'dcrit de
manure unique w = x ! xjl x 12 xj2 ... xln x'Jn , ou pour tout ks[l.. n] on a l<i^n, l^jk<n.

k k
Pour tout k, 0<k<n, on pose mk = £ iret ck = £ jr .

r=l r=l

Definition 3.1. Un chemin de Dyck w de longueur 2p, ayant n pics est entierement determine par la
donnee des deux suites M(w) = (mg , m^, ..., m^) et C(w) = (eg , c^,..., c^). Les suites M(w) et
C(w) correspondent respectivement aux niveaux des "marches" et aux eloignements des
"contremarches" de "1'escalier" w' obtenu par rotadon de 45° du chemin de Dyck associe a w.
Ces suites (mo , m^,..., m^) et (CQ , c^,..., c^) satisfont aux conditions:

pour tout enrier i tel que 0<i^n-l-
pour tout ender i tel que 0<i<n-l
pour tout entier k tel que l<k<n-l

(Di) m, < m,^
(D2) c^c^i
Ps) Ck^mk
(D4) mo= CQ = 0
TO mn=Cn=P

et r^ciproquement, tout couple de suites satisfaisant aux conditions (Di), (Dz), (D3), (D4) et (D5),
determine un chemin de Dyck w unique de longueur 2p ayant n pics. On obtient w a partir des suites
(mo , m^,... , m^) et (CQ , Ci ,..., c^) en posant i^ = m^ - m^. 1 et Jk = c^ - 0^. 1 pour k, l<k<n.
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Exemple. Le couple de suites (M(w), C(w)) associ6 au chemin de Dyck w de la figure 1, est defini
par M(w)=(0, l,2,4,5,7,9, 10, ll), C(w)=(0, l, 2,3,4,7, 8, 10, ll).
Notation. Soit w un chemin de Dyck de longueur 2p ayant n pics, et M(w)=(mo , m^, ... , m^),
C(w)=(co , Ci,... , Cn) les suites associ^s a w. On note M'(w)=(m'o=0 , m\, ... , m'p. n+i=p) et
C'(w)=(c'o=0, c'i,..., c'p.n+i=p) les suites croissantes defmies a partu- de M(w) et C(w) telles que:

{mi,..., mn. i}U{m'i,..., m'p.n} ={ci,..., Cn. i}U{c'i,..., c'p.n} = {l,.., p-l}
Exemple. Pour Ie chemin w de la figure 1, on a M'(w)=(0, 3,6, 8, ll), C'(w)=(0, 5, 6,9, ll).
Proposition 3.2. Pour tout chemin de Dyck w. Ie couple de suites (C'(w), M'(w)) satisfait aux
conditions (Di), (Dz), (Ds), (D4), (05) er d6finit done un chemin de Dyck note o(w).
Le chemin de Dyck o(w) est determine par M(o(w)) = C'(w) et C(o(w)) = M'(w).
Preuve. Soit k un entier tel que l<k<p-n, posons m'^i. Par d^finidon de M'(w), les supports des
suites croissantes (mi,..., mi.k) et (m'i,..., m'k) forment une partition de {l,.., i}. On a done m;. k<i.
Mais Ci.k<mi.fc<i, ce qui implique {ci,..., Ci.](}C {l,.., i-l }et par suite c\>i.
Remarque. L' applicadon o est 1'involudon definie de fagon geometnque precedemment.
Proposition 3.3. Pour tout v et tout chemin de Dyck w, on a:

DL(o(w)) = DL(w) (1)
NP(a(w)) = DM(w)+l- (2)
DM(o(w)) = NP(w)-l (3)
HPy(o(w))= HP^(w) (4)

Preuve. Soit w un chemin de Dyck de longueur 2p ayant n pics. Soient M(w) = (mo , m^, ..., m^),
C(w) = (CQ , ci , ... , Cn ), M'(w) = (m'o , rn'i , ... , m'p.n+i) et C'(w) = (c'o , c'i , ... , c'p.n+i) les
suites d^finies a partir de w. On a DL(o(w))=p et NP(o(w))=p-n+l d'ou les reladons 1), 2) et 3).

n

D'autre part, la hauteur du kismepic de w est ( m^ - 0^.1). Done HP(w) =^ (m^ - c^. On a alors:
k=l

P~n+1 n/'n-I-1^ n n/n 1^ n

HP(o(w)) = r^\c\ - m'k) = (p-^u - ^ ci,) - (2^ - ^ mk) = HP(w)
k=l k=l k=l

On en deduit que HPy (o(w)) = HPy (w).
On obdent alors Ie resultat suivant:

Th^or^me 3.4. L'application adefinitpour tout entier naturel p une involution sur I'ensemble des
chemins de Dyck de longueur 2p qui conserve leparam^tre HPy .

Notation. Soit InvoCcOp) 1'ensemble des chemins de Dyck de longueur 2p invariants par cr. Un
chemin de Dyck w associe au couple (M(w), C(w)) est Clement de Invo(J9p) si et seulement si 1'on a
C(w) = M'(w). On en deduit aisement que InV(j(d9p) est vide lorsque p est pair.
Proposition 3.5. Si p = 2q+l, Ie nombre d'elements de InvaCJSp) est Ie nombre de Catalan Cq.
Preuve. Soit w un element de InvCT(<©2q+i). alors w est associe a deux suites (0,m^,..., mq,p) et
(Q,CI , ... , Cq,p) telles que {mi,... , mq} et {ci,... ,Cq} forment une partition de {l,..., 2q}. D'autre
part, pour tout k, l<k<q, on a Ck<m]e. Le mot ve {x, x}* ayant, pour tout k, l<k<q, une lettre x en
position Cfc et une lettre x en position m^ est un mot de Dyck de longueur 2q.
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R^ciproquement ce mot v determine les suites M(w) et C(w) associees a w.
A 1'aide de 1'involution a nous allons donner une preuve bijective des deux interpretations

combinatoires des q-analogues des foncdons de Bessel obtenues dans [13].

4. LA BUECTION a ENTRE LES CHEMINS DE DYCK ET LES MULTICHAINES.

Definitions 4. 1. Soit (E, <) un ensemble partiellement ordonn6. On appelle multichaine (resp.
chaine) de taille n toute suite croissante (resp. strictement croissante) r=(Ai,..., An) de points de E.
Une chaine Fest satur^e si pour tout i=l,..., n-1, il n'existe pas d'element AsE tel que Ai<A<Aj+i.
Elle est maximale si elle est maximale au sens de I'mclusion (i.e. si elle est saturee et si son plus petit
(resp. grand) 616ment est maximal (resp. minimal) dans E).

Soitp entier, pSl. Dans la partie Hp={(x, y) s MX N, Kx<y^p} du plan P, on considere la
relation d'ordre d^finie par (x,y) < (x',y') si et seulement si x^ x' et y < y'. Les chaines maximales de
ce poset sont les chemins de P, allant de (1, 1) a (p,p), situ^s au dessus de la premiere diagonale, et
n'admettant que des pas Est ou Nord. Ces chaines peuvent etre codees par des mots de Dyck de
longueur 2p. II suffit de noter x chaque pas Nord et x chaque pas Est. Le chemin de Dyck s'obtient en
fait par une rotadon de 45° de la chaine. La figure 3 montrc une muldchaine et Ie chemin associ6.

(c,w)

^A4
D,D

Figure 3. Une multichaine r de Rt et la muldchaine de chemin de Dyck (c, w) correspondante.
Definitions 4.2. Reprenant les definitions de [8], on appelle multichaine de taille k d'un chemin
de Dyck w=(so, Si,..., S2p) une suite c=(ti,..., tk) de k sommets de ce chemin dont les abscisses sont en
ordre croissant au sens large. On dira que w est Ie support de la multichaine (c,w). Le nombre
d'occurrence d'un sommet t de w dans c est appele multiplicite de t dans la multichame (c,w). On dira
qu'une multichaine (c,w) s'arr&te sur chaque pic lorsque la multiplicite de chaque pic de w est
stnctement positive.

Notation. Pour tout mot de Dyck w, on note G(w) 1'ensemble des multichaines (c, w) s'arretant sur
chaque pic du support w. On note Gp={(c, w)eG(w); wscOp) et G={(c, w)sG(w); we<@}.
Definitions 4.3. Soit v>-l et (c,w)=((ti,..., tk), (so, Si,..., S2p)) une multichaine c du chemin de

k

Dyck w. Le v-^oids d'un sommet ti de hauteur h de c est py(ti) = qv+h+l. On pose pv(c) = Y[ py(ti) et
i=l

Pv(w)=qpv-Le v-poids de la multichaine (c,w) est pv(c, w)=py(c) py(w).



- 270 -

Exemple. La muldchaine (c, w) = ((A, A, B,B, C,D,D,E), x x x x xx ) de la figure 3 est telle
quepv(c, w)=ql4+llv
Definitions 4.4. Etant donn6 un chemin de Dyck w, on appelle v-valuation des multichaines de
G(w) la somme des v-poids des multichaines de G(w). On notera py (?S(w)) cette valuation. On a:

Pv(S(w)) = ^Pv(c, w) et py(^p) = SPv(G<w))= SPv(c, w).
(c,w)eG(w) WejSp (c,w)sGp

Proposition 4.5. La somme des v-poids des multichatnes de 'G^ est
,
v+h(s)^l

Pv(^n)=qw S
n qv

s pic (few

we<©n Y[ (1-q
ssonunetdew

v+I<s)i-l

Notation. Soit Cy(n, k) Ie nombre de muldchaines (c,v) de G de v-poids qk, dont Ie support v a pour
longueur 2n. On note Cy(t, q) = ^ Cv(n, k) qk t".

nSO,k>l

On rappelle Ie r6sultat suivant obtenu dans [11]:
Proposition 4.6. Lafonction g6n6ratrice des multichaines de S selon Ie v-poids et la longueur du
support est lafonction Cy(t, q) = (1-q) Qy (TT^. q)er <?/1 a:

gn+i g(n+i)v g^i(q)
Pv^'^BTT-p^)-

Soit w un chemin de Dyck. En rempla^ant dans w chaque facteur x x par la lettre " a " on
obdent un mot de Motzkin T(w) que 1'on peut d6fmir de manifere recursive par

- T( x x u) = a T(u) pour u mot de Dyck quelconque,
-T( x u x v) = x T (u )x T( v) pour u mot de Dyck non vide et v mot de Dyck.

Cette application T de <© dans ?Tl consistant ^ marquer les pics d'un chemin de Dyck est bien connue
([10]) et d6fimt une bijection de <© dans 1'ensemble des mots de Motzkin sans facteur x x . En
effagant les lettres "a" du mot T(w), on obtient un mot de Dyck u et une multichaine a(w) = (c,v) de
Q(v) ou c est associ^e aux lettres "a" du mot T(w). Cette application a d^finie par J.M.Fedou ([8]) est
une bijecdon de <Q dans G. On trouvera figure 4 un chemin w et la muldchame a(w) associee.

w

z^z^/.
/\^<

^^
a

-^" A,A

Figure 4. La bijecdon a
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Proposition 4.7. L'application a e^f une bijection qui transforme un chemin de Dyck \v de <Qp,
ayant n pics, m double-mont6es et tel que HPy(w) = k en une multichaine (c, v) rfe ^m de taille n er
de v-poids py(c,v)=qk.
Preuve. Soit w un chemin de Dyck ayant n pics, m double-montees et tel que HPy(w) = k. Le mot
T(w) est alors un mot de Motzkin sans facteur x x ayant n lettres "a" et m lettres "x". La multichaine
a(w) = (c,v) est done un 616ment de Gm de taille n. Un pic de hauteur h de w se transforme en un
point de la multichaine de v-poids qh+v. On a done, en notant H=HP(w), pv(c)=qH+nv et pv(v)=qmv.
Le v-poids de a(w) est done pv(c)pv(v)=qk.
Exemple. La figure 4 montre que la bijection a transfomie un chemin de Dyck w sarisfaisant a
DL(w) =11, NP(w) = 8 , DM(w) = 3 et HPy (w) = 14 + llv en une multichaine (c, v) de taille 8,
de longueur de support 6 et de v-poids py(c,v) = q1 4 + llv.

5. LA BUECTION P ENTRE LES CHEMINS DE DYCK ET LES MULTIPARCOURS
D'ARBRES.

Definitions 5. 1. Reprenant les definitions de [8], on appelle multiparcours (p,A) un couple
constitue d'un arbre binaire complet A et d'une suite p=(si,..., Sk) de sommets en ordre prefixe au
sens large (cad. pour tout i de [l,k-l], si+i est soit egal a Sp soit apres s^ dans 1'ordre prefixe). A est
appe\  Ie support de (p,A) et la multiplicity d'un sommet s de 1'arbre A dans Ie multiparcours (p, A) est
Ie nombre d'occurences de ce sommet s dans p. On dira qu'un multiparcours (p, A) s'arrete sur un
sommet s de A lorsque la muldplicite de ce sommet est strictement positive.
Notation. On note /S (A) 1'ensemble des multiparcours (p,A) a support 1'arbre A s'arretant sur
chaquefilsgaucheetsur cheque fenille, ̂ n= {(p^\)s/S(A); AefBn} et /8 = {(p,A)s^(A); Ae'03}.
Definitions 5.2. Soitv>-l et (p,A)=((si,..., Sfc),A) un multiparcours p de 1'arbre A. Le v-poids
d'un sommet s de p est 7Cv(s)=qv+3'(s) ou ̂  (s) est Ie nombre de feuilles de Q. (s). En particulier, si s

k

est une feuille, on a 7tv(s)=qv+l. Le v-poids du multiparcours (p, A) est 7Cy(p, A) = n TCv(si).
i=l

Exemple. Le multiparcours (p,A) de la figure 5 est tel que 3'(A) = 4etp = (2, 2, 3, 3, 3, 4, 5, 6, 6, 7, 7).
Le v-poids de ce multiparcours est 7Cy(p,A)= q14 + llv.

3.3.3

Figure 5. La bijection P.
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Definitions 5.3. Etant doim6 un arbre binaire A, on appelle v-valuation des multiparcours de /6(A)
la somme des v-poids des muldparcours de ̂ 6 (A). On note 7iv(^(A)) cette valuadon. On a ainsi:

7tv(/8(A)) = S7cv<P'A) et "v(^n)= £"v(^(A)) = STCv(P.A).
pe/6(A) Ae03n (p.A)e/&n

Proposition 5.4. La sommes des v-poids des multiparcours (p,A) de /&n est

^(^n)= I
Ae 113,

n ... ov+TO
s feuffle ou fik gaidiedeA

.. n. .< i-q"ffw)
ssommetdeA

en notant 3' (s) Ie nombre defeuilles du sous-arbre de A de racine s.

Notation. Soit Sy(n,k) Ie nombre de multiparcours (pyA) de /S de v-poids qk et de support A ayant n

feuiUes. On note Sy(t, q) = ^ Sy(n, k) qk tn.
n>l,k>l

On rappelle Ie r^sultat suivant ([13]):
Proposition S.S. Lafonction g6n6ratrice des multiparcours de /& selon Ie v-poids et Ie nombre de
feuilles du support est lafonction Sy(t,q) = (1-q) Oy (/, *^^,q) et on a:

qn(v+D an(q)^W=(f^5TT^
A tout mot de Dyck w, on associe un multiparcours P(w) = (p(w), A(w)), ou A(w) est un arbre

binaire complet et p(w) une liste des sommets de cet arbre, de la maniere suivante:
- si w=x x alors A(w) = r(A(w)) est 1'arbrc ̂  un sommet, et p(w) = (r(A(w)) Ie multiparcours

de cet arbre consdtue de ce sommet affecte de la multiplidte egale b 1.
- si w=x u x est un mot de Dyck primitif alors A(w)=A(u) et p(w)=( r(A(u)), p(u))
- si w=xu x v avec u mot de Dyck et v mot de Dyck non vide, alors A(w)=(r(A(u)),A(u)/i(v))

et p(w)=(p(u), p(v)).
Cette application P, definie dans [8], est une bijection de <© dans /S.
Nous montrons alors Ie r^sultat suivant:

Proposition 5.6. L'application P transforme un mot de Dyck w ayant n pics , m double-montees
et tels que HPy(w)=k en un multiparcours (p,A) de /Sn de taille m+n er re/ que 7Cy(p, A) = qk.
Preuve. La definition de P montre que Ie muldparcours (p,A) s'arrete sur chaque feuille et chaque fils
gauche de A. Les feuilles de A proviennent des pics de w, done (p,A) est un element de /^n. D'autre
part, siw=xi u\xi, avecienrier, u Dyck primitif et v Dyck non vide, alors p=(rl, p(u), p(v)), on en
d6duit que p est de taille m+n. On montre que 7Cv(p(w), A(w)) = qk par recurrence.
- si w =xx alors TCy(p(x x), A(x x) )= qwl
- si w=xu ?c v avec u mot de Dyck et v mot de Dyck non vide, alors HPy(w)= HPy(x u x) + HPy(v)
done 7ty(p(w), A(w)) = TCy(p(u), A(u)) 7Cy(p(v), A(v)).
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- siw =x ux avec u mot de Dyck, alors on a NP(w)=NP(u)=n=y (A(u)) et HP(w)=HP(u)+n, d'ou
HPy(w)=HPv(u)+n+v, et par suite 7Cv(p(w), A(w))=qv+n7Cv(p(u), A(u)).
Exemple. La figiu-e 5 montre que la bijection (3 transforme un chemin de Dyck w satisfaisant a
DL(w) =11, NP(w) = 4, DM(w) = 7 et HPy (w) = 14 + llv en un multiparcours (p,A) de taille 11
d'un arbre A ayant 4 feuilles et dont Ie v-poids est 7Cv(py A. )= q14 + llv.

6. LA BIJECTION 5 ENTRE LES MULTICHAINES ET LES MULTIPARCOURS
D'ARBRES.

A 1'aide des resultats precedents, nous donnons alors une preuve bijective des resultats obtenus
dans [13] dans Ie cas general et [8] dans Ie cas particulier ou v==0.
Theorfeme 6. 1. // existe une bijection entre les multichaines de Gp et les multiparcours de /Sp+i qui
conserve Ie v-poids.
Preuve. On pose 8= P o oo a"1 . Soit w un chemin de Dyck de longueur 2p et (c,w) une
multichatne de Gp de taille n et de v-poids qk de ce chemin w. Posons u = a-l (c,w). Alors u est un
chemin de Dyck de longueur 2(n+p), ayant n pics et p double-montees et tel que HPy(u)=k. Po sons
v=o(u), c'est un chemin de meme longueur ayant (p+1) pics, (n-1) double-montees et tel que
HPy(v)=k. Le multiparcours P(v) est alors un multiparcours de ̂ p+i de taille (n+p) et de v-poids qk.
L'application 8 est par, consequent une applicadon de Gp dans /^p+i conservant Ie v-poids.
On peut done ̂ crire

7Cv(^n+l) = S 7lv(P'A) = S 7Cv(8(c. w)) = ^ Pv(c,w) = pv (Gn)
(p,A)e/8n+i (c,w)e?3n (c.w)efSn

ce qui prouve de maniere bijective 1'egalite des foncdons generatrices Cy et Sy precedemment citees.

Remarque 6.2. On peut constater que la valuation associee ^ un mot de Dyck w est differente de
celle associ^e ̂  1'arbre binaire A qui lui correspond par 1'application 5. Par exemple la somme des

poids des multichaines du mot de Dyck repr6sent6 figure 4 est
, 5v+5

(l-q)7[v+l]3 [v+2]3 [v+3]
et la

, 5v+6
somme des poids des multiparcours de 1'arbre represent^ figure 5 est

(l-q)7[v+l]4 [v+2]2 [v+4]
L'application 5 transforme la multichaine du mot de Dyck w de la figure 4 en Ie multiparcours de
1'arbre A de la figure 5, mais on a py(G(w)) -^ TCy(/^i(A)) car la bijection 5 n'envoie pas les
muldchaines de meme support sur des multiparcours de meme support.
Remarque 6.3. Dans [8] on trouve une interpretation combinatoire d'un autre q-analogue du rapport
des fonctions de Bessel 3y et fly+i en temies de muldchaines de chemin de Dyck s'arretant sur chaque
montee et dans [13] on obtient une interpretation combinatoire de cette meme foncdon a 1'aide de
mulriparcours d'arbres s'arretant sur chaque fils gauche, mais nous ne connaissons pas pour 1'instant
de preuve bijective de cette egalite.
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