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-Résumé- Les empilements de Lyndon forment un analogue partiellement commutatif des
mots de Lyndon. On construit une base de 1’algebre de Lie libre (partiellement commutative)
correspondante en utilisant les propriétés combinatoires des empilements de Lyndon.

Mots de Lyndon

On connait I’intérét qu’offrent les mots de Lyndon pour la combinatoire et ’algebre. En particulier,
en partant des mots de Lyndon, on peut construire bijectivement une base de 1’algebre de Lie libre en-
gendrée par les lettres. Une généralisation de ce concept pour les empilements permet de relever cette
dernitre affirmation dans un contexte partiellement commutatif.

Pour comprendre les distinctions & apporter lors de ce passage, revoyons bri¢vement la définition
des mots de Lyndon. Etant donné deux mots u et v sur un méme alphabet A, on dit que le mot vu est un
transposé (ou un conjugué) du mot uv. On écrit alors uv~vu. Chercher les transposés d’un mot revient

3 le considérer comme une séquence circulaire. Pour les mots, la transposition est une relation d’équiva-
lence; en particulier, si u~v~w pour des mots u,v,w, on a alors u~w. Le résultat de deux transpositions

consécutives s’obtient par une seule transposition.

Sur I’alphabet A, on aura au préalable défini un ordre total qui induit alors I’ordre lexicographique
sur I’ensemble A* des mots. Les mots de Lyndon forment, par construction, un systéme de représen-
tants des classes de conjugaison de mots qui sont primitives (voir Lothaire [Lo; ch. 5]).

Empilements

Nous supposerons connue la théorie des empilements (Viennot [Vi]) qui permet de donner une
image géométrique des éléments du monoide partiellement commutatif (Cartier-Foata [CF]), aussi nous
ne ferons que fixer les notations s’y rapportant. Soit P un ensemble de positions (analogue de 1’alpha-
bet) avec relation de concurrence {. On note H(P) le monoide des empilements sur P. Le produit
d’empilements s’appelle superposition; EoF est la superposition de F sur E. Le symbole @ représente
I’empilement vide. Si E est un empilement, 7(E) est I’ensemble des positions occupées par les pieces de
E et {(E) ’ensemble des positions concurrentes avec une position de E. Le nombre de pi¢ces de E se
note |El; le nombre de pigces en position p dans E est |El,. On note min(E) I'empilement constitué des

pices de E qui ne recouvrent aucune autre piéce de E; max(E) I’empilement constitué des picces de E
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qu’aucune autre ne recouvre. On reconnaitra, dans ce demnier, 1’ensemble des lettres maximales de Cori,
Metivier et Zielonka [CMZ] et I’alphabet terminal de Duchamp et Krob [DK].

Pour les empilements, nous devons définir un cohcept de conjugaison et introduire un ordre qui
s’apparentera a 1’ordre lexicographique. Ainsi, on dira que ’empilement VoU est un transposé de
I’empilement UoV (noté UoV ~ VolU). La conjugaison sera alors la fermeture transitive de la relation
transposition. Remarquez que, contrairement au cas des mots, la transposition d’empilements n’est pas
la conjugaison (fig. 1). Duboc [Du] a dégagé ces deux notions et montré 1’équivalence de diverses défi-
nitions de la conjugaison.
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Fig. 1 La conjugaison d’ empilements ne se raméne pas a la transposition.

Deux empilements, E et F, sont connectés (I'un a I’autre) si il existe une piéce de E concurrente
avec une piece de F. Un empilement E est primitif si E = UoV = VoU implique que U=® ou V = ®.
Remarquer que si E est primitif, il n’est pas puissance (non-triviale) d’un autre empilement. Duboc
définit la primitivité par cette propriété [Du, ch.3, sect.2.2]. Le concept que nous utilisons ici est plus
général; il recouvre en effet le cas o U et V ne sont pas connectés.

E St(E)

e ©\E) = (abadc, abdac , abdca , adbac , adbea, dabac, dabea )

a b ¢ d

Fig. 2 Un empilement E, I'ensemble ¢ '(E) des mots qui lui sont associés et le mot standard associé.

Soit @: P* — H(P) la fonction qui associe & un mot pj...pg, ’empilement pjo---opg. On suppose
que I’ensemble des positions P est totalement ordonné. A tout empilement, on associe le mot St(E) =
max(¢-'(E)) dit e mot standard associé a E (voir fig. 2). Ceci permet de reporter 1’ordre lexicographique
des mots aux empilements en posant E < F ssi St(E) < St(F). Cet ordre est linéaire. On notera inf(E)
(respectivement: sup(E)) la position minimale (respectivement: maximale) dans 7(E) (si E # ®). Ceci
permet de distinguer cette position de I’empilement min(E). On vérifie facilement les propriétés énoncées
dans le prochain lemme.

Lemme 1 Soit E et F des empilements. On a:
1) St(EoF) 2 St(E)St(F) > St(E);
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2) tout facteur d’un mot standard est un mot standard,
3) si E # ® alors la premiére lettre de St(E) est sup(min(E));

4) si E et F sont non-vides et si sup(min(F)) < inf(E), alors St(EoF) = St(E)St(F).

Démonstration Le premier énoncé est clair, puisque St(E)St(F) est un mot associé a I’empilement
EoF. Pour démontrer le deuxiéme, soit uvw un mot standard. Soit V = @(v). On a St(V) 2 v, d’ou
uvw < uSt(V)w (puisque ISt(V)l = vl). Mais comme uSt(V)w est un mot associé a @(uvw), on a aussi
uSt(V)w < uvw. En simplifiant, on trouve v = St(V). Le troisi¢éme énoncé est évident; passons au
quatri¢me. Soit E” un facteur droit non-vide de E. On montre que les positions p = sup(min(E’oF)) et q
= sup(min(E")) sont égales. Comme m(min(E”)) S n(min(E’oF)) alors ¢ <p. Sip € E’ alorsp <gq. Si
p € n(min(F)) alors p < sup(min(F)) < inf(E) < inf(E’) < g. Dans tous les cas, on a p =¢q. Donc,
St(E’oF) = pSt(E”oF) ot E’ = poE”. Terminer par une induction. 1§

Remarquez que St(EoF) # St(E)St(F) en général (sinon la théorie des empilements serait identique
a la théorie des mots).

Empilements de Lyndon

Définition 2 Un empilement non-vide L est un empilement de Lyndon si L = UV avec U,V # o
implique que L = UsV < VoU. On note L(P) I’ensemble des empilements de Lyndon sur P. |

On aurait pu aussi les définir comme suit.

“Définition 3 Un empilement non-vide L est un empilement de Lyndon si il est primitif et minimal dans
sa classe de conjugaison. 1

Comme la conjugaison est plus générale que la transposition, il est étonnant, a priori, que ces deux
définitions coincident. Le lecteur intéressé par la démonstration consultera [Lal] ou [La2].

Une pyramide D est un empilement vérifiant Imin(D)l = 1. On note D(P) I’ensemble des
pyramides sur P. Elle est admissible si inf(D) = n(min(D)); c’est a dire si la piece minimale occupe la
plus petite position. Si D est une pyramide admissible dont la pizce minimale est la seule occupant la
position inf(D), on dit que D est une super-lettre. Toute super-lettre est nécessairement un empilement
de Lyndon (voir fig. 3).
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a b ¢ d e a b ¢ d e

Fig.3 Une super-lettre L et un de ses conjugués E. Ona S((L) =
abccdeebed et St(E) = cdeebcedbced.
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Lemme 4 Si L est un empilement de Lyndon alors L est une pyramide admissible.

Démonstration Soit p la piece minimale de L en position inf(L). Ecrire L = UsV (o V est la
pyramide de L telle que min(V) = p) et VoU = U,oVoU, (olt VoU, est la pyramide de VoU telle que
min(VoU,) = p: voir fig. 4). Ainsi L = U,0U0V. Si U # ®, on peut écrire: St(U,)St(U,oV) < St(L) <
St(VolU) = St(U,)St(VoU,) (par les énoncés 1 et 4 du lemme 1). Donc St(U,oV) < St(VoU,) (d’ou U,
# @). En comparant la premiére lettre de chacun de ces mots, on obtient une contradiction. Donc U = @

et L =V qui est une pyramide admissible. B

Si L est un empilement de Lyndon, on a donc: inf(L) = w(min(L)) = sup(min(L)). On dira que
inf(L) est 1a base de L.

VoU

P —>

A

Fig. 4 Shéma des relations entre L, Uy, Us et V.

inf(L)

Théoréme S Un empilement L est de Lyndon ssi St(L) est un mot de Lyndon.

Démonstration Soit L un empilement de Lyndon. Soit uv = St(L) avec u,v # 1. Poser U = @(u) et V
= @(v). Comme L est une pyramide admissible, on peut en dire autant de U; de plus, inf(U) = inf(L).
Donc sup(min(V)) = inf(L) < inf(V). Ainsi, uv = St(UoV) < St(VoU) = St(V)St(U) = vu. Donc uv est
un mot de Lyndon.

Inversement, soit L un empilement non-vide tel que St(L) soit un mot de Lyndon. On montre pour
commencer que L est une pyramide admissible. L’argumentation s’apparente a celle du lemme précé-
dent. Soit p la piece minimale de L en position inf(L). Ecrire L = UoV (ob V est la pyramide de L telle
que min(V) =p). On a sup(min(V)) < inf(U) (si U est non-vide). Donc St(L) = St(U)St(V) <
St(V)St(U). Si U est non-vide, comparer les premiéres lettres, pour obtenir St(U)St«(V) > St(V)St(U),
contredisant I’hypothése voulant que St(L) soit un mot de Lyndon). Donc U est vide et L est une
pyramide admissible. Reste & montrer que L est un empilement de Lyndon. Ecrire L = UoV (U et V
non-vides). On a sup(min(V)) = sup(min(U)). Si on a I’égalité, alors St(L) = St(U)St(V) <
St(V)St(U) < St(VoU). Sion a I’inégalité, alors L = UoV <V < VoU.

Ce théoreme perment de transférer de nombreuses propriétés des mots de Lyndon aux empilements
de Lyndon.

Théoréme 6 Un empilement L est de Lyndon ssi L est strictement inférieur i tous ses facteurs droits
propres.
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Démonstration Soit L un cmbilement de Lyndon. Comme au théoreme 5, écrire L = UoV (U etV
non-vides). On a sup(min(V)) = sup(min(¥U)). Si on a 1’égalité, alors St(L) = St(U)St(V) < St(V)
(puisque St(L) est un mot de Lyndon). Si on a I’inégalité, alors L = UoV < V (comparer les premiéres
lettres des mots correspondants). Inversement, si L est un empilement inférieur a tous ses facteurs
droits propres, on écrit: L =UoV <V <VoU. 1§

Théoréme 7 Tout empilement E se factorise de fagon unique sous la forme E = Ljo---oL, ot k > 0 et
ou les L; sont des empilements de Lyndon tels que L; 2...2 L;.

Démonstration Ecrire St(E) = £14;...4; (ol les ¢; sont des mots de Lyndon tels que 12 £,2...> 4.
Poser L; = ¢@(¢; ). Ceux-ci sont donc des empilements de Lyndon vérifiant E = Ljo---oLy et L,
2..2L;. S’il existait une deuxieme factorisation de E en ces termes, alors, en passant aux mots
standards, on trouverait une deuxieéme factorisation de Lyndon de St(E). &

On sait que si £ et m sont des mots de Lyndon vérifiant £ < m, alors £m est un mot de Lyndon et £
<{m <m. Dans le cas des empilements, le théoréme correspondant est faux. (En fait, LoM peut ne pas
€tre une pyramide.) La difficulté provient du fait que la concaténation de deux mots standards ne donne
pas nécessairement un mot standard. Cependant, en imposant certaines restrictions, on arrive a un
résultat plus faible mais quand méme utile.

‘Théoréme 8 Soit L et M deux empilements de Lyndon vérifiant L < M. Siinf(L) = inf(M), ou si L
est une super-lettre telle que inf(M) e {(L), alors LoM est un empilement de Lyndon et L <
LoM < M.

Démonstration Si inf(L) = inf(M), alors St(LoM) = St(L)St(M) est un mot de Lyndon standard
(théorie des mots de Lyndon). Ainsi, LoM est un empilement de Lyndon. D’autre part, si L est une
super-lettre telle que inf(M) e {(L) et inf(L) < inf(M), alors LoM est une super-lettre (voir fig. 5); donc
un empilement de Lyndon.

] S

[ 1
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a b ¢ d e a b c
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Fig.5 SiL estune super-lettre et M un empilement vérifiant min(M) < {(L)
et inf(M) > inf(L), alors LoM est une super-lettre.

En fait, les conditions du théoréme sont trop fortes. Plus généralement, on pourrait démontrer le
résultat suivant (mais cette fois la démonstration n’est pas aussi simple).
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Théoréme 9 Soit L et M deux empilements de Lyndon vérifiant L <M et inf(M) e {(L), alors LoM
est un mot de Lyndon et L < LoM <M. |

Nous n’utiliserons pas ce théoréme. Aussi nous le laissons sans démonstration (on la trouvera
dans [Lal, La2]).

Formule de Witt

Posons v(E) = ¥ pour tout empilement E. Ceci définit un poids sur H(P). Le théoréme 7 permet
d’écrire:

Y= YwE)= [[a-v@) = [J-H)" .

EeH (P) EeH (P) LeL(P) LeL(P)
En prenant le logarithme de ces séries, on obtient:

APl
—=1 Bl= - log(1—7H) = -
De;(P) ID| Ogse;:(z’) LeLz(p)og( ) mzzl m. >
LeL(P)

la premic¢re €galit€ provenant d’un théoréme de Viennot [Vi; proposition 5.10]. Soit L(n) le nombre
d’empilements de Lyndon contenant n piéces et D(n) le nombre de pyramides comportant n piéces. En
prenant le coefficient des termes en #* dans la derniére équation, on trouve:

(it

Dyl lyuna.
n peD(P) ndin
¥ |D|=n

Apres simplification, une inversion de Mobius donne le prochain théoréme.

Théoréme 10 Soit L(n) le nombre d’empilements de Lyndon contenant n pieces et D(n) le nombre de
pyramides comportant n pieces. Alors:

L(n)=%2u(§)D(d) L

din

Comme cas particulier, on remarquera qu’en non-commutatif, les pyramides sont les mots non-
vides (il y en a k9 de longueur d si 1’alphabet comporte  lettres). Le lecteur pourra aussi examiner le cas
totalement commutatif. Par des méthodes similaires, on trouve des formules pour le nombre d’empile-
ments de Lyndon suivant divers paramétres.

Factorisation standard

Définition 11 Soit E un empilement contenant au moins deux pieces. La factorisation standard de E,
notée X(E), est I’unique couple (F, N) d’empilements non-vides vérifiant:
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1) E = FoN, 2) N est de Lyndon, 3) N est minimal.

(La minimalité en jeu ici est relative a ’ordre lexicographique.) §
J grapniq

Théoréme 12 Soit L un empilement de Lyndon contenant au moins deux pieces. Soit Z(L) = (M, N)

sa factorisation standard. Alors M est un empilement de Lyndon.

Démonstration Soit p = inf(L). Si L ne contient qu’une copie de p, alors M est une super-lettre.
Dans le cas contraire, p = inf(M) = inf(N) = sup(min(N)). Passer aux mots standards associés et appli-
quer la théorie des mots de Lyndon. B

Théoréme 13 Soit E un empilement contenant au moins deux piéces. Soit Z(E) = (F, N) sa fac-
torisation standard. Soit M un empilement de Lyndon. On a Z(EoM) = (E, M) ssiM < N. 1

Démonstration Supposons que M < N. Soit Z(EoM) = (U,V).

On peut écrire V = V1oV3 ol Vy est la partie de V qui se trouve dans

M (voir fig. 6). Si V,=®, alors V = V, 2 M. Par définition de la M
factorisation standard, on a V < M; donc V =M. On peut donc :

supposer que V; # ®. Soit V; = Lyo--oLy la factorisation de Lyndon LV E
de Vi(pourun k21). OnaLy<L; <V, <V<M<N. De plus,

L, est un facteur droit propre de E (sinon L =E =V et on aurait V Fig. 6 Les empile-
=EoM). Donc N<Ly;douV =M. ments Vi et V.

Inversement, supposons que Z(EoM) = (E, M) et que N <M. On a alors inf(N) < inf(M). Soit
D le facteur droit (propre) pyramidal de EoM tel que min(D) = min(N). SoitD = Lyo---oLy la factorisa-
tion de Lyndon de D. L’empilement Ly est donc un facteur droit propre de EoM avec inf(Ly) < inf(Ly)
= (min(N)) = inf(N) < inf(M). Ceci contredit la factorisation standard de EoM. Donc inf(N) =
inf(M). Par le théoréme 8, NoM est de Lyndon, et est un facteur droit propre de EoM vérifiant NoM <
M. Ceci contredit encore la factorisation standard de EoM. On doit donc conclure que N > M. 1

Théoréeme 14 Soit E un empilement contenant au moins deux pi¢ces. Soit Z(E) = (F,N) sa
factorisation standard. On a alors St(E) = St(F)St(N).

Démonstration On a inf(N) 2 inf(E) = inf(F). Si I’égalité se vérifie, le résultat est clair. Supposons
donc que inf(N) > inf(E) = inf(F). Si F contient deux piéces en position inf(F), alors, comme au
théoréme 13, on peut extraire un empilement de Lyndon facteur droit propre de E, de base inf(F); contra-
diction. Donc F et E sont les super-lettres poF” et poF’oN (respectivement). Un argument similaire
montre que inf(NV) < inf(F’). On a alors:

St(E) = St(poF’oN) = pSt(F’oN) = pSt(F")St(N) = St(F)St(N). §
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Empilements de Lyndon et algébres de Lie

Soit . (P) la sous-algébre de Lie de R[H(P)] (polyndmes formels en H(P) sur un anneau &
donné). Deux positions non-concurrentes p et ¢ vérifient donc: [P, q] =peq—gqop =0. Soitv= (Vp)pep
une suite d’entiers presque tous nuls indexés par P. On note % (P) le sous-module de 1,(P) composé
des €léments de Lie homogenes de degré Vp en chaque position p € P. De méme, T ,(P) est la
composante homogene de degré n de .(P). Nous allons montrer que les empilements de Lyndon com-
portant V, piéces en position p (pour tout p € P) donnent bijectivement une base de 1,(P). Nous géné-
raliserons une démonstration qu’on retrouve dans Lothaire [Lo] pour le cas totalement non-commutatif.

Définition 15 Soit L un empilement de Lyndon. On pose: A(L) = L si L est réduit a une seule piéce.
Dans le cas contraire, on pose A(L) = [A(M), A(N)] , ot (L) = (M, N). |

11 est clair que si ILI, = v, (pour tout p € P), alors A(L) € L (P).

Théoréme 16 Soit L un empilement de Lyndon. Posons EE agE = A(L). Ona a,=1. De plus, si
o #0,alorsE>L.

Démonstration SilLl = 1, le résultat est clair. Supposons que ILI 2 2. Soit Z(L) = (M, N). On a
A(L) = [A(M), A(N)]. Par induction, on peut écrire:
AM)= Y aE , AN)=3 B.F .

E2M F2N
avec 0y = By = 1. Par linéarité, on a:

A(L)= 2 zaEﬁF[E’F] = z zaEﬂF(EOF—FOE) .
E2M F2N E2M F2N
On examine alors chaque terme.
Pour les termes de forme EoF,
sitE=MetF=N,onaoyfy=1;
sSiE=MetF >N,ousiE>M, on a: St(EoF) > St(E)St(F) > St(M)St(N) = St(L)
(puisque |El = IMl); d’ol EoF > L.
Pour ceux de la forme FoE,ona FoE >F>N>L. I

Ce théoréme montre donc que 1’ensemble {A(L): L est un empilement de Lyndon} est linéairement
indépendant. 11 est plus difficile de démontrer que ce méme ensemble engendre 1(P). Pour réaliser cet
objectif, nous introduisons un ordre sur les couples (L, M) d’empilements de Lyndon, puis nous for-
mons une induction sur ceux-ci. Nous nous inspirons, en fait, de la preuve de Lothaire [Lo; ch. 5] pour
les couples de mots de Lyndon. Cependant, dii 2 certaines particularités des empilements, I’ordre doit
etre modifi€é; sans compter que de nouveaux cas s’ajoutent A ceux énumérés par Lothaire. Remarquons,
en passant, que si L et M sont des empilements de Lyndon non-connectés alors [A(L), A(M)] =0 (on
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utilise la factorisation standard de L ou de M, les relations de Jacobi et on termine par une induction sur
le nombre de pieces).

Définition 17 Soit (L, M) et (L', M") des couples d’empilements de Lyndon vérifiant L <M et L’ <
M’. On écrit (L, M) < (L', M) si:
1) ILoM]p, < IL’oM’l,, pour toute position p € P ou
2) ILoM|, = IL’oM’l, pour toute position p € P et
2.1) inf(M) € {(L) et inf(M") & {(L") ou
2.2) inf(M) e {(L), inf(M)e {(L"YetM<M  ou
2.3)inf(M) e {(L), infM)e {L)etM<M’. |

Théoreme 18 Soit L, M deux empilements de Lyndon tels que L < M. On peut écrire [A(L), A(M)]
= Y onA(N) (avec o entier), la somme portant sur tous les empilements de Lyndon N véri-

fiant N < M.

Démonstration Soit L, M des empilements de Lyndon vérifiant L < M. Nous développons plusieurs
cas. Méme si le nombre de ces cas peut sembler extravagant, les raisonnements s’appliquant a chacun
d’eux sont tous plus ou moins apparentés. Nous avons 2 dessein repris la méme disposition pour les
présenter.

1) Supposons que inf(M) € {(L).

1.1) Supposons que LI = 1.
Par le théoréme 8, LoM est un empilement de Lyndon et LoM <M. De plus, on a clairement:
Y(LoM) = (L, M). On peut donc écrire [A(L), A(M)] = A(LoM).

1.2) Supposons que ILI > 1. Soit alors Z(L) = (U,V).

1.2.1) Supposons que V =2 M.
Dans ce cas, on a inf(V) = inf(M) = inf(L). Si inf(M) = inf(L), alors LoM est un empilement
de Lyndon (th. 8). Dans le cas contraire, inf(V) > inf(L), ce qui signifie que L est une super-
lettre (sinon, on pourrait extraire de L un facteur droit propre de Lyndon de méme base que L et
qui serait inférieur & V). Encore ici, LoM est un empilement de Lyndon. Par le théoréme 13,
X(LoM) = (L, M). On aboutit 2 la méme conclusion qu’au cas 1.1.

1.2.2) Supposons que V < M.
On peut écrire, en utilisant les relations de Jacobi:
[AL), AM)] = [[AD), AV)], A(M)]
=x [A(U), [A(V), A(M)]] £ [A(V), [AD), A(M)]].

Nous examinons séparément chacun des deux derniers termes.

1.2.2.1) [AW), [AV), A(AM)]].
On sait que V <M. Comme (V, M) < (L, M) (définition 17, cas 1), on peut €erire
(hypothése d’induction): [A(V), A(M)] = ZKWQKA(K) ou K représente un empilement de
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Lyndon et ou les o sont des entiers. Aussi, [A(U), [A(V), A(M)]] est une combinaison
linéaire de termes de la forme [A(U), A(K)]. Nous examinons deux cas, suivant que U <
KouU>K (si K=U, on a évidemment [A(D), A(K)] = 0).

1.2.2.1.1) [A(U), A(K)] avec U < K.
Comme 1) IUeKI, = LoMlI, pour tout p € P,
2) inf(K) = inf(VoM) = inf(V) e {(U),
3K<M,
alors (U, K) < (L, M) (déf.17, cas 2.2). On peut donc appliquer I’induction pour affir-
mer que [A(U), A(K)] est une combinaison linéaire (a coefficients entiers) de termes de
la forme A(N) ot N est un empilement de Lyndon vérifiant N < K (d’ou N < M).

1.2.2.1.2) [A(U), A(K)] avec U > K.
On examine alors [A(K), A)] =-[A(D), AKK)).
Comme 1) IKoUl, = LoMl, pour tout p € P,
2) inf(U) 2 inf(K) = inf(V) > inf(U), d’ot inf(U) € {(K),
3 U<V<M,
alors (K,U) < (L, M) (déf.17, cas 2.2). L’hypothése d’induction permet d’affirmer que
[A(K), A(U)] est une combinaison linéaire de termes de la forme A(N) o N est un
empilement de Lyndon vérifiant N < U (d’ott N < M).

1.2.2.2) [AV), [A(U), A(M)]].
Remarquons que U <V <M. Comme (U, M) < (L, M) (définition 17, cas 1), on a do: c:
[AD), A(M)] = ZIKM(ZKA(K). Aussi, [A(V), [A(U), A(M)]] est une combinaison linéaire
entieére de termes de la forme [A(V), A(K)]. Nous examinons deux cas, suivant que V < K
ouV>K.

1.2.2.2.1) [A(V), A(K)] avec V < K.
Comme 1) IVoKl, = ILoM], pour tout p € P,
2) inf(V) < inf(K) = inf(UoM) = inf(U) < inf(V), d’ot inf(K) € {(V),
3)K<M,
alors (V,K) < (L, M) (déf.17, cas 2.2). Ici encore, on applique I’induction pour
affirmer que [A(V), A(K)] est une combinaison linéaire de termes de la forme AN) ou

N est un empilement de Lyndon vérifiant N < K (d’ou N < M).

1.2.2.2.2) [A(V), A(K)] avec V > K. i
On examine alors [A(K), AV)] == [A(V), AKK)].
Comme 1) IKoVl, = ILoM!, pour tout p € P,
2) inf(V) e {(U) € L(UM) = {(K),
V<M,
alors (K,V) < (L, M) (déf.17, cas 2.2). On peut donc affirmer que [A(K), A(V)] est
une combinaison linéaire de termes de la forme A(N) ol N est un empilement de Lyndon
vérifiant N < V (d’oll N < M).
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2) Supposons que inf(M) & {(L).

2.1) Supposons que M| = 1.
Dans ce cas, L et M ne sont pas connectés et [A(L), AM)] =0.

2.2) Supposons que 1M1 > 1.
Soit alors Z(M) = (R, S). On peut écrire, en utilisant les relations de Jacobi:

[AL), AM)] = [AL), [AR), A(S)]]
= £ [[AL), AS)), AR)] £ [[AL), AR)], AS)]-

Nous examinons séparément chacun des deux derniers termes.

2.2.1) [[A@), A(S)], A(R)].

Remarquons que L <M <S. Comme (L,S) < (L, M), on peut écrire: [A(L), A(S)] =
ZK O AK). Aussi, [[AL), A(S)], A(R)] est une combinaison linéaire de termes de la forme
[A(K), A(R)]. Remarquons que inf(K) = inf(LoS) = inf(L) < inf(M) = inf(R) (la derniere
inégalité est stricte puisque inf(M) e {(L)). Onadonc K <R. De plus, comme

1) IKoRI, = ILoM|, pour toutp € P,

2)R<M,
alors (K, R) < (L, M) (déf.17, cas 2.1 ou 2.3). Aussi [A(K), A(R)] est une combinaison
linéaire de termes de la forme A(XN) ot N est un empilement de Lyndon vérifiant N <R (d’ou
N <M).

2.2.2) [[AL), AR)], A(S)].

Remarquons que inf(L) < inf(M) = inf(R), d’ot L <R. Comme (L, R) < (L, M), on a:
[AL),AR)] = ZK R OxAK). Aussi, [[A(L),A(R)],A(S)] est une combinaison linéaire de
termes de la forme [A(K),'A(S)]. Remarquons que K <R <S. De plus, comme

1) IKoS|, = ILoM|, pour tout p € P,

2) inf(S) € {(R) < {(LeR) = {(K),
alors (K, S) < (L, M) (déf.17, cas 2.1). Ainsi [A(K), A(S)] est une combinaison linéaire de
termes de la forme A(N) ou N est un empilement de Lyndon. Mais inf(N) = inf(LoM) = inf(L)
< inf(M); aussi,ona: N <M. 1

Remarques On peut éliminer le cas 1.2.2.1.2 (U > K) en demandant dans I’hypothese d’induction que
St(N) = St(L)St(M). Ceci a ’avantage de rapprocher la présente démonstration de celle de Lothaire.
Bien sfir, on paie par I’augmentation des vérifications dans chacun des autres cas.

Le théoreme 18 montre que le module engendré par {A(L): L est un empilement de Lyndon} est
une sous-algébre de Lie de %,(P) contenant P. La minimalité de cette derniére assure que ce module et
% (P) sont égaux. Grice au théoreme 10, on connait la dimension de chacune de ses composantes
homogenes.

Notons que B [H(P)] est I’algebre enveloppante de 1,(P), un résultat dii & Thibon [Th]. D’autres
bases de T(P) apparaissent dans les travaux de Duchamp et Krob [DK]. Ils obtiennent alors des formu-
les de Witt analogues a celle présentée ici.
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L’auteur remercie le comité de lecture du Colloque pour les suggestions qui ont permis 1’amélio-
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