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-R6sum6- Les empilements de Lyndon forment un analogue partiellement commutatif des
mots de Lyndon. On construit une base de 1'algebre de Lie libre (partiellement commutative)
correspondante en utilisant les proprietes combinatoires des empilements de Lyndon.

Mots de Lyndon

On connaTt 1'interet qu'offrent les mots de Lyndon pour la combinatoire et 1'algebre. En particulier,
en partant des mots de Lyndon, on peut construire bijectivement une base de 1'algebre de Lie libre en-
gendree par les lettres. Une generalisation de ce concept pour les empilements permet de relever cette
demiere affirmation dans un contexte partiellement commutarif.

Pour comprendre les distinctions a apporter lors de ce passage, revoyons brievement la definition
des mots de Lyndon. Etant donne deux mots u et v sur un meme alphabet A, on dit que Ie mot vu est un
transpose (ou un conjugue) du mot uv. On dcrit alors uv-vu. Chercher les transposes d'un mot revient
a Ie considerer comme une sequence circulau-e. Pour les mots, la transposition est une relation d equiva-
lence; en particulier, si u~v~w pour des mots u,v,w, on a alors u~w. Le resultat de deux transpositions
cons&utives s'obrient par une seule transposition.

Sur 1'alphabet A, on aura au prealable defini un ordre total qui induit alors 1'ordre lexicographique
sur 1'ensemble A* des mots. Les mots de Lyndon forment, par construction, un systeme de represen-
tants des classes de conjugaison de mots qui sont primitives (voir Lothaire [Lo; ch. 5]).

Empilements

Nous supposerons connue la theorie des empilements (Viennot [Vi]) qui pennet de donner une
image geometrique des elements du monoi'de partiellement commutatif (Cartier-Foata [CF]), aussi nous
ne ferons que fixer les notations s'y rapportant. Soit P un ensemble de positions (analogue de 1'alpha-
bet) avec relation de concurrence ^. On note ̂ (P) Ie monoi'de des empilements sur P. Le produit
d'empilements s'appelle superposition; EoF est la superposition de F sur£. Le symbole 0 represente
1'empilement vide. Si E est un empilement, 7t(E) est 1'ensemble des positions occupees par les pieces de
E et !, (£) I'ensemble des positions concurrentes avec une position de E. Le nombre de pieces de E se
note \E\; Ie nombre de pieces en position p dans E est \E\p. On note min(£:) 1'empilement constitue des
pieces de E qui ne recouvrent aucune autre piece de E\ max(£) 1'empilement constitue des pi&ces de E
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qu'aucune autre ne recouvre. On reconnaltra, dans ce demier, Vensemble des lettres maximales de Cori,
Metivier et Zielonka [CMZ] et Y alphabet terminal de Duchamp et Krob [DK].

Pour les empilements, nous devons definir un concept de conjugaison et introduire un ordre qui
s'apparentera a 1'ordre lexicographique. Ainsi, on dira que 1'empilement VoU est un transpose de
1'empilement UoV (note UoV ~ VoU). La conjugaison sera alors la fermeture transitive de la relation

transposirion. Remarquez que, contrairement au cas des mots, la transposition d'empilements n'est pas
la conjugaison (fig. 1). Duboc [Du] a degag6 ces deux notions et montre 1'equivalence de diverses defi-
nitions de la conjugaison.
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Fig. 1 La conjugaison d'empilements ne se ram^nepas d la transposition.

Deux empilements, E et F, sont connectes (1'un a 1'autre) si il existe une piece de E concurrente
avec une piece de F. Un empilement E est primitif si E = UoV = V'o[/ implique que (7=0 ou V= 0.
Remarquer que si E est primitif, il n'est pas puissance (non-triviale) d'un autre empilement. Duboc
definit la primitivite par cette propriete [Du, ch. 3, sect. 2. 2]. Le concept que nous utilisons ici est plus
general; il recouvre en effet Ie cas ou (7 et V ne sont pas connectes.

E

L 3

St(£)

(p*1(£') = [abode, abdac , abdca, afl&iac, adbca, dabac, dabca }
L T 3

a b c d

Fig. 2 Un empilcment E, I'ensemble (?-'(£') des mots qui lui sont assocics et Ie mot standard associe.

Soit (p: P* -> !H(P) la fonction qui associe a un mot pi...^, I'empilement^io-. -o^. On suppose
que 1'ensemble des positions P est totalement ordonne. A tout empilement, on associe 1c mot St(£;) =
max((p-'(£)) dit 1c mot standard associc d E (voir fig. 2). Ceci pemiet de reporter 1'ordre lexicographique
des mots aux empilements en posant E<F ssi St(E) < St(F). Cet ordre est lineaire. On notera inf(£:)
(respectivement: sup(£)) la position minimale (respectivement: maximale) dans n{E) (si E ^ 0). Ceci
pennet de distinguer cette position de 1'empilement min(£'). On verifie facilement les proprietes enoncees
dans Ie prochain lemme.

Lemme 1 Soit E etF des empilements. On a:
1) St(EoF) ̂  St(£)St(F) > St(£);
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2) tout facteur d'un mot standard est un mot standard;
3) sijE 9s 0 alors la premiere lettre de St(£) est sup(min(£));
4) si £ et F sont non-vides et si sup(min(F)) ^ inf(£), alors St(£oF) = St(£)St(F).

Demonstration Le premier enonce est clair, puisque St(£)St(F) est un mot associe a 1'empilement
EoF. Pour demontrer Ie deuxieme, soit uvw un mot standard. Soit V = (p(v). On a St(V) > v, d'ou
uvw < uSt(V)w (puisque ISt(V)l = Ivl). Mais comme uSt(V)w est un mot associ6 ^ (p(uvw), on a aussi
uSt(V)w < uvw. En simplifiant, on trouve v = St(F). Le troisieme enonce est evident; passons au
quatrieme. Soit Ef un facteur droit non-vide de E. On montre que les positions p = sup(min(£/oF)) et q
= sup(min(£')) sont ggales. Comme ̂ (min(£/)) c ^(min(£/oF)) alors <7 </?. Sipe Ef alors^ < <7. Si
p e 7T(min(F)) alors p ^ sup(min(F)) < inf(£) < inf(£') ^ ^. Dans tous les cas, onsip=q. Done,
St(£'°F) = pSt(EffoF) ou £' = po£". Terminer par une induction. B

Remarquez que St(£oF) ̂  St(£)St(F) en general (sinon la theorie des empilements serait identique
a la theorie des mots).

Empilcments de Lyndon

Definition 2 Un empilement non-vide L est un empilement de Lyndon si L = UoV avec U,V ^ 0
implique que L = I/o V < VoU. On note £(P) 1'ensemble des empilements de Lyndon sur P. I

On aurait pu aussi les deflnir comme suit.

Definition 3 Un empilement non-vide L est un empilement de Lyndon si il est primitif et minimal dans
sa classe de conjugaison. I

Comme la conjugaison est plus generale que la transposition, il est etonnant, a priori, que ces deux
definitions coincident. Le lecteur interesse par la demonstration consultera [Lal] ou [La2].

Une pyramideD est un empilement verifiant lmin(D)t = 1. On note 'D(P) 1'ensemble des
pyramides sur P. Elle est admissible si inf(Z?) = <min(D)); c'est a dire si la piece minimale occupe la
plus perite position. Si D est une pyramide admissible dont la piece minimale est la seule occupant la
position inf(D), on dit que D est une super-lettre. Toute super-lettre est necessairement un empilement
de Lyndon (voir fig. 3).

a a

E

Fig. 3 Uno super-leure L et un de ses conjugucs E. On a St(L) =
abccdccbcd ct St(£) = cdcebccdbcd.



278 -

Lemme 4 Si L est un empilement de Lyndon alors L est une pyramide admissible.

Demonstration So'itp la piece minimale de L en position inf(L). Ecrire L = UoV (ou V estla
pyramide de L telle que min(V) = p) et VoU = U^VoU'i (ou Vof/^ est la pyramide de VoU telle que
min(Vo£/;) =p: voir fig. 4). Ainsi L = (/io^°V. Si £/ ̂  0, on peut ecrire: St(£/i)St((/2oy) < St(L) <
St(y°(7) = St((/i)St(Vo^) (par les enonces 1 et 4 du lemme 1). Done St((/2°V) < St(VoU^) (d'ou £,2
^ 0). En comparant la premiere lettre de chacun de ces mots, on obdent une contradiction. Done £7=0
etL=V qui est une pyramide admissible. I

Si L est un empilement de Lyndon, on a done: inf(L) = ^(min(L)) = sup(min(L)). On dira que
inf(L) est la base de L.

L F

^^ I-

v»u

Fig. 4 Shema des relations entre L, U\, Uz et V.

Th^oreme 5 Un empilement L est de Lyndon ssi St(L) est un mot de Lyndon.

Demonstration Soit L un empilement de Lyndon. Soit u-/= St(L) avec M,V^ 1. Poser (/= (p(u) et V
= (p(v). Comme L est une pyramide admissible, on peut en dire autant de U; de plus, inf(C/) = inf(L).
Done sup(min(l^)) = inf(L) < inf(y). Ainsi, uv = St((/oV) < St(yo£7) = St(V)St(, U') = vu. Done uv est
un mot de Lyndon.

Inversement, soit L un empilement non-vide tel que St(L) soit un mot de Lyndon. On montre pour
commencer que L est une pyramide admissible. L'argumentation s'apparente a celle du lemme prece-
dent. Soit p la piece minimale de L en position inf(L). Ecrire L = UoV (ou V est la pyramide de L telle
que min(V) = p). On a sup(min(V)) < inf([/) (si £/ est non-vide). Done St(L) = St((/)St(V) <
St(V)St((7). Si U est non-vide, comparer les premieres lettres, pour obtenir St(£/)St(V) > St(V)St((7),
contredisant 1'hypothese voulant que St(L) soit un mot de Lyndon). Done U est vide et L est une
pyramide admissible. Reste a montrer que L est un empilement de Lyndon. Ecrire L = UoV (U et V
non-vides). On a sup(min(V)) > sup(min(t^)). Si on a 1'egalite, alors St(L) = St(t/)St(V) <
St(V)St((7) < St(y°^/). Si on a 1'inegalite, alors L=UoV<V< VoU. I

Ce theoreme perment de transferer de nombreuses proprietes des mots de Lyndon aux empilements
de Lyndon.

Thcoreme 6 Un empilement L est de Lyndon ssi L est strictement inferieur a tous ses facteurs droits
propres.



279 -

Demonstration Soit L un empilement de Lyndon. Comme au theoreme 5, ecrire L = UoV (£7 et V
non-vides). On a sup(min(V)) >. sup(min((7)). Si on a 1'egalite, alors St(L) = St((/)St(V) < St(V)
(puisque St(L) est un mot de Lyndon). Si on a 1'inegalite, alors L = UoV < V (comparer les premieres
lettres des mots correspondants). Inversement, si L est un empilement inferieur a tous ses facteurs
droits propres, on ecrit: L = UoV <V < VoU. i

Theoreme 7 Tout empilement E se factorise de fa^on unique sous la forme E = L\o---oLk, ou ̂ > 0 et
ou les L; sont des empilements de Lyndon tels que L\>... >Lk.

Demonstration Ecrire St(£) = {. \{. z... {. k (ou les ̂  sont des mots de Lyndon tels que f. \ > f. 'i>...> ^.
Poser L| = (p(^- ). Ceux-ci sont done des empilements de Lyndon verifiant E = L^o-oLic et Li
>...>Lk. S'il existait une deuxieme factorisation de E en ces termes, alors, en passant aux mots
standards, on trouverait une deuxieme factorisation de Lyndon de St(£). I

On sait que si(etm sont des mots de Lyndon verifiant £<m, alors £m est un mot de Lyndon et £
<tm< m. Dans Ie cas des empilements. Ie theoreme correspondant est faux. (En fait, L°M peut ne pas
etre une pyramide. ) La difficulte provient du fait que la concatenation de deux mots standards ne donne
pas necessairement un mot standard. Cependant, en imposant certaines restrictions, on arrive a un
r^sultat plus faible mais quand meme utile.

Th^or^me 8 Soit LetM deux empilements de Lyndon v^rifiant L < M. Si inf(L) = inf(M), ou si L
est une super-lettre telle que inf(M)   ^(L), alors Z, oM est un empilement de Lyndon et L <:
LoM < M.

Demonstration Si inf(L) = inf(M), alors St(LoM) = St(L)St(M) est un mot de Lyndon standard
(throne des mots de Lyndon). Ainsi, LoM est un empilement de Lyndon. D'autre part, si L est une
super-lettre telle que inf(Af) s ^(L) et inf(L) < inf(M), alors LoM est une super-lettre (voir fig. 5); done
un empilement de Lyndon.

M

L
L°M

a a b

Fig. 5 Si L est uno supcr-lettre et M un empilemcnt verifiant min(Af) c ^(L)
d inf(A^) > inf(L), alors LoM est uno supcr-lcttrc.

En fait, les conditions du theoreme sont trop fortes. Plus generalement, on pourrait demontrer Ie
resultat suivant (mais cette fois la demonstration n'est pas aussi simple).
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Thcoreme 9 Soit LetM deux empilements de Lyndon verifiant L<M et inf(, M) e ^(L), alors LoM
est un mot de Lyndon et L < LoM < M. I

Nous n'utiliserons pas ce theoreme. Aussi nous Ie laissons sans demonstration (on la trouvera
dans [Lal, La2]).

Formule de Witt

Posons v(£) = r'£l pour tout empilement E. Ceci definit un poids sur ̂ (P). Le theoreme 7 perrnet
d'ecrire:

s'w= s"w= n(i-v(t. ))"= n(i-'ltl)-l.
EeV{(P) Eef{{P) LeL{P) LeL(P)

En prenant Ie logarithme de ces series, on obtient:

,|D| w

.

S,^=I°E £''"= - S'°s(l-'lt')= S ^
DGV(P) \L/\ EeW(P) Le~L(P) ' ' ^il m '

LeL(P)

la premiere egalite provenant d'un theoreme de Viennot [Vi; proposition 5. 10]. Soit L(n) Ie nombre
d'empilements de Lyndon contenant n pieces et D(n) Ie nombre de pyramides comportant n pieces. En
prenant Ie coefficient des termes en (n dans la demiere equation, on trouve:

^>=£1 = 1Z^W.
n D^(P)n n 7^

|D|=n

Apres simplification, une inversion de Mobius donne Ie prochain theoreme.

Theoreme 10 Soit L(n) Ie nombre d'empilements de Lyndon contenant n pieces et D{n) 1c nombre de
pyramides comportant n pieces. Alors:

L(n)=lS^1w). .
n^n' ^.

Comme cas particulier, on remarquera qu'en non-commutatif, les pyramides sont les mots non-
vides (il y en a ^de longueur d si 1'alphabet comporte k lettres). Le lecteur pourra aussi examiner Ie cas
totalement commutatif. Par des methodes similaires, on trouve des formules pour Ie nombre d'empile-
ments de Lyndon suivant divers parametres.

Factorisation standard

Definition 11 Soil E un empilement contenant au mains deux pieces. La factorisation standard de E,
notee Z(£), est 1'unique couple (F, AQ d'empilements non-vides verifiant:



281 -

\)E=F°N, 2) N est de Lyndon, 3)/i/est minimal.

(La minimalite en jeu ici est relative a 1'ordre lexicographique. ) I

Theoreme 12 Soit L un empilement de Lyndon contenant au moins deux pieces. Soit S(L) = (M, A^)
sa factorisation standard. Alors M est un empilement de Lyndon.

Demonstration Soit p = inf(L). Si L ne contient qu'une copie de p, alors M est une super-lettre.
Dans Ie cas contraire, p = inf(M) = inf(AO = sup(min(^V)). Passer aux mots standards associes et appli-
quer la theorie de s mots de Lyndon. I

Theoreme 13 Soit E un empilement contenant au moins deux pieces. Soit £(£) = (F, N) sa fac-
torisation standard. Soit M un empilement de Lyndon. On a £(£oM) = (£, M) ssi M <^V. I

Demonstration Supposons que M <N. Soit £(£oM) = (£/, V).
On peut ecrire V = YI 0^2 ou Vi est la partie de V qui se trouve dans
M (voir fig. 6). Si V, = 0, alors V = V2> ̂ . Par definition de la
factorisarion standard, on a V <M; done V =M. On peut done
supposer que YI ̂  0. Soit Vi = L^-'-oLk la factorisation de Lyndon
de Vi (pour un ̂  > 1). On aL^<Li <YI ̂  V <M ̂ ^V. De plus,
Lfe est un facteur droit propre de E (sinon Lk =E=V-iet on aurait V
= £oM). Done N<Lk; d'ou V=M.

Fig. 6 Les empile-
ments YI et V^.

Inversement, supposons que 2;(£oM) = (£, At) et que A^ < M. On a alors inf(A^) ̂  inf(M). Soit
D Ie facteur droit (propre) pyramidal de EoM tel que min(Z)) = min(A^). Soit D = L^-oLi, la factorisa-
tion de Lyndon de D. L'empilement Lk est done un facteur droit propre de E°M avec inf(L^) ̂  inf(Li)
= ^-(min(N)) = inf(N) < inf(M). Ceci contredit la factorisarion standard de EoM. Done inf(A^) =
inf(M). Par Ie theoreme 8, NoM est de Lyndon, et est un facteur droit propre de E°M verifiant N^M <
M. Ceci contredit encore la factorisation standard de EoM. On doit done conclure que A^ > M. I

Theoreme 14 Soit E un empilement contenant au moins deux pieces. Soit S(£) = (F, N) sa
factorisarion standard. On a alors St(E) = St(F)St(AO.

Demonstration On a inf(A^) ̂  inf(£:) = inf(F). Si 1'egalite se verifie. Ie resultat est clair. Supposons
done que inf(A^) > inf(£) = inf(F). Si F contient deux pieces en position inf(F), alors, comme au
theoreme 13, on peut extraire un empilement de Lyndon facteur droit propre de E, de base inf(F); contra-
diction. Done F et £ sont les super-lettres p°Ff etpoF'oN (respectivement). Un argument similaire
montre que inf(A^) < inf(F/). On a alors.:

St(£) = St(p°F'°Ar) =/?St(F'°A?) =^St(F')StW = St(F)St(A7). I
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Empilements de Lyndon et algebres de Lie

Soit X(P) la sous-algebre de Lie de S.MP)] (polynomes formels en ̂ P) sur un anneau ^
donne). Deux positions non-concurrentes pet q verifient done: \p, q\ = poq - qop = Q. Soit v = (Vp)pep
une suite d'entiers presque tous nuls indexes par P. On note %^P) 1c sous-module de X(P) compose
des elements de Lie homogfenes de degre Vp en chaque position pe P. De meme, Xn(P) est la
composante homogene de degre n de X(P). Nous aliens montrer que les empilements de Lyndon com-
ponant Vp pieces en position/? (pour tout/?   P) donnent bijectivement une base de X^P). Nous gene-
raliserons une demonstration qu'on retrouve dans Lothaire [Lo] pour Ie cas totalement non-commutatif.

DeHnition 15 Soit L un empilement de Lyndon. On pose: A(L) = L si L est reduit a une seule piece.
Dans Ie cas contraire, on pose A(L) = [A(M), A(N)] , ou Z(L) = (M, N). B

II est clair que si \L\p = Vp (pour tout ̂    P), alors A(L) e Xv<7>).

Theoreme 16 Soit L un empilement de Lyndon. Posons Z^ a^ £ = A(L). On a Cfz. = 1. De plus, si
O.E ^ 0, alors E>L.

Demonstration Si ILI = 1, Ie resultat est clair. Supposons que ILI > 2. Soit S(L) = (M, N). On a
A(L) = [A(Af), A(A^)]. Par induction, on peut ecrire:

A(Af)=Sa^ , AW=^, F .
avec o^ =j3/y = l. par linearite, on a:

ESM FSfrf

AW= S Sa^[£, F] = ^ ̂ a^(£oF-Fo£) .
EiMFSN E2MF2N

On exan-une alors chaque terme.
Pour les termes de forme EoF,

siE=MetF=N, or\aaM PN =1;

siE=MetF>N, ousiE>M, or\ a: St(£:oF) > St(£:)St(F) > St(M)St(N) = St(L)
(puisque \E\ = \M\); d'ou EoF > L.

Pour ceux de la forme FoE, on a FoE >F>N >L. I

Ce theoreme montre done que 1'ensemble (A(L): L est un empilement de Lyndon} est lineairement
ind^pendant. II est plus difficile de demontrer que ce meme ensemble engendre X(P). Pour realiser cet
objectif, nous introduisons un ordre sur les couples (L, M) d'empilements de Lyndon, puis nous for-
mons une induction sur ceux-ci. Nous nous inspirons, en fait, de la preuve de Lothaire [Lo; ch. 5] pour
les couples de mots de Lyndon. Cependant, du a certaines particularites des empilements, 1'ordre doit
Stre modifi^; sans compter que de nouveaux cas s'ajoutent a ceux enumeres par Lothaire. Remarquons,
en passant, que si L et M sont des empilements de Lyndon non-connectes alors [A(L), A(M)] = 0 (on
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utilise la factorisation standard de L ou de M, les relations de Jacobi et on termine par une induction sur

Ie nombre de pieces).

Definition 17 Soit (L, M) et (L', M') des couples d'empilements de Lyndon v^rifiant L<M t\. U <
M'. On &rit (L, M) < (L/, MQ si:

1) \LoM\p < \Lf oM'\p pour toute position p e P o u

2) \LoM\p = \Lf°M'\p pour toute posidon pe P et
2. 1) inf(Af) e W> et inf(M') <£ ^(L/) ou
2. 2) inf(A^)   ^(L), inf(M/) e ^(L/) et M ^ M' ou
2. 3) inf(M) g ^(L), inf(M/) g i;(^') et M < M/. I

Theorcme 18 Soit L, M deux empilements de Lyndon tels que L<M. On peut ecrire [A(L), A(M)]

= Za/vA(A^) (avec a/v entier), la somme portant sur tous les empilements de Lyndon N veri-

fiant N<M.

Demonstration Soit L, M des empilements de Lyndon v^rifiant L<M. Nous d^veloppons plusieurs
cas. Meme si Ie nombre de ces cas peut sembler extravagant, les raisonnements s'appliquant a chacun
d'eux sont tous plus ou moins apparentes. Nous avons a dessein repris la meme disposition pour les
presenter.

1) Supposons que inf(M) e ^(L).

1. 1) Supposons que ILI = 1.
Par Ie theoreme 8, L°M est un empilement de Lyndon et L°M < M. De plus, on a clairement:
S(L°M) = (L, M). On peut done 6crire [A(L), A(M)] = A(LoM).

1.2) Supposons que ILI > 1. Soit alors £(L) = (U, V).

1.2. 1) Supposons que V^M.
Dans ce cas, on a inf(V) > inf(M) > inf(L). Si inf(M) = inf(L), alors LoM est un empilement
de Lyndon (th. 8). Dans Ie cas contraire, inf(V) > inf(L), ce qui signifie que L est une super-
lettre (sinon, on pourrait extraire de L un facteur droit propre de Lyndon de me.rne base que L et
qui serait inferieur ̂  V). Encore ici, LoM est un empilement de Lyndon. Par Ie theor^me 13,
£(LoM) = (L, At). On aboutit ̂  la meme conclusion qu'au cas 1. 1.

1.2.2) Supposons que V < M.
On peut ecrire, en urilisant les relations de Jacobi:

[A(L), A(M)] = [[A(£7), A(V)], A(M)]
= ± [A((7), [A(V), A(M)]] ± [A(V), [A((7), A(M)]].

Nous examinons separement chacun des deux demiers temies.

1.2. 2. 1) [A(t7), [A(V), A(M)]].
On sait que V < M. Comme (V, M) < (L, A^) (definition 17, cas 1), on peut ecrire

(hypothese d'induction): [A(V), A(M)] = ^^a^K) ou A: represente un empilement de
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Lyndon et ou les OK sont des entiers. Aussi, [A((/), [A(V), A(M)]] est une combinaison
lineaire de termes de la forme [A(U), A(K)]. Nous examinons deux cas, suivant que U <
KoviU>K(.&iK=U, onsi evidemment [A((7), A(K)~\ = 0).

1.2. 2. 1. 1) [A((7), A(^)] avec (/</<:.

Comme 1) \UoK\p = \LoM\p pour tout p e P,
2) mf(K) = inf(VoM) = inf(V)   ̂ ((7),
3~}K<M,

alors (t7, K) < (L, M) (def. 17, cas 2.2). On peut done appliquer 1'induction pour affir-
mer que [A(t/), A(K)] est une combinaison lineaire (a coefficients entiers) de termes de
la forme A(AQ ou N est un empilement de Lyndon verifiant N <K(d'ouN < M).

1. 2. 2. 1. 2) [A((7), A(K)] avec (7 > 7,;.
On examine alors [AW, A((/)] = - [A(£7), AW] .
Comme 1) \KoU\ = ILoMI pour tout p e P,

2) inf((7) S inf(A:) = inf(V) > inf((7), d'ou inf(£/) e ^K),
3) i/ <v <M,

alors (K,U) < (L, M) (def. 17, cas 2.2). L'hypothese d'induction permet d'affinner que
[A(^), A(i7)] est une combinaison lineaire de termes de la forme A(N) ou N est un

empilement de Lyndon verifiant N <U (d'ou A'' < M).

1.2.2.2) [A(V), [A((7), A(M)]].
Remarquons que U <V <M. Comme (£7, M) < (L, M) (definition 17, cas 1), on a do:-c:

[A(£/), A(M)]=_v
'K<Ma^A(A'). Aussi, [A(V), [A(£7), A(Af)]] est une combinaison lineaire

entiere de termes de la forme [A(V), A(K)]. Nous examinons deux cas, suivant que V <K
ouV>K.

1. 2. 2.2. 1) [A(V), AW] avec V < A'.

Comme 1) \V»K\p = \LoM\p pour tout? e P,
2) inf(V) < infW = inf(£/oM) = inf(t7) < inf(V), d'ou infW e ^(V),
3)K<M,

alors (V, K) < (L, M) (d^f. 17, cas 2.2). Ici encore, on applique 1'induction pour
affirmer que [A(V), A(K)] est une combinaison lineaire de tennes de la forme A(A^) ou
N est un empilement de Lyndon verifiant N <K (d'ou N < M).

1. 2. 2. 2. 2) [A(V), AW] avec V > X.
On examine alors [A(^), A(V)] = - [A(V), A(K)].
Comme 1) \Kc-V\p = ILoM! pour tout pe P,

2) inf(V) e ^(t7) c ^(U.M) = ^(^),
3) V < M,

alors (K,V) < (L, M) (def. 17, cas 2.2). On peut done affirmer que [A(A'), A(V)] est
une combinaison lineaire de termes de la forme. A(AO ou N est un empilement de Lyndon
verifiant N <V (d'ou N < M).
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2) Supposons que inf(Af) g ^(L).

2. 1) Supposons que IMI = 1.
Dans ce cas, L et M ne sont pas connects et [A(L), A(M)] = 0.

2.2) Supposons que 1MI > 1.
Soit alors £(M) = (R, S). On peut ecrire, en utilisant les relations de Jacob!:

[A(L), A(M)] = [A(L), [A(7?), A(5)]]
= ± [[A(L), A(S)], A(^)] ± [[A(L), A(/?)], A(5)].

Nous examinons separement chacun des deux demiers termes.

2. 2. 1) [[A(L), A(S)], A(2?)].
Remarquons que L <M <S. Comme (L,S) < (L, M), on peut ecrire: [A(L), A(S)] =

E.'K<S/ C(A;A(^). Aussi, [[A(L), A(S)], A(/?)] est une combinaison lineaire de termes de la forme
[A(K\ A(R)]. Remarquons que inf(A') = inf(LoS) = inf(L) < inf(A^) = inf(J!?) (la derniere
inegalit6 est stricte puisque ir\f(M) e. ^(L)). On a done K <R. De plus, comme

1) \KoR\p = \LoMlp pour tout pe P,
2)R<M,

alors (K, R) < (L, M) (def. 17, cas 2. 1 ou 2.3). Aussi [A(K), A(R)] est une combinaison
lineaire de termes de la forme A(N) ou N est un empilement de Lyndon verifiant N <R (d'ou
N <M).

2. 2. 2) [[A(L), AW], A(5)].
Remarquons que inf(L) < inf(Af) = inf(/?), d'ou L <R. Comme (L, R) < (.L, M), on a:

[A(L), A(7?)] = Zjr^axAW. Aussi, [[A(L),A(K)],A(S)] est une combinaison lineaire de

termes de la forme [A(K), A(5)]. Remarquons que K <R<S. De plus, comme
1) \KoS\p = ILoMlp pour tout p e P,
2) inf(5)   C(^) C ^LoR) = ^(JC),

alors (K, S) < (L, M) (def. 17, cas 2. 1). Ainsi [A(^), A(5)] est une combinaison lineaire de
termes de la forme A(AQ ou N est un empilement de Lyndon. Mais inf(AO = inf(LoAJ) = inf(L)
< inf(M); aussi, or\Si: N <M. I

Remarques On peut eliminer Ie cas 1. 2.2. 1.2 (U>K)e. r\ demandant dans 1'hypothese d'induction que
St(A^) > St(L)St(M). Ceci a 1'avantage de rapprocher la presente demonstration de celle de Lothaire.
Bien sur, on paie par 1'augmentation des verifications dans chacun des autres cas.

Le theoreme 18 montre que Ie module engendre par (A(L): L est un empilement de Lyndon} est
une sous-algebre de Lie de X(P) contenant P. La minimalite de cette derniere assure que ce module et
X(P) sont egaux. Grace au theoreme 10, on connait la dimension de chacune de ses composantes
homogenes.

Notons que ̂ [^(P)] est 1'algebre enveloppante de X(P), un resultat du a Thibon [Th]. D'autres
bases de X(P) apparaissent dans les travaux de Duchamp et Krob [DK]. Ils obtiennent alors des formu-
les de Win analogues a celle presentee ici.
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