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RESUME - Nous prouvons directement que la statistique des anti-excedances est une statistique
euUrienne sur S^ et donnons uneformule recursive pour la determination de la distribution des anti-
excedances parmi les permutations paires et impaires. Nous donnons aussi une caractSrisation des
groupes de permutations qui contiennent Ie cycle standard (1 2 ... n) en termes de leur distribution
d'anti-exUdances.

ABSTRACT - We directely prove that the anti-exceedance statistic is an eulerian statistic on S^.
and we give a recursive formula to determinate the distribution of anti-exceedances among odd and even
permutations. We also give a characterization of permutation groups containing the'standard cycle
(12 ... n) in terms of their anti-exceedance distribution.

1. Introduction.

Nous avons commence a etudier dans [Ma] les anti-exUdances d'une permutation, c'est-^-dire Ie
nombre de fois qu'une pennutation transforme un entier i en un autre plus petit ou 6gal ^ i',en essayant
de g6n6raliser un resultat de D. Perrin (Lemme 2 de [Pc]). Nous ne savions pas alors qu'une litterature
abondante existait dej^ dans ce domaine ; nous nous sommes done maintenant conform^s a la
terminologie d6]^. existante et c'est pourquoi nous avons appel6 de fa^on quelque peu barbare ces objets,
apres avoir dCcouvert qu'ils constituent I'inverse des exc6dances qui sont etudides depuis longtemps
(cf. [Fo], [Fo-Sch], [Fo-Ze], [Lo]).

Cette nouvelle statistique sur Ie groupe symetrique est une statistique eulerienne comme les
statistiques des excedances ou des montees ou des descentes . Pour prouver 1'euleriennete des autres
statistiques, c'est-a-dire pour prouver directement qu'elles satisfont les equations ddfinissant les
nombres euldriens, il faut proceder de manifere combinatoire en faisant des introductions adequates de
chiffres dans les mots representants les permutations ou en comptant les 'runs' du mot (cf. par exemple
[Kn]) ou les 'readings' d'une permutation conjuguee (cf. par exemple [Ri]). Ici, par contre, la preuve

Laboratoire d'lnformatique ThSorique et de Programmalion, Univcrsite Paris 7,
2, Place Jussicu 75251 Cedex 05, Paris. France



- 320 -

qui donne notre formule r^cursive est faite alg^briquement en utilisant Ie produit naturel des
permutations.

Cela explique probablement pourquoi 1'on s'est seulement int6ress6 jusqu'^ present ^ la
distribution des statistiques eul6riennes dans tout Ie groupe sym6trique car les statistiques Ctudides
jusqu'ici 6taient mal compatibles avec la structure de groupe. Le processus de determination du nombre
d'anti-exc^dances pour les pennutations d'un certain degr6 obtenu ^ 1'aide de formules r6cuirentes, a
rendu possible Ie calcul de la distriburion des and-exc6iances pour les permutations paires et impaircs en
donnant ainsi la distribudon des anti-excddances dans les groupes altem^s. Nous avons aussi pu etudier
ainsi les distributions dans certains sous-groupes de 5y

Pour tout ce qui regarde les groupes de pennutations nous avons suivi en gen6rale la tenninologie
et les notations de [Wi].

2. L'euI6riennet6 de la statistique des anti-exc6dances sur Ie groupe sym6trique.

Les nombres eulCriens sont d^finis par la reladon de r^currence:

A^ j = I A^ jt = 0 pour fc ?s 7
An. k= kAn. i.k+(n-k+l)A^^j pour n>2 et l^k<n.

On a en plus Ay^ = 0 pour k?il, mais on pose par convention (cf. par exemple [Kn]) Agj = 1.
t.

Nous rcportons dans la table suivante les premieres valeurs de ces nombrcs:

n \k
1

2

3

4

5

6

7

J_
7

7

7

1

7

1

7

7

4 1
11 11 1
26 66 26 1
57 302 302 57 1
120 1191 2416 1191 120

On v^rifie dircctement ^ partir de la formule que 1'on a:

^, An. k = n\ Vn .
k=l

On retrouve ainsi les nombres An^ dans divers probl^mes d'6num6ration concemant Ie groupe
5y Plus g^n&alement on donne la definition suivante.
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DEFINITION 2. 1. Soient D^ un ensemble de cardinal n\ et X une application definie sur D^ d
valeurs entires; on dit que X est une statistigue eul^rienne surD^ si

A^= card [d e D^ :X(d) = k] Kk<n.

On trouve parfois aussi la d^finidon suivante qui propose done une autre convention:

DEFINmON 2. 1'. Soient D^ un ensemble de cardinal n\ etX une application dSfinie sur D^ d
valeurs entires; on dit que X est une statistique eul^rienne surD^ si

An.k= card [d e £)" :X{d) = k-1] 1 <k ̂ n .

On a done des statistiques eul^riennes ^ valeurs dans 1'intervalle [l, n] (celles satisfaisant la
dCfmition 2. 1) et d'autres ̂  valeurs dans 1'intervalle [0,n-l] (celles satisfaisant la definition 2. 1').

DEFINITION 2.2. Soit n une permutation du groupe sym^trique S^ ; on dit que vpr^sente une
anti-exc^dance en ie {l, 2,..., n} si in <i.

La statistique AX qui associe ̂  chaque permutadon du groupe sym^trique 5'nle nombre d'anti
exc dances qu'elle pr6sente est une statistique ̂  valeurs dans 1'intervalle [l,n]. Nous commengons par
donner une preuve directe du fait que la statistique des anti-excddances est une statisrique euldrienne sur
Ie groupe sym^trique. Nous introduirons ensuite une nouvelle transformation fondamentale qui permet
Ie passage de la statistique des anti-exc^dances ̂  la statistique des descentes (qui est notou-ement
eul^rienne).

THEOREME 2.3. La statistique des anti-exc^dances est une statistique euUrienne sur Ie groupe
symStrique S^.

Preuve. Soit JT une pennutation de S^. j qui pr^sente ^ anti-exc^dances. Pour chaque anti-
excddance i -> in, la permutation i[-(ij i n) est une pennutadon de 5'n qui pr^sente k anti-exc6dances. En

effet, on a perdu 1'anti-excedance i -> iit, (puisque maintenant ( -> n), mais on a en plus 1'anti-
excddance n-> in. On associe ainsi ̂  chaque permutation w de Sn. i qui pr^sente ̂  anti-exc6dances, k
permutations de Sn qui pr^sentent k anti-exc^dances, toutes du type wo-, ou o-est une transposidon de S^
qui ̂ change n.

Si, par contre, nest une permutation de 5n.y qui pr6sente k-I and-exc^dances et si pour chacune
des n-k exc^dances i -> ijr, nous multiplions ^ droite ^par la transposition (in n), nous obtenons alors

la pennutation }t-(in n) de S^ qui presente ^ nouveau k anti-excddances, puisque maintenant i ->n
rcsteune exc^dance mais on a en plus I'and-exc&iance n->in. D'ailleurs, chaque pennutation de 5^
qui pr^sente k-1 and-excddances peut etre consid6r6e comme une permutadon de 5'n qui pr^sente k anti-
exc6iances en ajoutant celle du point fixe n. Nous associons ainsi ̂  chaque permutation it de S^. i qui
prdsente k-1 anti-exc6dances, n-k+1 permutations de 5'n qui presentent k anti-exc^dances et qui sont
toutes du type TCO, avec o-transposition de Sn qui pennute n, ̂  1'exception d'une seule qui fixe n.

Nous aliens montrer que les permutations que 1'on a ainsi obtenues sont toutes diff&entes. En
effet si ̂ <TJ= ̂ o^ , alors on a n^cessau-ement nnjaf= mi^a^ et, puisque ffy ern-2flxent " (elles
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appartiennent a S^) on a no/= n^. Mais chaque <r, (pour i = 7,2 ) est soit 6gal a 1'identite ou bien est
une transposition qui pennute n. Par consequent, n<rj= na^ implique o; = (^ et done,, wy= ̂ .

Si nous appelons Cn,k Ie nombre de permutations de S^ qui pr^sentent k anti-exc^dances, ce que
nous avons ̂ tabli ci-dessus nous donne:

Cn, k > k Cn. l.k + {n-k+l)Cn. i, k. i \f n>l, l^k<n

et, puisque Ci, i=l et ̂ videmment Cn. k =0 pour k<0 ouk>n, on deduit que Cn. k>An. k V n >1,
1 <k<n ou An, k d^signent les nombres Euleriens; mais par ailleurs :

n n
X cn,k = S An,^ = /l! V n

k=l k=l

On a done, forcCment Cn.k= An.k Vn>0 , Kk<n. D

REMARQUE. L'eul6riennet6 de la stadstique AX des anti-exc^dances peut etre prouv^e moins
directement mais plus rapidement en utUisant Ie fait que la statistique EXC des excedances est euldrienne
en observant qu' on a la relation AX(it) = n - EXC(n) pour toute permutation n-de S^ (c'est-^-dire que
AX est Ie complement ̂  n de EXC) et utilisant 1c fait que les nombres eul^riens ont la propriete de
symetrie suivante : A^k = An.n-k+i ^ n>l, 1 ^kSn. Onaen effet:

card [ne S^ : AX^) = k} = card [ne S^ : EXC(n) = n-k} = An,n.k^l =A^

DERNTTION 2.4. Soit TI une permutation du groupe sym^trique Sn, ; on dit que jtpresente une
descente d la place ie [ 1, 2,..., n} si in > (i+l)^.

Si DES d^signe la statistique des descentes sur 5», AX et DES sont distribuees de maniere
identique sur S^ parce qu'elles sont deux statistiques euleriennes.

Nous allons construire une bijection 0 qui envoie S^ sur 1'ensemble des mots standard de
longueur n sur 1'alphabet A=[l, 2,..., n} ( ^ chaque permutation ^correspond Ie mot <7)<2)... <n ) )
et telle que DES(<I> (n))= AX(7r) -1 pour toute permutation neSn (rappelons que AX'; Sn-> [l, n\ alors
que DES: S^-> [0, n-l]). Cela constituera 1'analogue de la Premiere Transfonnation Fondamentale entre
les statisdquesDf'5 et EXC (des excedances) (voir [Lo] pag. 185-189).

Soit wune permutadon quelconque. Considerons sa decomposition en cycles disjoints:
(^ ^2 ... ^)(^+/ TT^+2 ... ̂ +1^-(^+<2+... +,^+7 - ^+<2+... +^)

et ordonnons chaque cycle de sorte telle que 1'entier maximal present dans Ie cycle apparaisse a la
demise place. Ensuite ordonnons les cycles selon 1'ordre ddcroissant de leurs maxima:

(Ty T2 ... my) (ry^y T^+2 . " ^2)- ̂ j^j^... ^^l ... /n^) (*).
Dans I'^criture de ̂ -ainsi obtenue, W(designe Ie maximum des enders dans Ie r-eme cycle. Nous faisons
alors correspondre a ^ Ie mot 0 (ic) obtenu ̂  partir de (*) en enlevant les parentheses;

Nous allons voir que si la permutation n a d anti-excedances. Ie mot 0 (TC) a alors d-] descentes.
En effet, si on a une and-excedance tp -^ Tp^j ou r n'est pas un des maxima, celle ci est retrouvee telle
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quelle comme descente dans Ie mot 0 (n). Par contre les and-exc^dances pr6sent6es dans les Wt avec
t <k-l sont toutes retrouv^es comme descentes dans 0 (n) puisque Tn^ > m^i > T,, +,, +... +,\+7.

^ est une bijection entre 5'n et 1'ensemble des mots standard de longueur n sur 1'alphabet
A={7^,..., n}qui qdmet pour inverse la foncdon X d6fmie conime suit :
6tant donn6 un mot v=VyV2-vn sans repetitions sur 1'alphabet A=[l, 2,..., n], soit/(v) Ie pr^fixe de v
qu'on obtient en coupant v ^ droite de 1'ender maximal qui apparait en v. Siw est un mot standard de
longueur n, d^fmissons Cy(w)=/(w) et c,<w)=/((c,. ^(w)-7... C7(w)-7)w) ; ^-(w) est done Ie pr^fixe du
mot restant quand on efface les (c; )«;^ d6j^ calculus, et on coupe ensuite Ie mot obtenu ̂  droite 1'entier
maximal qu'y apparalt. La suite s'arrete quand nous obtenons Ie mot vide. On d^finit alors ̂  (w) comme

la permutadon dont la ddcomposition en cycles disjoints est donn6e par les mots Cj(w) mis entre
parentheses.

EXEMPLE. Donnons sur un exemple 1'action des fonctions 0 et X. Pour cela considerons la
permutation:

TC =(19125) (2 8) (3) (4136) (10) (7 14 11).
Permutons les entiers dans chaque cycle de fa^on ̂  mettre 1'entier maximal de chaque cycle ̂  la fin:

TC =(5 19 12) (2 8) (3) (6 4 13)(10)(11 7 14)
ordonnons maintenant les cycles selon I'ordre d&roissant des maxima:

n= (117 14) (6 4 13) (5 1 9 12) (10) (2 8)(3).
Nous avons alors:

<{>(n)= 1171464135191210283.

Si par centre on part du mot standard:
w=64l0113 147113 129528

D'apr^s la definition de la fonction/ ci-dessus on coupe alors w comme suit:

Ainsi on a done:

w=64101 13 14/7 11 3 72/9/5 2 S/

X (w)=(6 410113 14) (7 11 3 12) (9) (5 2 8).

3. Distribution des anti-exc^dances dans Ie groupe alterne.

Quand on effectue Ie processus de multiplication par une transposition qu'on a utilise dans Ie
Th6or6me 2.3, on obtient des permutations paires (resp. impau-es) ^ partu- des permutations impau-es
(resp. pau-es). En plus, chaque permutation paire (resp. impaire) de 5'n. j qui presente k-1 anti-
exc^dances donnera une permutadon paire (rcsp. impaire) de S^ qui pr6sente k and-excedances.

Si Pn^ etD^k ddsignent respecdvement Ie nombre de permutadons paires et impaires de S^ qui
pr^sentent k and-exc^dances, on obtient les formules r^cursives suivantes:
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Pn.k = kDn.,,k+ {n-k)Dn. i,k^ Pn. i.k.l
.KDn.k=kPn.,.k+ (n-k)Pn. i.k.'l+ Dn.,.k.,

On a bien Cvidemment Pn,jk + Dnjc = A^ et on a en particuUer Pn.k = 0 ou Dn,k =0 si Jfc ̂  n ou si
un des deux indices est inKrieur ou 6gal ̂  z6ro. Nous posons par convendon Do, i = 1 (rappelons que
AOJ = 7 par convention). De plus on a pour tout n :

et,
Pn.n = Pn-lfl-l = ... = P 1, 1=1 D^ = Dn. ifl. i = ... = DIJ=O

Pn, i =1 si n est impair et Pnj =0 sin est pair
Dn, i =1 si n est pair et Dn. i =0 sin est impair

car Ie cycle standard (7 2 ... n), qui est la seule permutation avec une anti-exc6dance, est une
permutation paire si et seulement si n est impair.

Les deux formules povrPnjc etDnjc, bien que compactes, ont Ie d6savantage d'exprimer chaque
suite en fonction de 1'autre. Nous voulons obtenir une expression qui donne Pn.k en fonction
uniquement des ?n, jk qui Ie prdc^dent. Multiplions pour cela chaque tenne des deux equations du
syst6me par unf* et sommons SUTM et r; nous obtenons alors:

^Pn.kUntk = ^k'Dn. i.kUn1k + ^ (n-k)Dn.,, k., U»tk + ^ Pn. l. k., Untk
, =7- . =7. -^' j'ir7
ISkSn lSk<n ISkSn f<k<n

00 00-00 (»

~, Dn.kU^ = ^k'Pn.,. kU^ + ^(n-k)Pn.,, k.,U^ + YDn. ^U^
n=7 n=7n=j

I<k<n
n=l

Kk<n
n=7

Kk<n n=J
KkSn

00 00

Appelons rcspecdvement Pet D les deux sommes ^Pn, kUntk et ^Dn,kUntk . P etD sont alors
.
"R

ISkSn .
"=^

l£k<n

les foncdons g6n6ratrices des deux suites Pn,k etDn.k, et nous avons done les 6galit6s suivantes, dues
au fait que Po. k = 0 pour tout k, et que DQ. I = 7 et Z)o, fc = 0 pour tout ̂  ?' 7, qui traduisent Ie syst^me
ci dessus en foncdon de P et D et de leurs d6nv6es.

^Dn.^U^ =t^( J^Dn^U^ )=t^(u ^Dn.^-^ ) =
n=l

KkSn KkSn..

=ut^ (D^, t)=ut^t)=ut (^1)
!<kSn

S^,.,^ =r^f S^..^ ^r^ SPn...^^ ) =
.

n=7_ " _n=/ *" n^7'
ISkSn IskSn 1'skSn

9P^y(P^,, )=u^
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Pour la deuxifeme somme qui apparait aux seconds membres de (S), nous avons:

^(n-k)Dn. i.k.^tk = ^n'Dn.,, k.,u^ - ^ k'D n., k. iUnt^ =
_n=7 n=l n=T
l<k<n Kk<n Kk<n

=Mf^ J^Dn., ^untk-l ).ut^( ^ D^^Mn-7^ =
rS

Kk<n
n=7

Kk<n

^Ut-J^U J^Dn. ^U^t^ )-Ut^(t ̂ Dn.,, k.,un-^)=
n=7

ISkSn
n=l

Kk<n

^-^-^^-^-^-"^-^
De fa?on analogue, nous avons :

^ (n-k)Pn.,. k. iUntk =u^t^-ut^
n=l

7<Jk<n

Finalement pour les deux demi^rcs sommes apparaissant dans (S), on a
00

^Pn. l. k. lUntk =UtP
n=l

ISkSn

^Dn. i, k., untk =utD
/^r

ISkSn

On obtient done ainsi que les foncdons D etP satisfont Ie systfeme d'dquadons aux ddrivees partielles
smvant:

(1-Ut) P = (Ut- Ut2)^-+ U2t^+Ul

(1-ut) D = (ut- ut2)^+ u2t ^
Si on tire D de la deuxi&me equation, et que 1'on substitue cette expression dans la premiere, on obtient
une ̂ quadon en P et en ses d6riv6es partielles de premier et second ordrc de la forme suivante:

(l.^P. U. U-u.^A^+A. ^^A^^A^^A^
ou les A,. sont des polynomes en u et t. Si on idendfie maintenant dans les series ci-dessus les
coefficients des termes en untk, on obtient la formule:
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Pn.k= 3Pn. i, k. i +k2Pn.2,k+ (2nk-2k2-n)Pn. 2,k-i + (k2-2nk+n2-3)Pn. 2.k-2
- (k -l)(k -2)Pn. 3.k-l + (2k2-2nk+4n-3k-2)Pn. 3, k-2+ (2nk-k2-n2 +l)Pn. 3ji. j+
+ Sn. k(S]. k-2 Sz^+Sj. k)

o& Sfj repr6sente Ie symbole de Kronecker.

Pn.^
En partant des valeurs inidales Pi,, =1 et D,,, =0, pour n^ 7 on obtient les valeurs suivantes pour

n^c
1

2

3

4

5

6

7

1

1

7

11
31
57

3_

7

4 1
36 11 1
146 156 26 1
603 1198 603 57

et powDn, k:

2^.
7

2

3

4

5

6

7

0

1

0

7

0

1

0

0

3

4

75
26
63

0

7 0
30 15 0
756 746 31 0
588 1218 588 63 0

Pour un n fix6, les Pn,k donnent la distribution des anti-excddances dans Ie groupe altemd An.
On peut remarquer que ces distribudons sont symetriques pour les valeurs impaires de n, i. e., on a
Pn,k=Pn,n+l-k POUT tOUt k ; dans Ie prochain paragraphe, nous donnerons une demonstration plus
g^ndrale de ce fait
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4. La distribution des anti-exc^dances dans d'autres groupes de permutation.

DEFINmON 4. 1. Si G est un groupe de permutations de degr6 n, on d^finit la distribution des
anti-exc^dances de G comme Stant Ie n-uple (dj. d^, ..., dn) oil dj est Ie nombre de permutations de G
pr^sentantj anti-exc6dances.

Par exemple on a pour tout groupe G:

f7 si G contient Ie cycle standard (7 2 ... n)
«, = .!

[0 sismon

rfn= 7 (car seule l'identit6 a n and-excddances).

DEFINmON 4.2. Si G est un groupe de permutations de degr6 n, on dira que sa distribution des
anti-exc^dances est symStrique si on a dj = dn+i.jpour tout j = 1,... ,n.

Nos calculs des distribudons des and-exc&ianccs dans les groupes dc permutadons ont  t6 faits
en utilisant Ie syst^me Cayley (voir [Cal] et [Ca2]).

THEOREME 4.3. La distribution des anti-exc6dances d'un groupe de permutations de degr6n est
sym6trique si et seulement si Ie groupe contient Ie cycle standard a=(l 2 ... n).

Preuve. Une implication est triviale car, si Ie cycle n'est pas dans Ie groupe, on a d/ =0 et dn= 7.
Pour prouver Ie r6ciproque, nous montrerons que la bijection <p de G dans G d6finie par

(p(n) = }i~lav nfiea^+ay(^=n+l pour toute permutation ir (ou a^repr^sente Ie nombre d'anti-
exc^dances de la permutation w).

Soit a=!Tla. Alors apr^sente une anti-excddance en (' si et seulement si ia^i, c'est-^-dire si et
seulement si iTTla <i. Supposons maintenant i]Tl^n (i ^nit) alors, ijrla = iiTl+I et on a done:

ia^i <=> ijrl+l <i ^>iiTl< i.

Ainsi o-a une anti-exc^dance en i si et seulement si 7T1 pr6sente une and-exc6dance au sens strict en i, et
ceci est equivalent ^ dire que wprdsente une exc^dance. Pour toute exc^dance de wen i avec i7r'l^n, a

pr^sente done une anti-excddance. De plus quand t est 6gal ̂  nic, ir1 ne peut avoir d'and-exc^dance au
sens strict et n n'a done pas d'exc6iance. Ainsi ^ toute exc6dance de w correspond bijectivement une
anti-exc^dance de o".

On a ainsi trouv^ n-ff^ anti-exc^dances pour la permutadon a, 1' anti-exc^dance ultime 6tant
pr6sent6e dans 1'entier i =-nji puisque ia= iK~la =na=l <i.

COROLLAIRE 4.4. La distribution des anti-exc^dances sur Ie groupe alternS An est symStrique si
et seulement si n est impair.
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Preuve. On avait d^j^ observe que Ie cycle standard (1 2 ... n) est un permutation paire si et
seulement si n est impair.

REMARQUE. Si n est impair on a ^galement Dn.k =Dn.n+i-k, puisque dans ce cas :
Dn.k = ^n, k - Pn.k = An.n+l-k - Pn.n+l-k = Dn,n+l.k

Pour ce qui conceme Ie lien entre les and-exc^dances et I'op&ation de conjugaison zt 1'int^rieur du
groupe sym^trique, nous avons Ie resultat suivant:

PROPOSITION 4.5. Soit nune permutation du groupe sym6trique S^ et soit a^ Ie nombre d'anti-
exc6dances de TT, alors les conjugu6s de n par les puissances de a pr6sentent Ie meme nombre d'anti-
exc^dances.

Preuve. Puisque iic/t+l = (ji</t)a, il suffit de montrer que Ie nombre d'and-exc^dances ne change
pas par conjuguaison par a.

Supposons i^n et i ^mr1 ; si ^a une and-exc^dance en i c'est-^-dire si in<i, alors
in+1 < i +1 et done, (i+l)jca^i +1 et ica pr^sente une anti-exc6dance en i"+7. De meme si in > i, on a
in+1 > i +7 et (i+I)ifi> i + 7; done, pour i^n et i^nir1, on a une bijection entre les and-exc6dances
de n en i et celles de 7ia en i'+7.

Par ailleurs dans les deux entiers que nous s'avons pas consid6r6s n pr^sente unft anti-
exc^dance (n -> nw) et une excddance (njr1 -^ (nrt~l)jc= n ) qui correspondent poiur ffa ̂  1'excedance
1 -> nic+1 et ̂  l'anti-exc6dance njTl+l -> 7.

5. Le nombre moyen d'anti-excedances.

La formule bien connue de Bumside donne Ie nombre d'orbites d'un groupe de pennutation en
tenne du nombre de points fuces par les dements de G:

^-SW=/t (7)id TteG

ou h est Ie nombre d'orbites et X(.n) =\{il in=i}\. Nous allons montrer que 1'argument classique qui
donime la fonnule (7) peut etre utilise pour prouver une formule similaire quand Ie nombre 'X. (n) de

points fixes de n est remplac6 par Ie nombre d'anti-exc^dances de K. Nous aurons ainsi quelques
informadons sur Ie nombrc moyen d'anti-exc^dances dans un groupe de permutadons quelconque. Nous
noterons ci-dessous a^ pour Ie nombre d'anti-exc^dances de la permutation w, et A^ = ^a^ pour la

neG

somme de toutes les and-excCdances de toutes les permutations du groupe G. Plus gen^ralement,
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A 5 = 'y.flff d^signera la somme de toutes les and-exc6dances de toutes les permutations du sous-
iieS

ensemble S du groupe G.

THEOREME 5. 1. Soit G un groupe de permutations de degr6 n, et h Ie nombre d'orbites de G.
Alors on a:

A^ia^.
Preuve. Le nombre total d'and-exc^dances est donn6 par:

£j{f/i^<i }1 =^ l{i/3ff:^=7'}l (*)
neG ~j<i

Soit A une orbite de G et considerons la contnbudon de 4 ^ la somme qui se trouve au membre droit
de(*):

^\{i/3n. -in=j}\ i,je A (**)
J<i

Comme G est evidemment bransidf sur les ̂ ments de A , chaque terme de (**) est 6gal ̂  ^ et Ie
\A\

nombre d'^ments de la somme est 6gal au nombre de couples (1, 7) avec ije A etj ^i c'est-^-dire
141(141+7)
^.

S\A^, A^,.... A^ sont les orbites de G, nous avons done :
h

\G\\AM\At\
Ao-^-^ !±Z2. ic, "^

car Ie nombre des elements de toutes les orbites est ̂ videmment n. D

COROLLAIRE 5.2. Un groupe de permutation G de degr6 n est transitif si et seulement si

^=[GI"^.

REMARQUE. En udlisant Ie Th^or^me 5. 1 et la formule de Bumside nous pouvons obtenir 1c
nombre d'and-exc^dances au sens strict (ue < i):

Ac* =\G\n^l-\G\h =\G\n^L
qui d'ailleurs coincide avec Ie nombrc total d'exc^dances:

Ec=\G\nf-

L'expression du nombre moyen d'and-excedances semble etre plutot une propriete des classes de
conjugaison comme la proposition suivante Ie prouve, nous donnons d'abord une remarque.
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REMARQUE. Si T est un cycle (/^ ... ̂ ), m >1, et rpresente r anti-excedances, alors Ie cycle
inverse pr^sente m-t and-exc^dances (r/pr6sente une anti-exc6dance si et seulement si T prdsente une
exc^dance).

PROPOSmON 5.3. Soient G un groupe de permutation de degr6 n, re une permutation de G, H la
classe de conjugaison de n dans S^ et ̂  Ie nombre de points fixes par chaque permutation de H. Alors

A^=\GnH\n^H
Preuve. Observons d'abord que si (rest une permutation de H alors dans sa ddcomposition en

cycles disjoints apparaissent exactement XH cycles de longueur 7 ; ces memes cycles apparaTtront aussi
dans son inverse. Pour la remarque pr&edente et pour ce que nous venons de dire on a done:

^jieGnH a^+a^-, =n+XH

et done, si nous sommons sur les ':^-^- couples (n ,jf1) avec neGnH , nous avons ce qu'il fallait
d montrer. D
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