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1 Introduction.

On sail depuis P. M. Cohn [3] que tout ideal a droite de K<A> est libre (comme K<A>-
module a droite). Berstel et Reutenauer en ont donne une nouvelle preuve qui utilise les codes
prefixes ([1, Chap. II, Th. 3. 2]). La presence des codes prefixes dans ce contexte est H^e aux
resultats de Schutzenberger [7] concemant les representations minimales des series rationelles
(en variables non-commutatives) en rapport avec les recurrences lineaires que satisfont ces series.
Nous presentons des bases pour les sous-J<<A>-modules a droite de 7<<A>9, que nous appelons
bases standard (voir paragraphes 4, 5). Dans Ie casou 5 = 1, ces sous-modules (sous-J<<A>-
modules a droite) sont des ideaux a droite de K<A> et la construction des bases standard est
tres proche de la construction de Schreier d'une base d'un sous-groupe du groupe libre (volr
[4, 5]).
Dans Ie but de donner une construction effective de la base standard d'un sous-module, on
munit 1'ensemble des mots du monoi'de libre A* d'un ordre ̂ , satlsfalsant certaines conditions
de compatibilite (voir paragraphe 2). Get ordre est un analogue non commutatif de celui impose
sur 1'ensemble des monomes de K[z^..., Zn\ pour Ie calcul des bases de Grobner (ou bases
standard) des ideaux de cet anneau (voir Rem. 2. 1). Les algorithmes que nous donnons, qui
pemiettent Ie calcul de la base standard d'un sous-module, sont analogues a ceux d6j^, existant
dans Ie cas des bases de Grobner de K[z^ ..., Zn\ (voir [2]). Les calculs efFectues sur les systemes
de generateurs se font tous a 1'aide de reecritures elementaires. Ces reecritures elementaires sont
insplrees des transformations de Nielsen (voir [4,5]) utlllsees pour Ie calcul d'une base reduite
d'un sous-groupe de type fini du groupe libre.

Une des principales applications de nos resultats est de rendre efFectlf Ie travail avec les sous-
modules M. de K<A>q et les quotients K<A>qlM. L'ordre < etant fixe, on montre 1'imicife de
la base standard d'un sous-module (Th. 4. 6, Th. 5. 9). L'algorithme de calcul de la base standard
d'un sous-module de type fini permet de tester si deux sous-modules de type fini sont 6gaux
(Cor. 4.8, Car. 5. 11). On est aussi en mesure de tester si un element de K<A>q appartient ̂  un
sous-module M. et on peut resoudre Ie "probleme des mots" dans Ie quotient K<A>q I M. (Cor.
4. 9, Cor. 5. 12).

Dans [6], Mora construit des bases de Grobner des ideaux biJateres de K<A>. Notre approche
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est sensiblement difFerente et nous livre des resultats d'une autre nature. D'une part, nous
considerons les ideazix a droite de K<A>. D'autre part, nous nous inspirons de Cohn [3]
pour introduire la notion de <-dependance a droite d'une famille de polynomes; ce faisant,
nous obtenoiis une version adaptee a notre contexte de VAlgorithme faible de Cohn. Nous
d^veloppons d'abord, aux paragraphes 2, 3 et 4, la theorie pour les ideaux (Ie cas g = 1); nous
generalisons ensiiite aux dimensions superieures {q >. 1) (paragraphe 5).

2 Recteurs des polynomes et <-Dependance.

Dans tout ce qui suit, A designe un ensemble qu'on appelle alphabet dont les elements sont
appel^s des lettres. Les elements du monoi'de libre sur A, A*, seront appoles des mots. Une
partie X de mots non vides est un code prefixe si aucun mot de X n'est facteur gauche d'un
autre mot de X. Par exemple, {a6c, ac, b} et {anb : n ^ 0} sont des codes prefixes. Dans toute la
suite, K designera un corps. On note K<A> la K-algebre associative libre sur A. C'est 1'algebre
des pojynomes non commutatifs siir A. C'est aussi Ie A'-module libre sur A*; les polynomes
de K<A> sont des combinaisons lineaires de mots de A* a coefScients dans K. On designe Ie
coefl6cient d'un mot w dans un polynome P par (P, w). On ecrira abusivement w   P lorsque
(P, w) 7^ 0. On peut done definir 1'addition et la miiltiplication de deux polynomes P et Q par
les egalites:

(P+(?, w)=(P, w)+(0, w),

(PQ, w)= Y^ {P, u)^v).
u£P,u6Q,uu=w

Notez que les mots de A* peuvent etre consideres comme des polynomes de K<A>.

On se donne un bon ordre <^ sur 1'ensemble des mots. On suppose que cet ordre est compatible
avec la multiplication a droite et qu'il est prefixiel, c'est-a-dire qu'il satisfait:

Pour tous mots u, u, w A'l', u^v implique uw <^vw,

Si u, u, w   A*, u est non vide et w = uv alors u < w.

De la deuxieme condition on deduit que 1 <, w pour tout w   A*.

(1)

(2)

Reniarque 2. 1 Soit Z = {z-^,..., Zn} un ensemble d''indeterminees qui commutent deux a deux;
designons par K[Z] 1'anneau de polynomes commutatifs sur Z a coefficient dans K. Dans la

theorie des Bases de Grobner (ou Bases standard) des ideaux de K[Z] (voir [2]), dans Ie but de
formuler des algorithmes qui calciilent les bases stajidard des ideaux, on impose un bon ordre
< sur 1'ensemble des monomes z^ ... z^n de K[Z}. Ce ban ordre doit etre compatible avec
la mvdtiplication et doit satisfaire: 1 < z^ ... z^n, ou 1 est 1'element unite de 1'anneau et ou

z^n est im monome quelconque de K[Z}. On voit done que les conditions (1) et (2) nous^
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donne un analogue non commutatif des conditions imposees sur 1'ensemble des monomes dans
Ie cas commutatif. <^>

Exemple 2. 2 L'ordre du dictionnaire des mots croises est un ordre qui satisfait nos conditions.
Get ordre est construit en ordonnant d'abord les mots par longueur, puis lexicographiquement

siir chacune des longueurs. Plus predsement, u < u siet seulement si soit |u| < |u|, soit |u| = \v\
et ̂  <;er v. °

Soit P   J<<A>; Ie recteur 1 de P est Ie mot Ie plus grand qui y apparalt: r(P) = max{w : w G
P}. On posera r(0) < r(P), VP 6 /<<A>. Nous dirons d'un polynome qu'il est unitaire si Ie
cocfficicnt de son rcctcur cst cgal a 1. En d'autrcs mots, un polynome P cst unitairc s'il s'ccrit
sous la forme: P == u + Ei,<u (-P; u)u .

Lemme 2.3 Soient P, Q, Pn, Qn   ̂ <A> (n = 1,... , 7V").

(i) POUT tout w   A*, on a r(Pw) = r(P)w,
(ii) r(PQ) = max{r(Pw) : w   Q},
(iii) r(E^i PnQn) < max^i,..., ^ r(P^Q»).

Demonstration, (i) Soit w' G Pw. Alors w' = uw pour un certain u ^ P. Comme u <: r(P), la
condition (1) entraine uw <, r(P)w, d'ou 1'assertion.
(ii) II est clair, selon Ie point (i) de la demonstration, que si Ie mot max{r(Pw) : w  Q} a
un coefficient non nul dans PQ, alors c'est Ie recteur de PQ. Soient u = r(P) et Wi G A* tels
que uwi = max{r(Pw) : w G Q}. II nous faut montrer que (PQ, uwi) 7^ 0. Supposons qu'au
contraire on ait (PQ, uwi) = 0. Alors c'est qu'il existe des mots v  P, W2 G Q tels que u-^ v
et wi ̂  W2, et tels que uwi = uws. Comme u = r(P), on au >u, de sorte que la condition (1)
entraine uwi > vw-i = uwi, ce qui contredit la maximalite de uwi. On a done {PQ, uw-i) ̂  0 et

par consequent r{PQ) = uw-i = max{r(Pw) : w e Q}.
(iii) II suffit de volr que si w G E^=i PnQn alors w ^ maXn^i,..., /v r{PnQn)- Mais siu   Pn, u 6 Qn
alors, en vertu du point (h) on a uv <, r{PnQn}\ comme r(PnQn) < maxn=i,..., jv r(P^Qn), Ie
resultat est montre. ^

Corollaire 2. 4 Soient P et Q des polynomes unitaires de recteurs respectifs u et v. S'il exists
w   A* tel que u = vw, alors r(P - Qu>) < r^P).

Demonstration. On a, selon Ie Lemme .2. 3 (i), u = vw = r(Qw). Comme ce mot apparalt dans
Qw avec coefficient 1, 1'inegalite r(P - Qw) < r(P) est verifiee. 0

lEn grammaire fran^aise, Ie mot qui tient Ie role central dans un groupe de mots s'appelle Ie recteur de ce
groupe de mots. Par exemplc, dans 'Le ce/cbre algorithme fsiible de Cohn', Ie recteur est 'a.lgorithme'.



- 336 -

Soient maintenant N un ensemble d'lndices et {Qn}ngjv, 'une famille de polynomes de K<A>.
Nous ne considererons que les cas ou N est 1'ensemble des entiers non nuls ou N == {l,..., n}.

Dans les deux cas nous noterons les families par {Qn}n>i en precisajit de quel cas il s'agit
lorsque cela s'avere necessaire; les families finies seront parfols notees simplement Qi,..., Qn.

On dira que les polynomes Qn sont presque tous nuls si 1'ensemble {n : Qn ^ 0} est fini;
c'est toujours Ie cas lorsque la famille est finie. Soient {Pn}n>i et {Qn}n>i deux families de

polynomes et supposons que les polynomes Qn sont presque tous nuls. Alors les polynomes
PnQn sont presque tous nuls et la somme Sn>i PnQn est definie.

Remarque 2.5 Le resultat (iii) du Lemme 2. 3 reste vrai si on multiplie une famille {Pn}n>i et
une famille de polynomes presque tons nuls {Qn}n>i» i-e. : r(^;n>i PnQn) < maXn>i r(Pn<9n)-<^

Nous nous inspirons de Cohn [3] pour introduire la notion de <-dependance a droite dans

1'algebre K<A>. On dira qu'une famille de polynomes {?n}n>i est <-dependante a droite si
soit 1'un des Pn est nul, soit il existe une famille de polynomes {Qn}n>i presque tous nuls tels
que r(En>i PnQn) < maxn>i r(PnQn).

On dira qu'un polynome P est <:-dependant a droite de la famille {Pn}n>i s'il existe une
feimille de polynomes {Qn}n>i presque tous nuls tels que r(P - Z^n>i PnQn) < T^P), et tels
que r(PnQn) ^ r(-P); pour tout n.

II s'agit la d'une notion beaucoup plus restrictive que celle que Cohn a introduite. A preuve, Ie
Corollaire 2. 9, qui dit qu'une relation de <-dependaiice a droite d'une famille de polynomes a

to^i'ours lieu entre deux polynomes de la famille. Dans Ie cas de la dependance au sens de Cohn,

une relation de dependance entre des polynomes Pi,... , Pn, ordonnes selon Ie degre, implique
seulement que 1'un des P, est dependant de ses predecesseurs (cf. [1, Chap. VII, Th. 1. 1]). Par
la suite, nous abregerons 1'expression '<-dependant a droite'pa.r 'dependant.

Remarques 2.6 (i) Si une sous-famille de la famille {Pn}n>i est dependante alors la famille
{Pn}n>i est dependante.
(ii) Si un polynome P est dependant d'une famille de polynomes {Pn}n>i alors la famille {P} U
{Pn}n>i est dependante.

(iii) Si un polynome P est dependant d'une sous-famllle de la famille {Pn}n>i alors la famille
{P} U {Pn}n>i est aussi dependante. 0

Remarque 2. 7 Utilisant Ie (iii) da Lemme 2. 3 on voit qu'une famille {Pn}n>i est independante
a droite si quelle que soit la famille de polynomes {<3n}n>i presque tous nuls on a:

r^PnQn)=max r{PnQn).
n>l n>l

Et dans ce cas, selon les resultats du meme lemme, il existe des mots u, G P,, u, G Q, tels que

^(En>l-PnQn)=^.-. 0
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Theoreme 2.8 Soil {Pn}n>i une famille de polynomes non nuls et soit Un = r(Pn)- Ld famille
{-Pn}n>i e3< independante si et seulement si les Un sont distincts deux d deux et forment un code
prefixe.

Demonstration. On peut supposer Pn unitaire, poiir tout n. Supposons d'abord que les mots Un
ne soient pas distincts deux a deux ou ne forment pas un code prefixe. Alors il existe i / j et un
mot w   A* tels que u, = ujw. Selon Ie Lename 2.4 on a r(P») = r(Pj-w) et r(P, - Pjw) < r(P. ),
c'est-a-dire que P, est dependant de Pj. En vertu de la Rem. 2. 6 (iii), cela impllque que la
famille {Pn}n>i est dependante.

Supposons maintenant que les mots Un sont distincts deux a deux et forment un code prefixe.
Soit {Qn}n>i une famille de polynomes presque tous nuls. Selon Ie Lemme 2. 3 (ii), pour tout i
tel que Q, ̂  0, il existe un mot v; tel que r(P;Q,-) = r(P. )v,. Soient Uk == r(Pfc) et Vk   Qfc tels
que UkVk = maXn>i r(PnQn). Ce mot est bien defini puisque les polynomes PnQn sont presque
tous nuls. Montrons que UkVk apparait dans Sn>i PnQn- Sinon, c'est qu'il existe un indice j et
des mots u'   P,, v' ^ Qj- tels que UkVk = u'v', et:

(i) soit ;' = fc, u'   Pk et u < Uk,
(ii) soit j 7^ fc, u/   Pj et u' <; uj.
Observons d'abord que dans Ie cas (ii), on ne peut avoir u' = u, puisqu'alors UkV = ujv' et
que les u, sont distincts deux a deux et ferment un code prefixe. On a done dans tous les cas,
Uj > u'. Mais alors, en utilisant la condition (1), on trouve que: ujv' > u'v' = UfcUfc, ce qui
contredit la maximalite de UkVk.

Comme Ie mot UkVk apparait dans En>i PnQn, on a, selon la Rem. 2.7, que r(En>i PnQn) = "fcVfc;
c'est-a-dire r(Zn>i PnQn) = maXn>i r(PnQn). Lafamille {Qn}n^ etant arbitraire, on en conclut
que la famille {Pn}n>i est independante.

La demonstration du Th. 2.8 montre aussi Ie corollalre suivant.

0

Corollaire 2.9 Si la famille {Pn}n>i est dependante alors il existe dos indices i -^ j tels que P,
est dependant de Pj. . . ^

Soient {Pn}n>i une famille independante de polynomes. Nous dirons que Ie code prefixe {un}n^i,
ou Un = r(Pn), est Ie code prefixe associe a la famille {Pn}n>i-

Remarque 2. 10 Dans [6], Mora suit de tres pres les concepts et definitions utilises dans Ie cas
commutatlf. L'ordre qu'il utilise sur les mots de A" differe du notre. II annonce que ses r^sultats
restent vrais pour les ideaux a droite. II mentionne aussi que si les generateurs d'un id^al ont
tous dcs recteurs distincts qui forment un code prefixe alors ces generateurs forment une base
de Grobner de 1'ideal. 0
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3 Ideaux a droite dans K<A>.

Soit {Pn}n>i une famille de polynomes; on designe par I =< {Pn}n>i >, ou 7 =< Pi,... ,?" >
si la famille est finie, V ideal a droite de K<A> engendre par la famille {Pn}n>i. Les polynomes
qui sont dans I sont tous de la forme En>i PnQn ou les Qn sont des polynomes arbitraires de
K<A>, presque tous nuls. On dit aussi que la famille {?n}n^i forme un systeme de generateurs
poiir 1'id^al I. Dans Ie cas ou il existe ime famille finie qui engendre I on dit qu'il est de type
Sni. On designera par y? : K<A>-^ K<A> /lie morphisme de K-module caaonique.

Soit Pi, ..., ?" un systeme de generateurs d'un ideal a droite. On definit trois types de reecritures
elementaires '-*' d'un tel systeme :

(Rl) si^. =0:Pi,..., P^^Pi,..., P,_i, P;^,..., p^

(R2) poura ^, a^0: PI,. .. , ?n ̂  Pi,... , P,_i, aP,, P,+i, ..., ?"

(R3) si i ^ j et r(Pjw) = r(Pj. )w < r(^. ) :

Pl,.. . , ?" -^ Pl,. . . , ^_i, ^, P,+i, ..., ?" ouj^' = P. - P,w.

Remarques 3. 1 (i) Ces trois regles de reecritures elementaires permettent de remplacer, dans
un systeme de generateurs, un polynome Pi par Ie polynome P, - ^;,^. PjQj.
(ii) Bien que les reecritures elementaires piiissent etre formulees pour des systemes de generateurs
infinis, nous ne Ie ferons pas. Nous utiliserons les regles de reecritiires pour formuler des algo-
rithmes de calculs efFectifs des bases des ideaux engendres par des families finies. C>

Lemme 3. 2 Soient Pi,..., ?n e< Qi,..., Qm deux families de polynomes. Si la seconde peut
etre obtenue de la premiere par une suite de reecritures elementaires alors elles engendrent Ie
mcme ideal: < P^,... , ?" >=< Qi,... , Q^ >. 0

Remarques 3.3 Tout ideal a droite peut etre considere comme un sous-J<<A>-module a, droite

de K<A>. II est connu depuis Cohn [3] qu'un tel sous-^<A>-module a droite est toujours libre.
Notez que si une famille de polynomes Pi,... , ?" est independante alors elle est a fortiori K<A>-
lin^airement independante. Ainsi, tout ideal a droite engendre par une famille independante est
librement engendre par elle, comme J<<A>-module. 0

Th^or&me 3. 4 Soit I un ideal de K<A> engendre par une famille de polynomes Pi,. .., ?".
II est possible de calculer une base independante de I en effectuant uno suite de reecritures
elementaires sur la famille P^,. .., ?".
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Demonstration. Notre but est d'arriver a calculer, a 1'aide de reecritures elementaires, une famille
Qi, ---, Qm dont les recteurs sont dlstincts deux a deux et ferment un code prefixe. Cette famille
'sera alors independante, en vertu du Th. 2. 8, et formera une base de 1'ideal I. On peut toujours
faire en sorte que tous les poly names de la famille Pi,... , ?n soient non nuls et unltaires, a 1'aide
de reecritures du type (Rl) et (R2). On suppose done les P. non nuls et on pose u, = r(P.)
pour i = 1,... , n. Soit M = M(?i,..., Pn) 1'ensemble qui rassemble les u, qui possedent comme
prefixe 1'un des Uj. Plus precisement: M(Pi, ..., ?n) = {w : 3z ̂ j', 3u G A* tels que w = u. et
w = Ujv}. Nous aliens proceder par recurrence sur max(M). Dans Ie cas ou M est vlde, c'est
que les recteurs des polynomes P, sont distlncts deux a deux et forment un code prefixe. Par
consequent, en vertu du Th. 2.8, la famllle est independante et selon la Rem. 3.3 elle forme une
base de 1'ideal qu'elle engendre.

Supposons done que 1'ensemble M n'est pas vlde. Soit w = max(M) et t'i,... , Zfc les indices tels
que r(P;J = ... = r(P»fc) = w. II faut distinguer deux cas.

Cas 1. II existe un polynome Pj dont Ie recteur est un prefixe propre de w. Dans ce cas
j -^ i-i,..., ik et il existe v e A", non vide, tels que w = ujv. On applique sequentiellement
pour p = 1,... , fc, les reecritures elementalres du type (R3): P.p -^ P.p - PjU. On pose soit
Qg = Py- Pjv sl g   {?i,..., u} et Qg = Pg, sinon. Selon Ie Lemme 2. 4, on a r'Qg) < w
pour tout q 6 {?i,..., ^}. Ecartons les Qg qui sont nuls a 1'aide de reecritures du type (Rl)
et ajustons les indices des polynomes de fa^on a ce que Ie nouveau systeme de generateurs soit
Qi,..., Qm, avec m < n. On a done < Pi,... , ?" >=< Qi,... , <9m > et (M(Qi,..., Qm)) <
max(M(Pi,..., Pn)); on peut conclure par recurrence.

Cas 2. Aucun des polynomes n'a poiir recteur un prefixe propre de w. Alors fc ̂  2et on applique
sequentiellement pour p == 2,.. ., fc, les reecritures elementaires du type (R3): P,p -^ P,p - P. i.
On pose Qg=Py- P., si g   {?2,..., ik} et Qq = Pq, sinon. Selon Ie Lemme 2.4, on a r(Qi, ) < w
pour tout q   {z-ii ..., ?(;}. Le polynome Q^ est maintenant Ie seiil qui a pour recteur w; aucun
autre polynome n'a pour recteur un mot qui possede w comme prefixe, en vertu de la definition
de w. On ecarte encore une fois les Qy qui sont nuls a 1'aide de reecritures du type (Rl)
et on ajuste les indices des pblynomes de fagon a ce que Ie nouveau systeme de generateurs
soit Qi,..., Qm, avec m <, n. On a , encore une fois, < Pi,..., Pn >=< Qi,..., Qm > et
max(M(Qi,..., Qm)) < max(M(Pi, ..., ?")); on peut conclure par recurrence. 0
La demonstration du Th. 3.4 montre que lors du calcul d'une base independante d'un id^al
finiment engendre, Ie nombre de generateurs peut diminuer. On a done Ie corollaire suivant.

Corollalre 3. 5 (Theoreme du defaut pour les ideaux a droite de type fini.)
Si n polynomes sont K<A>-lineairement dependants a droite, alors I'ideal a droiie qu ils en-
gendrent est libre de rang <, n -1.
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4 Bases standard des ideaux a droite.

Soit maintenant un ideal a droite Z, quelconque. Nous dirons qu'une famille de mots {tu, }, >i,
finie ou infinie, est linealrement independante mod I si leiirs images {</?(w;)}, >i sont lineairement
independantes dans K <A> {I. De fa^on equivalente, {u;,-},>i est lineairement independante
mod I s il est impossible de trouver des scalaires cf, 6 J<, presque tous nuls (mais non tous nuls),
tels que ̂ , i>i cr. w; 6 I.

Designons par [u, u] Vintervalle des mots compris entre u et v. Plus precisement, [u, v] = {w  
A* :u <w <v}. On definit une suite (finie ou infinie) de mots Un comme suit:

ui = inf{w   A* : [l, w] est lineairement dependant mod Z},

et pour n > 2:

u^ = inf{w e A" - {ui,..., Un_i}A* : [1, w] n (A* - {ui,..., u»_i}A*)

est lineairement dependant mod I}.

II se peut qu a un certain moment, la famille {u}ueA*-{ui,..., un_i}A* soit lineairement independante
mod I. Le mot Un, et les suivants, ne sont alors pas definis.

Lemme 4. 1 La famille de mots {un}n>i est un code prefixe qui satisfait u, < uj si i < j.

Demonstration. Nous montrons par recurrence sur n, que les mots Ui,..., Un forment un code
prefixe et que u^ < ... <Un. II n'y a rien a montrer pour n = 1.

Soit n>l. Supposons que les mots ui,... , Un forment un code prefixe satisfaisant ui < ... < Un-

Comme Un+i   (A* - {ui,... , Un}^*), aucun des mots ui,..., Un n'est prefixe de Un+i; en
particulier, Un ^ Un+i. Nous allons montrer que Un < Un+i. On saura alors, en vertu de
(2) que Un+i n'est pas prefixe de Ui,..., Un. Supposons qu'au contraire Un+i < Un- On salt
alors, par (2), que [l, Un+i] n UnA* = 0. Par consequent, [l, Un+i] n (A* - {ui,... , Un}A* =
[1, Un+l] n (^. * - {ulr- . ; "n-i}A*. Or, par definition de Un+i, Ie membre gauche de cette egalite
est lineairement dependant mod I. Un coup d'oeil au membre droit nous permet de constater

que 1'on contredit la minimalite du mot Un. On a done Un < u^+i et Ie lemme est montre. 0

Posons pour la suite Xn = {ui,..., Un-i} et X = {un}n>i- Par definition, pour chaque n il existe
une relation, qui definit un polynome de 1'ideal I: ?" = Un"+ Ei, <un, i/eA*-A-»A* {Pn-, v)v e I. En

vertu du Lemme 4. 1, les polynomes Pn forment une famille independante. Par consequent, selon
Ie Th. 2. 8, ils forment une base de 1'ideal qu'ils engendrent.

Lemme 4.2 Soil Re. K<A>. II existe une famille de polynomes {Qn}n>i presque tons nuls,
et une famille de scalaires {oiv}v^Af-XnA' presque tous nuls, ids que R puisse s'ecrire sous la
forme: R = E^>i P^,Q^ + Et,eA*-XA« a^.
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Demonstration. II suffit de montrer Ie lemme dans Ie cas ou R est un mot w ^ A* - XA*. On

a alors w = UkW' et on precede par recurrence sur la longueur du mot w'. Le cas |w/| = 0 est
donne par la relation qui definit Pk. Sinon, on a: UkW' = PkW' + Eu<ufc, v6A*-XfcA* (pfci v)vw'. Les

mots vw' qui apparalssent daiis la somme de droite sont soit des mots de A* - JCA*, soit ils sont
de la forme vwf = ujw" avec \w"\ < \w'\ et alors on conclut par recurrence. 0

Lemine 4.3 La famille de mots {v}veAf-XAV ^st lineairement independante mod I.

Demonstration. Dans Ie cas ou X = {ui,..., Un} est fini, Ie resultat est evident: Ie mot u^+i n'est
pas defini precisement parce que la famille {v}veA*-XA' est lineairement independante mod I.

II reste done a considerer Ie cas ou X est infini. Supposons qu'au contraire il existe des scalaires
o;u, presque tous nuls, tels que Eu°'uu = 0 mod I- Soil: u, = lnf{un : u^ > v pour tout v tel
que «;" 7^ 0}. Les mots v   Eu avV sont done des mots de A* - X, A*, plus petits que u,, de sorte
que la relation ̂ ,y oivV = 0 mod I contredit la minimalite de u,-. 0

Proposition 4. 4 La famille de polynomes {Pn}n>i engendrent I'ideal I.

Demonstration. Soit R un polynome de I. Selon Ie Lemme 4.2, il exlste une famille de polynomes
{Qn}n>i presque tous nuls, et une famille de scalalres {av}veA'L-XnAf presque tous nuls, tels que
R = En>l PnQn^-^veA'-XA' ^V. Par consequent, 0 = y{R') = E^A*-XA. a^(u). On en deduit
que ecu = 0 pour tout v, en vertu du Leinme 4. 3. Done, R = En>i PnQn et la famllle {Pn}n>i
engendrent 1'ideal I. 0

Corollaire 4. 5 L'ideal I est de type fini si et seulement si Ie code prefixe X est fini.

Demonstration. La proposition montre que si 1'ensemble X est fini alors I est finiment engendre.
Nous serons en mesure de montrer la reciproque plus loin (Th. 4. 7). Cela decoule aussl des

theoremes de Cohn [3]. 0

Nous aliens maintenant montrer que la famllle {?n}n>i est unique.

Theoreme 4. 6 Soit {P^}n>i v-ne famille independante de polynomes, de recteurs respectifs
{u'n}n>i, satisfaisant u/. < u'j si i < j. Posons X'^ = {u'i,... , <_i}, X' = {<}n>i e< sup-
posons que: P^ = < + E^«,ueA*-^A* (pn »u)u- Si la famille {Pn}n^i engendre Ie meme ideal

I que la famille {Pn}n>i a-lors P^ = Pn, pour tout n.

Demonstration. On procede par recurrence sur k pour montrer que Uk = u',, et que Pjc = Pj^.

Le polynome P[ nous donne une relation lineaire (mod J) dans 1'intervalle de mots [l, u'J.
On doit done avolr ui < u\ en vertu de la definition de ui. Comme {Pn)n>i engendre J, il
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existe des polynomes Q'^ presque tous nuls, tels que Pi = ^^>i P^Q'^. Selon la remarque 2. 7,
»"(En>l P^Q'n) = U'iV', pOUr im certain i et un certain v', G Q^. On a done HI = r(Pi) = u^,/. On

en tire u', < u^. Par suite, on a ui < u[ <, u', <, Ui; done Ui = u[. On peut en conclure que
P[ = Pi piiisque la famille de mots [l, Ui] - {ui} est Unealrement independante mod I.

Supposons qu'on ait montre que u^=u[,..., Uk-i = u^ et que Pi = P[,..., Pk-i = P^. On
a done Xk-i = X^ et Ie meme argument que dans Ie cas A; = 1 montre qu'on doit avoir Ufc < u^..
Comme Pfc   J il existe des polynomes Q'^ presque tous nuls, tels que Pk = En>i PnQ'n- Mais
alors Uk = r{Pk} = r(En^i -PnQ^). Selon la remarque 2. 7, r(En>i P^Q^) = u^./ pour un certain
i et un certain u,/   Q^-. On a done Uk = u^-v,' et on en tire u'^ <: Uk <: u^. Maintenant, soit i = k
et alors Uk = u^; soit i < k de sorte que, par recurrence, u', = u;. Mais alors c'est que Uk = u. v^
ce qui contredit Ie fait que {un}n>i est un code prefixe. On doit done avoir Uk = u'^.

Cela entraine Xk = X',, et par consequent, les mots v < u'^ qui apparaissent dans P^ sont des
mots de A*-XkA*. Done P^ = Pk puisque les mots de A*-XkA* sont lineairement independants
mod I. <>

La base {?n}n>i de 1'ideal I sera appele Ja base standard de I. On dira aussi qu'une famille
est standard si elle est la base standard de 1'ideal qu'elle engendre. Un raisonnement simllaire
a celui fait a la demonstration du Th. 3.4 nous donne Ie resultat suivant.

Theor&me 4. 7 Soit Pi,..., Pn une famille independante. II est possible de calculer, a I'aide
d'une suite de reecritures elementaires, la base standard de I'ideal I =< Pi,... , Pn >. De plus,
Ie code prefixe associe a la base standard de I est egal au code prefixe associe a Pi,. .., ?". 0

Le Th. 4. 6 et Ie Th. 4. 7 s'unissent pour nous donner Ie corollaire suivant.

Corollaire 4.8 II est possible de tester si deux ensembles finis de polynomes engendrent Ie
memo ideal. <3>

CoroIIalre 4.9 Soient Q e< Pi,..., ?^ e K<A> tels que Pi,..., ?^ est la base standard de
I'ideal I qu'ils engendrent. II est possible de calculer I'image de Q, dans Ie quotient K<A>/I.
En particulier, il est possible de tester si Q ̂  < Pi,... , ?" >.

Demonstratj'on. On suppose P, unitaire, pour tout i. On pose, comme plus haut, u, = r(P, ) et
X = {ui,..., Un}. y> designe Ie morphisme canonique K<A>-t K<A>/I. On procede par
recurrence siir Ie recteur de Q.

Cas 1. Si Q = 0, alors y{Q} =0et Q 6 J.
Sinon, soit w = r{Q).
Gas 2. Si w   (A* - XA*), on a: y(Q) = (Q, w)w + y{Q - (Q, w)w). Par recurrence, on peut
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calculer 1'image de Q - {Q, w)w et terminer Ie calcul de 1'image de Q.
Gas 3. Si w   XA\ 11 existe u, eXet u £ A* tel que r(Q - (Q, w)P, v) < r(Q), d'apres
Ie Lemme 2.4. Comme: y(Q - (Q, w)P. u) = y(<9) - y((Q, w)(P,, u)-l^-z;)) = (^(Q), on peut
calculer 1'image de Q - (Q, w)P, u et terminer Ie calcul.

L'algorithme decrit ci-dessus fait bien Ie travail souhaite, puisque les mots de A* - XA* sont
lineairement independants mod I, selon Ie Lemme 4. 3. Si a aucun moment lors du calcul de
1'image, on ne visite Ie Cas 2 on salt alors que Q G. I.

5 J<<A>-modules a droite et <-dependance a droite.

Nous considerons malntenant Ie 7<<A>-module a droite J<<A><', ou q est un entier posltlf,
q>l. Les elements de K<A>9 sent des vecteurs colonnes V formes de q polynomes de K<A>:

/pl\
y = I ':

\Pg/

Pour cette raison, nous appellerons les elements de K<A>q des vecteurs de polyn6mes, ou
simplement des vecteurs. Nous aliens nous interesser aux sous-K<A>-modifies a droite de
K<A>q. Par la snite, nous abregerons 1'expression lsous-K<A>-module a droite' simplement
par sous-moduJe. Dans lecasou g = 1, un sous-module de K<A>q n'est rien d'autre qu'un ideal
a droite de K<A>. Nous serons done en mesure d'utiliser une recurrence sur q afin d'etendre

les resultats des paragraphes precedents.

Nous designons par TT,, pour i ='l,..., g, la projection canonique des vecteurs sur leur ieme
composante, i.e. TT, : K<A>"^K<A>^i(y) = P.. Nous introduisons aussi les projections
TT (resp. 7f) : K<A>q ->K<A>q~'1 qui oublient la premiere (resp. derniere) composante des
vecteurs:

(pl \ 
_,.., 

(pl
^)=1 s 1^(^=1 ^

<?, / \P, -i.
La multiplication a droite d'un vecteur V par un polynome Q G K<A> s'exprime done par
7T, (yQ) = 7rt(y)Q. Nous designerons par i. Ie plongement 7<<A>9-1 -^K<A>q qui ajoute une
premiere composante nulle, i.e. TTI^V)) = O^k+iW)) = ^(V), pour fc = l,..., g - 1. On
a done TTOt= id et 10 ̂ V) = V si ̂ (V) = 0. Ces applications sont toutes J<<A>-lineaires.
Solent N un ensemble d'indices et {Vn}neN une famille de vecteurs. Nous dirons qu'une famllle
de q sous-ensembles Ei,..., Ey est une partition en q blocs de la famille {Vn}neN sr. Vi G N, 3k
unique tel que i   Ek; i.e. ̂  n £fe, = 0 (^i / ^2) et U^^fc = N. Prenons 7V={n :n > 1} et
soit {Qn}n>i une famille de poJynomes presque tous nuls. Alors les vecteurs VnQn sont presque
tons nuls et on peut former la somme En>i VnQn- pal~ la sulte» nous abregerons 1'expression
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'partition en q bJocs' a partition. Notez que certains blocs de la partition peuvent etre vides.
Etant donne une famille de vecteurs {Vn}n>i il exlste une unique partition Ei,... Ey telle que
i   Ek implique: 7Tj(^) = 0 pour j = l,..., fc - 1 et ̂ (V, ) 7^ 0. Cette partition sera appelee la
partition associee a la famille {Vn}n>^.

Remarques 5. 1 Soit {Vn}n>i une famille de vecteurs de K<A>q et E^..., Eq sa partition
associee.

(i) Alors E'f, = Ek+i (fc = 1,... , 5 - 1), est la partition associee a la famille {^(Vn^n^i^Er
(il) La partition jEi,. .. , -Bg-i est la partition associee a la famille {7r(Vn)}n^i, n^£;,.
(iii) La famille {t(Vn)}n>i, a pour partition associee E[ == 0, ̂  = Ek-i (fc = 2,... , g+ 1). <>

Salt {K}n>i line famille de vecteurs et Ei, ..., Eq la partition qui lui est associee. Nous dlrons
que cette famille est ̂ -independante a droite sl chacune des families de polynomes {7Tk(Vi)}ieEi,-
est <-independante a droite. Par la suite, nous abregerons 1'expresslon l<-independante a droite
simplement par independante.

Remarques 5. 2 Soit {Vn}n>i une famille independante de vecteurs de K<A>q.

(i) Alors on constate facilement, a 1'aide des Rem. 5. 1 que les families {TT(Vn')}n>i, nfEn
{7T(K)}n>i,n^, et {t(yn )}n>i sont independantes.

(ii) Soit {Un}n>i est une fami'lle independante de K<A>y+l, tels que rci(Un') ^ 0 pour tout
n > 1. Alors on verifie que la famille {?7n}n>i U {^(^n)}n>ii est independante. Q

Proposition 5.3 Soit {Vn}n>i une famille independante de vecteurs. Alors elle est K<A>-
lineairement independante.

Demonstration. On precede par recurrence sur q. On a vu a la Rem. 3. 3 qu'une famille in-

dependante de polynomes est une famllle J<<A>-lineairement independante de J<<A>. Par
consequent, Ie resultat est vrai pour q = 1. On suppose done q > 2.

Imaginons qu'au contraire les vecteurs Vn ne soient pas 7<<A>-lineairement independants. II ex-
iste alors des polynomes {Qn}n>i presque tous nuls (mais non tous nuls) tels que: En>i VnQn =
0. On deduit de la relation precedente, par application de TT, la relation: En>i 7r(^n)<9n = 0-
Soit jE'i,... , ^g la partition associee a la famille de vecteurs {yn }n^i. Les vecteurs de J<<A>9-1,

{7r(^n)}n>i, n^£;ii sont independauts, en vertu de la Rem. 5. 2. Par recurrence, lls sont aussi
J<'<A>-lineairement independants. Par consequent, les polynomes {Qn}n>i, neEi ne peuvent
etre tous nuls. Mais alors on obtient, par application de TTi, une relation de dependance
J<<A>-lineaire en premiere composante: 7Ti(^;n>i KiOn) = SneEi 7i'i(1Ki )(3n =: 0- On con-

tredit la 1'independance des polynomes {7ri(Vn)}n>i^gjc;,. La famille {Vn}n^i est done K<A>-
lineairement independante. 0
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On peut definir des reecritures elementaires de systemes de vecteurs, analogues a celles decrltes
au paragraphe 3. Soient Vi,... , Vn une famllle de vecteurs. On definlt trois types de reecritures
elementaires t->'1:

(R, I) siv;-=o: Vi,..., yn -^yi,..., v;--i, "«-+i,..., K,

(Rg2) poura J<, a^O : Vi,... , V^-^ Vi,... , V;-i, aV;-, y,+i,... ,K

(R, 3) s'il existe k {1 <k ̂ q, i^ j, et ̂ ^(^w)) = r{^k{Vj))w ^ r(7Tfc(V;-)) :

Vi,..., Vn-^^,..., v. -i, v;/, v;-+i,..., K, ouy/=^. -y, w.

Remarques 5.4 (i) Les Rem. 3. 1 que nous avons faltes dans lecas g = 1 s'appliquent aussi au
cas g > 2 (en remplagant pofynome par vecteur).
(ii) Les regles (Rqi) et (Rg-i^) sont liees (les regles (Rii) ne sont autres que celles introduites
au paragraphe 3). En efFet, soient Vz,... Vn des vecteurs de J<<A>9-1. Alors on peut, de
fagon equivalente, soit appliquer une regle (R^-ii) a ce systeme, soit plonger les vecteurs dans
7<<A>5: i{Vi),... t(Vn), appliquer la r^gle correspondante (Rgi), et revenir a 7<'<A>9~1 h 1'aide
de TT, puisqu'on Q. 'K o t =id. ^

On obtient evidemment un analogue du Lemme 3. 2.

Lemme 5.5 Soient U^,..., Un etVi,..., Vm. deux families de vecteurs de K<A>q. Si la famille
Vi,..., Vm pent etre obtenue de la famille Ui,..., Un par une suite de reecritures elemcntaires
alors dies cngendrent Ie meme sous-module de K<A>q. 0

Theoreme 5. 6 Soit M. un sous-module de J<<A>9 engendre par les vecteurs Vi,..., Vn. II

est possible de calculer une base independante de M en effectuant une suite de r^critures
elementaires sur la famille V^,... , Vn.

Demonstration. Soit £'i,..., £'g la partition associee aux generateurs de M. On procede par
recurrence sur g, Ie cas g = 1 ayant ete traite au Th. 3.4.

Par recurrence, il est possible de calculer, a 1'alde de reecritures (Rii), une base independante
du sous-module engendre par les polynomes {7ri(T<-)}, g£;i (Th. 3. 4). Ces regles de reecritures
peuvent etre slmulees sur les vecteurs {^-}, 6Bi» en appliquant les regles de reecritures (Rgi)
correspondantes. Ces reecritures donnent lieu a une famille independante de vecteurs {^/}, e£;,
(E[ C £!i), tels que 7Ti(^) 7^ 0, et a d'autres vecteurs {ir7j-}j6J5;i\^ tels que 7Ti(?7j) = 0. Solent
Mi Ie sous-module de M de base {V/}^E[ et A^2 Ie sous-module de M. engendre par la famille
de vecteurs {Uj}j^Ei\E[ U {V;}<^£;r Chacun des vecteurs V de cette famille satisfait 7Ti(V) = 0
et par consequent, on a:

t 0 7T(M2) = ^2. (3)
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De plus, Mi et M^ sont complementaires: M. = Mi © M. i. Par recurrence, on peut calculer
une base independante {U^}jeE' du sous-module ^(^2) engendre par la famille de vecteurs
{'^(Uj)}j^Ei\E', U {7I'(^')}«^i5 a 1'aide de reecritures elementaires (Rg_i?).

Par application de i on obtient une base independante de M.^ V'j = i'{U'j} (. j   E'), en vertu
de (3) et de la Rem. 5.2 (i). De plus, cette base de ^A peut etre calculee par une suite de
reecritures elementaires (RgQ, en vertu de la Rem. 5.4 (ii). La reimion des bases independantes
des sous-modules M. i et M^ nous donne une base de M. Cette base est independante, en vertu
de la Rem. 5. 2 (ii). 0

Soit {Vn}n>i une famille de vecteurs independants de K<A>q, de partition associee £'1, ..., Eg.
II correspond a cette famille q codes prefixes Xi,..., Xy, Ie code Xk etant Ie code associe k la
famille de polynomes {^k(Yi)}ieEk- Nous dlrons que les codes prefixes Xk sont les codes prefixes
associes a la famille {yn }n>i (voir Th. 2. 8). Un raisonnement similaire a celul fait dans la

demonstration du Th. 5. 6, utilisant Ie calcul des bases standard des ideaux (Th. 4. 7), montre Ie
corollaire suivant.

Corollaire 5.7 Soit Vi,..., Vn une famille de vecteurs independants, E^,..., Eg sa partition
associee et X-i,..., Xy ses codes prefixes associes. II est possible, a I'aide de reecritures ele-
mentaires, de calculer uno base independante V/,... , V^ telle que {^(V.Oie^ soit une famille
standard de polynomes, pour fc = l,..., g. De plus, la partition associee et les codes associ^s d
cette famille sont respectivement Ei, ..., Eg et Xi,..., Xk. ^

Comme dans Ie cas g = 1, bien que les bases independantes d'un sous-module aient toutes
les memes codes prefixes associes (Cor. 5. 7), 11 n'y a pas unlcite de la base. On ne gagne pas
1'unicite en exigeant que chacune des families de polynomes associecs a chacun des blocs de la
partition soit standard. II faut demander un peu plus. Solt {Vn}n^i une famille de vecteurs
independants de partition associee E^,. .., Ey et de codes prefixes associes Xi,... ,X,. On dira
que cette famille est standard si de plus, pour tout k =1,.. ., q:

(i) la famille de polynomes {vk(Vi)}ieEi, est une base standard de 1'ideal qu'elle engendre,

(ii) si i ^. Eket j > k alors la condition suivante est satisfaite: pour tout w 6 A*, siw   7Tj(^)
alors w   A* - XjA*.

Remarque 5.8 Soit {Vn}n>i une famille standard de vecteurs de K<A>q. Alors on verifie
(comme a la Rem. 5.2 (i)) que les families de vecteurs {^{Vn')}n^, n^En {^{Vn)}n>-i, n^Ey et
{t(^n)}">i son^ standard. ^

Theoreme 5.9 Soil M un sous-module de K<A>g. S'il existe une base standard de M alors

elle est unique.
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Demonstration. On precede par recurrence sur q. Le theoreme a deja ete montre pour q = 1
(Th. 4. 6). Supposons qu'il existe deux bases standard de M, ̂  = {Vn}n>^i et ̂  = {V^}n^i
avec partition associee et codes prefixes assocles respectifs E-i,... ,Eq, Xi,... ,Xq, et E[,. .., Eg,
X[,..., X',. Les families {^{Vn)}n>^E, et {7T(K)}n>i.n^, sont deux bases du meme sous-
module de K<A>q~1. De plus, selon la Rem. 5. 8 elles sont toutes deux standard. Par r^currence,
elles sent egales. On peut done supposer pour la suite, que Ek = E'^Xk = X',, {k = 1,... ,q-l)
et7r(y, )=7T(^)(n^l, n^^).

Nous montrons maintenant que les sous-familles {Vnjnec, et {V^^E, sont egales. Les ideaux
I et I' respectivement engendres par les families de polynomes {TTq{Vn)}neE, et {7Tg(Vn/)}" £<
sont egaux. En efFet, soit {QnJngE, une famille de polynomes presque tous nuls. Alors, puisque
T et F' sont toutes deux des bases de M., il existe une famille {Q'^\n>\ de polynomes presque
tous nuls tels que Eng£, KQn = En>l KQn- On en tlre' Par application de TT, la relation
0 = En(?Ei 7r(K/)<9/n' d'ou Q'n = ° Pour tout " ^ "E;9- par conse(luent' Sngf;, K<9n = En6^; yn (3n-

Par application de TT, on obtient E^s, ̂ (^")<9" = SneB, 7T, (K)(5^ ce 1ui montrc (lue les
deux families de polynomes {^W}neE, et {^(K)}^^ engendrent Ie meme ideal (pulsque Ie
raisonnement est symetrique en 7 et T'}\ on a done J == V. Par hypothese, ces families sont
toutes deux des bases standard de 1'ideal qu'elles engendrent. Par recurrence, elles sont ̂ gales.
On peut done supposer que E, = E',, X, = X', et -jr^Vn) = ^(V;) (n   £, ), d'ou ̂  = K pour
n^Ey.

II reste a montrer que ̂ (V. ) = ^(V;. ') pour i i Eg. Solt i> l, i ^ E,. Alors, comme f
et T' sont toutes deirx des bases de A^, il existe des polynomes {Q'^n>\ presque tous nuls,
tels que V, = En>i V^Q'n. A 1'aide de TT on trouve 7r(V;-) = En^^(Vn')<9n. On a montre plus
haut que ̂ (Vn) = TT(^) (n > l, n ^ ̂ g) et que la famille {^(. Vn~)}n^ est la base standard du
sous-module qu'elle engendre. Par consequent, onaQ^ = Osin ^E; et n ^ i, et Q', = 1.
La relation initiale est done V, = V/ + ̂ n^V^Q'n- Done, par application de TT, on trouve

(Vi) = 7Tg(^/)+Ene£i 7I"g(yn/)0'n- on fait passer cette demiere egalite au quotient en appliquant

la projection y? : J«A>-^J«A>/J, pour obtenir TT, (^. ) = ^(V/*) mod J (car J = I/ est engen-
dre par les polynomes {^(K')}n6£;, ). On en conclut que TT^V. ) = 7T, (V,./) pulsque ces polynomes
sont des somme de mots de A* - X, A* et que cette famille de mots est independante mod I
(Lemme 4.3). °
Pour montrer 1'exlstence de la base standard d'un sous-module, on peut faire un raisonnement
analogue en tout point a celui fait au paragraphe 4. On ordonne lexicographiquement 1'ensemble
des vecteurs de mots. Nous admettons les vecteurs W dont certaines composantes sont nulles; on
a done W e (A* U {O})9. Nous posons 0 < w, pour tout w   A*. Ainsi, on a W < W s'il existe
un indice k tel que pour j = 1,... ,fc-l, 7T, (W) = TT, (TV//) et ̂ (W') < TT^W"). En particuller,
W < W" s\i> j et W C {0}t x W-\W"   {0}j x (A*)9-J. Etant donne un sous-module
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M de K<A>q, on definit ime suite croissante de vecteurs de mots U^   {0}k~1 x (A*)9-A;
(k = 1,... , g), qui donne lieu a des elements de A/l dont on peut montrer qu'ils forinent une

base standard de M.. On obtient des analogues, pour les sous-modules de K<A>q, des Th. 4. 7,
Cor. 4.8 et Cor. 4.9, dont nous donnons les enonces.

Theoreine 5. 10 Soit Vi,... , Vn une famille independante de partition assoc^ee £'1,... , Eq et de
codes prefixes associes X^,... , Xg. II est possible de calculer, a I'aide d'une suite de reecritures

elementaires, la base standard du sous-module M. =< Vi,... , Vn >. De plus, la partition associee
et les codes prefixes associe a la base standard de M sont E^,..., Eg et X\,..., Xg. 0

Corollaire 5. 11 II est possible de tester si deux ensembles finis de vecteurs engendrent Ie meme
sous-module de K<A>q. 0

CoroIIaire 5. 12 Soient V un vecteur et M. un sous-module finiment engendre de K<A>q. II

est possible de calculer I'image de V, dans Ie quotient K<A>q fM. En particulier, il est possible
de tester siV^M..
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