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1 Introduction.

On sait depuis P.M. Cohn [3] que tout idéal & droite de K<A> est libre (comme K<A>-
module A droite). Berstel et Reutenauer en ont donné une nouvelle preuve qui utilise les codes
préfixes ([1, Chap. II, Th. 3.2]). La présence des codes préfixes dans ce contexte est liée aux
résultats de Schiitzenberger [7] concernant les représentations minimales des séries rationelles
(en variables non-commutatives) en rapport avec les récurrences linéaires que satisfont ces séries.
Nous présentons des bases pour les sous-K<A>-modules 3 droite de K<A>?, que nous appelons
bases standard (voir paragraphes 4, 5). Dans le cas o ¢ = 1, ces sous-modules (sous-K<A>-
modules & droite) sont des idéaux & droite de K<A> et la construction des bases standard est
tres proche de la construction de Schreier d’une base d’un sous-groupe du groupe libre (voir
[4,5]).

Dans le but de donner une construction effective de la base standard d’un sous-module, on
munit I’ensemble des mots du monoide libre A* d’un ordre <, satisfaisant certaines conditions
de compatibilité (voir paragraphe 2). Cet ordre est un analogue non commutatif de celui imposé
sur 'ensemble des mondmes de K[z,...,2z,) pour le calcul des bases de Grébner (ou bases
standard) des idéaux de cet anneau (voir Rem. 2.1). Les algorithmes que nous donnons, qui
permettent le calcul de la base standard d’un sous-module, sont analogues & ceux déja existant
dans le cas des bases de Grobner de K[zy, ..., zx] (voir [2]). Les calculs effectués sur les systemes
de générateurs se font tous & ’aide de réécritures élémentaires. Ces réécritures élémentaires sont
inspirées des transformations de Nielsen (voir [4,5]) utilisées pour le calcul d’une base réduite

d’un sous-groupe de type fini du groupe libre.

Une des principales applications de nos résultats est de rendre effectif le travail avec les sous-
modules M de K<A>? et les quotients K<A>?/M. L’ordre < étant fixé, on montre Vunicité de
la base standard d’un sous-module (Th. 4.6, Th. 5.9). L’algorithme de calcul de la base standard
d’un sous-module de type fini permet de tester si deux sous-modules de type fini sont égaux
(Cor. 4.8, Cor. 5.11). On est aussi en mesure de tester si un élément de I{<A>7 appartient a un
sous-module M et on peut résoudre le “probléme des mots” dans le quotient K<A>* /M (Cor.
4.9, Cor. 5.12).

Dans [6], Mora construit des bases de Grobner des idéaux bilatéres de K<A>. Notre approche
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est sensiblement différente et nous livre des résultats d’une autre nature. D’une part, nous
considérons les idéaux a droite de K<A>. D’autre part, nous nous inspirons de Cohn [3]
pour introduire la notion de <-dépendance & droite d’une famille de polynémes; ce faisant,
nous obtenons une version adaptée & notre contexte de 1’Algorithme faible de Cohn. Nous
développons d’abord, aux paragraphes 2, 3 et 4, la théorie pour les idéaux (le cas ¢ = 1); nous

généralisons ensuite aux dimensions supérieures (¢ > 1) (paragraphe 5).

2 Recteurs des polynémes et <-Dépendance.

Dans tout ce qui suit, A désigne un ensemble qu’on appelle alphabet, dont les éléments sont
appelés des lettres. Les éléments du monoide libre sur A, A*, seront appelés des mots. Une
partie X de mots non vides est un code préfixe si aucun mot de X n’est facteur gauche d’un
autre mot de X. Par exemple, {abc, ac, b} et {a™b : n > 0} sont des codes préfixes. Dans toute la
suite, K désignera un corps. On note K<A> la K-algtbre associative libre sur A. C’est ’algébre
des polynémes non commutatifs sur A. C’est aussi le K-module libre sur A*; les polynémes
de K<A> sont des combinaisons linéaires de mots de A* & coefficients dans K. On désigne le
coefficient d’un mot w dans un polynéme P par (P,w). On écrira abusivement w € P lorsque
(P,w) # 0. On peut donc définir I’addition et la multiplication de deux polynémes P et Q par
les égalités:
(P +Q,w) = (P,w) +(Q, ),

(PQ, W) = > (P,u)(Q,v).

uEPWEQ  uv=w
Notez que les mots de A* peuvent étre considérés comme des polynémes de K<A>.

On se donne un bon ordre < sur 'ensemble des mots. On suppose que cet ordre est compatible

avec la multiplication a droite et qu’il est préfixiel, c’est-a-dire qu'’il satisfait:
Pour tous mots u,v,w € A*,u < v implique uw < vw, (1)

Si u,v,w € A%, v est non vide et w = uv alors u < w. (2

De la deuxiéme condition on déduit que 1 < w pour tout w € A*.

Remarque 2.1 Soit Z = {2,...,2,} un ensemble d’indéterminées qui commutent deux & deux;
désignons par K[Z] I’anneau de polynémes commutatifs sur Z & coefficient dans K. Dans la
théorie des Bases de Grobner (ou Bases standard) des idéaux de K|[Z] (voir [2]), dans le but de
formuler des algorithmes qui calculent les bases standard des idéaux, on impose un bon ordre
< sur I’ensemble des monémes 2{*...22" de K[Z]. Ce bon ordre doit é&tre compatible avec
la multiplication et doit satisfaire: 1 < 27*...22", ol 1 est ’élément unité de ’anneau et ou

zi'...z;" est un mondme quelconque de K[Z]. On voit donc que les conditions (1) et (2) nous
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donne un analogue non commutatif des conditions imposées sur I’ensemble des mondmes dans

le cas commutatif. <O

Exemple 2.2 L’ordre du dictionnaire des mots croisés est un ordre qui satisfait nos conditions.
Cet ordre est construit en ordonnant d’abord les mots par longueur, puis lexicographiquement
sur chacune des longueurs. Plus précisément, u < v si et seulement si soit |u| < [v], soit |u| = |v]

et 4 <yez V. O

Soit P € I{<A>; le recteur ! de P est le mot le plus grand qui y apparait: r(P) = max{w : w €
P}. On posera r(0) < r(P),VP € K<A>. Nous dirons d'un polynéme qu’il est unitaire si le
cocfficient de son recteur est égal 3 1. En d’autres mots, un polynéme P est unitaire il s’éerit

sous la forme: P =u+ Y ¢, (P,v)v .

Lemme 2.3 Soient P,Q,P,,Q, € K<A> (n=1,...,N).
(i) Pour tout w € A*, on a r(Pw) = r(P)w,

(i) r(PQ) = max{r(Pw) : w € Q},

(443) r(Tn—y PaQn) < maxn=1,.,n 7(PrQn)-

Démonstration. (i) Soit w’ € Pw. Alors w' = uw pour un certain u € P. Comme u < r(P), la
condition (1) entraine uw < r(P)w, d’ou l'assertion.

(i) Il est clair, selon le point (i) de la démonstration, que si le mot max{r(Pw) : w € Q} a
un coefficient non nul dans PQ, alors c’est le recteur de PQ. Soient u = r(P) et w; € A* tels
que uw; = max{r(Pw) : w € @}. Il nous faut montrer que (PQ,uw;) # 0. Supposons qu’au
contraire on ait (PQ,uw;) = 0. Alors c’est qu'il existe des mots v € P,w; € Q tels que u %
et wy # wo, et tels que uw; = vw;. Comme u = r(P), on a u > v, de sorte que la condition (1)
entraine uw, > vw, = uw;, ce qui contredit la maximalité de uw;. On a donc (PQ,uw;) # 0 et
par conséquent r(PQ) = uw; = max{r(Pw) : w € Q}.

(ii1) 11 suffit de voir que siw € ZnN=1 P.Q, alors w < max,—1,..N "(PrnQyr). Maissiu € Pp,v € Qx
alors, en vertu du point (ii) on a uv < r(P,Q@,); comme r(P,Q,) < max,=1,.,N r( Prulln)s 1o

résultat est montré. O

Corollaire 2.4 Soient P et Q des polynémes unitaires de recteurs respectifs u et v. S’il eziste

w € A* tel que u = vw, alors r(P — Qw) < r(P).

Démonstration. On a, selon le Lemme 2.3 (i), u = vw = r(Qw). Comme ce mot apparait dans

Qw avec coefficient 1, l'inégalité r(P — Qw) < r(P) est vérifiée. O
&

1En grammaire frangaise, le mot qui tient le réle central dans un groupe de mots s’appelle le recteur de ce

groupe de mots. Par exemple, dans ‘Le célébre algorithme faible de Cohn’, le recteur est ‘algorithme’.
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Soient maintenant N un ensemble d’indices et {Qy}nen, une famille de polynémes de K<A>.
Nous ne considérerons que les cas oit N est ’ensemble des entiers non nuls ou N = {1,...,n}.
Dans les deux cas nous noterons les familles par {Qn}.>1 en précisant de quel cas il s’agit
lorsque cela s’avere nécessaire; les familles finies seront parfois notées simplement Q1,...,Qhn.
On dira que les polynémes @, sont presque tous nuls si 'ensemble {n : @, # 0} est fini;
c’est toujours le cas lorsque la famille est finie. Soient {P,}.>1 et {Qn}n>1 deux familles de
polyndmes et supposons que les polynomes @, sont presque tous nuls. Alors les polynomes

P,Qn sont presque tous nuls et la somme }°,5; P,Q, est définie.

Remarque 2.5 Le résultat (iii) du Lemme 2.3 reste vrai si on multiplie une famille {P,},>; et

une famille de polynémes presque tous nuls {Qn}n>1,1.€.: 7(Tn>1 Po@n) < max,>; r(PrQn)-<

Nous nous inspirons de Cohn [3] pour introduire la notion de <-dépendance a droite dans
'algébre K<A>. On dira qu’une famille de polynémes {P,},>1 est <-dépendante a droite si
soit I'un des P, est nul, soit il existe une famille de polynémes {Q,}.>1 presque tous nuls tels

que 7'(an1 Pi@Qn) < maxysi r(Pu@n)

On dira qu’un polynéme P est <-dépendant a droite de la famille {P,}n>1 s’il existe une
famille de polynémes {Qn}n>1 presque tous nuls tels que (P — X,5; Pa@Qrn) < r(P), et tels
que r(P,Q,) < r(P), pour tout n.

Il s’agit 1a d’une notion beaucoup plus restrictive que celle que Cohn a introduite. A preuve, le
Corollaire 2.9, qui dit qu’une relation de <-dépendance & droite d’une famille de polynémes a
toriours lieu entre deux polynémes de la famille. Dans le cas de la dépendance au sens de Cohn,
une relation de dépendance entre des polynémes Py, ..., P,, ordonnés selon le degré, implique
seulement que I'un des P; est dépendant de ses prédécesseurs (cf. [1, Chap. VII, Th. 1.1]). Par

la suite, nous abrégerons ’expression ‘<-dépendant a droite’ par ‘dépendant’.

Remarques 2.6 (i) Si une sous-famille de la famille {P,},>, est dépendante alors la famille
{Pn}n>1 est dépendante.

(i) Si un polynéme P est dépendant d’une famille de polynémes {P,},>; alors la famille {P}U
{Pn}n>1 est dépendante. '

(iii) Si un polynéme P est dépendant d’une sous-famille de la famille {P,},>; alors la famille

{P} U {P,}n>1 est aussi dépendante. O

Remarque 2.7 Utilisant le (iii) du Lemme 2.3 on voit qu’une famille {P, },>; est indépendante
a droite si quelle que soit la famille de polynémes {Q,}.>1 presque tous nuls on a:
T(Z P,Q,) = max r-(PnQn).
e n>1
Et dans ce cas, selon les résultats du méme lemme, il existe des mots u; € P;,v; € Q; tels que

r(EnZl PnQn) = Uv;. <&
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Théoréme 2.8 Soit {P,}n>1 une famille de polynomes non nuls et soit u, = r(Py). La famille

{Pn}n>1 est indépendante si et seulement s1 les u, sont distincts deuz d deuz et forment un code

préfize.

Démonstration. On peut supposer P, unitaire, pour tout n. Supposons d’abord que les mots u,
ne soient pas distincts deux & deux ou ne forment pas un code préfixe. Alors il existe 7 # j et un
mot w € A* tels que u; = ujw. Selon le Lemme 2.4 on a r(P;) = r(P;w) et r(P; — Pjw) < r(F),
c’est-a-dire que P; est dépendant de P;. En vertu de la Rem. 2.6 (iii), cela implique que la

famille {P,}»>; est dépendante.

Supposons maintenant que les mots u, sont distincts deux a deux et forment un code préfixe.
Soit {@.}n>1 une famille de polynémes presque tous nuls. Selon le Lemme 2.3 (ii), pour tout 2
tel que Q; # 0, il existe un mot v; tel que r(P:Q;) = r(P;)v;. Soient u; = r(Py) et vx € Q) tels
que uxvx = max,>; r(PnQn). Ce mot est bien défini puisque les polynomes P,(Q,, sont presque
tous nuls. Montrons que uyv apparait dans 3-,5; P,Qn. Sinon, c’est qu’il existe un indice j et
des mots u' € P;,v' = Q; tels que uzvx = u'v’, et:

(1) soit j = k,u’ € Py et u' < uy,

(ii) soit j # k,u’ € Pj et u’ < uj.

Observons d’abord que dans le cas (ii), on ne peut avoir v’ = u; puisqu’alors uyv = u;v’ et
que les u; sont distincts deux 3 deux et forment un code préfixe. On a donc dans tous les cas,
u; > u'. Mais alors, en utilisant la condition (1), on trouve que: ujv’ > u'v' = ugvy, ce qui

contredit la maximalité de ujvg.

Comme le mot uyvy apparait dans Y°,51 P»Qx, on a, selon la Rem. 2.7, que T(Cn>1 PaQn) = urvi;
c’est-a-dire r(X,>1 P,Q,) = maxp>1 r(PnQr). La famille {Qx}n>1 étant arbitraire, on en conclut

que la famille {P,}n>1 est indépendante. <o

La démonstration du Th. 2.8 montre aussi le corollaire suivant.

Corollaire 2.9 Si la famille {P,}n>1 est dépendante alors il existe des indices 1 # j tels que P;
est dépendant de P;. - . L

Soient { P, }»>1 une famille indépendante de polynémes. Nous dirons que le code préfixe {us }n>1,

ol u, = r(P,), est le code préfixe associé & la famille {Pp}.>1.

Remarque 2.10 Dans [6], Mora suit de trés pres les concepts et définitions utilisés dans le cas
commutatif. L’ordre qu’il utilise sur ies mots de A* differe du nétre. Il annonce que ses résultats
restent vrais pour les idéaux & droite. Il mentionne aussi que si les générateurs d’un idéal ont

tous des recteurs distincts qui forment un code préfixe alors ces générateurs forment une base

de Grobner de l'idéal. &
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3 Idéaux a droite dans K<A4>.

Soit {P,}n>1 une famille de polynémes; on désigne par I =< {Po}np1 > 0oul=<P,...,P, >
si la famille est finie, 1’idéal & droite de K<A> engendré par la famille {Pn}n>1. Les polynoémes
qui sont dans I sont tous de la forme 2on>1 Pn@y ol les Q, sont des polyndmes arbitraires de
K<A>, presque tous nuls. On dit aussi que la famille {Pp}n>1 forme un systéme de générateurs
pour l'idéal I. Dans le cas ol il existe une famille finie qui engendre I on dit qu’il est de type

fini. On désignera par ¢ : K <A>— K <A> /I le morphisme de K-module canonique.

Soit P, ..., P, un systéme de générateurs d’un idéal 3 droite. On définit trois types de réécritures

élémentaires ‘—’ d’un tel systéme :

(R1) siP,=0: P,...,P,— P,...,Pi_y,Piyq,...,P,
(R2) poura € K,a #0: P,...,P, - P,,...,P,_y,aP; P,,...,P,
(R3) sii#jet r(Pjw)=r(Pj)w<r(P):

PyeecyPo— Py,...,Piy,P/,Pipa,...,P, 04 P, = P, — Pjw.

Remarques 3.1 (i) Ces trois régles de réécritures élémentaires permettent de remplacer, dans
un systeme de générateurs, un polynéme P; par le polynéme P; — 2ot LiGss

(ii) Bien que les réécritures élémentaires puissent &tre formulées pour des systémes de générateurs
infinis, nous ne le ferons pas. Nous-utiliserons les régles de réécritures pour formuler des algo-

rithmes de calculs effectifs des bases des idéaux engendrés par des familles finies. &

Lemme 3.2 Soient Py,...,P, et Qy,...,Q, deuz familles de polyndmes. Si la seconde peut
étre obtenue de la premiére par une suite de réécritures élémentaires alors elles engendrent le

méme idéal: < Py,...,P, >=<Q4,...,Qmn >. O

Remarques 3.3 Tout idéal & droite peut étre considéré comme un sous- K <A>-module 3 droite
de K<A>. Il est connu depuis Cohn [3] qu’un tel sous-K <A>-module & droite est toujours libre.
Notez que si une famille de polynémes P,, ..., P, est indépendante alors elle est a fortiori K <A>-
linéairement indépendante. Ainsi, tout idéal & droite engendré par une famille indépendante est

librement engendré par elle, comme K<A>-module. <

Théoréme 3.4 Soit I un idéal de K<A> engendré par une famille de polynémes P,,...,P,.
Il est possible de calculer une base indépendante de I en effectuant une suite de réécritures

élémentaires sur la famille Py,. .., P,.
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Démonstration. Notre but est d’arriver & calculer, & 1’aide de réécritures élémentaires, une famille
Q1, ..., Qm dont les recteurs sont distincts deux & deux et forment un code préfixe. Cette famille
‘'sera alors indépendante, en vertu du Th. 2.8, et formera une base de I'idéal I. On peut toujours
faire en sorte que tous les polynémes de la famille P, ..., P, soient non nuls et unitaires, a l’aide
de réécritures du type (R1) et (R2). On suppose donc les P; non nuls et on pose u; = r(P;)
pour i =1,...,n. Soit M = M(P,...,P,) I'ensemble qui rassemble les u; qui possédent comme
préfixe 'un des u;. Plus précisément: M(P;,...,P,) = {w: 3t # j,Jv € A" tels que w = u; et
w = u;v}. Nous allons procéder par récurrence sur max(M). Dans le cas ol M est vide, c’est
que les recteurs des polyndémes P; sont distincts deux a deux et forment un code préfixe. Par
conséquent, en vertu du Th. 2.8, la famille est indépendante et selon la Rem. 3.3 elle forme une

base de I'idéal qu’elle engendre.

Supposons donc que ’ensemble M n’est pas vide. Soit w = max(M) et ¢y,.. ., les indices tels

que r(P,) = ... =r(P,) = w. Il faut distinguer deux cas.

Cas 1. Il existe un polynéme P; dont le recteur est un préfixe propre de w. Dans ce cas
j # i1,...,1 et il existe v € A*, non vide, tels que w = u;v. On applique séquentiellement

pour p = 1,...,k, les réécritures élémentaires du type (R3): P,

— P;, — Pju. On pose soit
Q, = P, — Pjvsi g€ {i1,...,ix} et @, = P, sinon. Selon le Lemme 2.4, on a Q) < w
pour tout ¢ € {41,...,ix}. Ecartons les @, qui sont nuls & I’aide de réécritures du type (R1)
et ajustons les indices des polynémes de fagon & ce que le nouveau systéme de générateurs soit
Q1,...,Qm, avec m < n. On a donc < Pi,..., P >=< Q1,...,Qm > et (M(Q1,...,Qn)) <

max(M(Py,...,P,)); on peut conclure par récurrence.

Cas 2. Aucun des polynémes n’a pour recteur un préfixe propre de w. Alors k > 2 et on applique
séquentiellement pour p = 2,...,k, les réécritures élémentaires du type (B8): P, = Py, — Py,
On pose Q, = P,— P, siq € {i2,...,%} et @, = P, sinon. Selon le Lemme 2.4, on a r(Qi,) <w
pour tout ¢ € {iz,...,ik}. Le polyndme Q;, est maintenant le seul qui a pour recteur w; aucun
autre polynéme n’a pour recteur un mot qui posséde w comme préfixe, en vertu de la définition
de w. On écarte encore une fois les Q, qui sont nuls & I'aide de réécritures du type (R1)
et on ajuste les indices des polynémes de fagon & ce que le nouveau systeme de générateurs

soit Qy,...,Qm, avec m < n. On a , encore une fois, < Pp,...,P, >=< Q1,...,Qm > et

max(M(Qy,...,Qm)) < max(M(Py,...,P,)); on peut conclure par récurrence. O

La démonstration du Th. 3.4 montre que lors du calcul d’une base indépendante d’un idéal

finiment engendré, le nombre de générateurs peut diminuer. On a donc le corollaire suivant.

Corollaire 3.5 (Théoréme du défaut pour les idéauz d droite de type fini.)
Si n polynémes sont K<A>-linéairement dépendants & droite, alors lidéal d droite qu’ils en-

gendrent est libre de tang < n — 1.
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4 Bases standard des idéaux a droite.

Soit maintenant un idéal & droite I, quelconque. Nous dirons qu’une famille de mots {wi}is1,
finie ou infinie, est linéairement indépendante mod I si leurs images {e(w;)}i>1 sont linéairement
indépendantes dans K < A> /I. De fagon équivalente, {w;};> est linéairement indépendante
mod I sil est impossible de trouver des scalaires a; € K, presque tous nuls (mais non tous nuls),

tels que 3-;5; oyw; € I

Désignons par [u,v] I'intervalle des mots compris entre u et v. Plus précisément, [u,v] = {w €

A* :u <w < v}. On définit une suite (finie ou infinie) de mots u,, comme suit:
u; = inf{w € A* : [1,w] est linéairement dépendant mod I},
et pour n > 2:
u, = inf{w € A" — {uy,..., up1}A* : [L,w] N (A" = {ug, ..., un_1}4%)

est linéairement dépendant mod I}.

Il se peut qu’a un certain moment, la famille {v},¢ A*—{uy,..,un_1 }4* SOit linéairement indépendante

mod I. Le mot u,, et les suivants, ne sont alors pas définis.
Lemme 4.1 La famille de mots {u,}n>1 est un code préfize qui satisfast u; < u; 811 < j.

Démonstration. Nous montrons par récurrence sur n, que les mots uy,...,u, forment un code

préfixe et que u; < ... < u,. Il n’y a rien & montrer pour n = 1.

Soit n > 1. Supposons que les mots uy, . .., u, forment un code préfixe satisfaisant u; < ... < uy.
Comme un4; € (A* — {uy,...,un}A*), aucun des mots uy,...,u, n’est préfixe de un,1; en
particulier, u, # un41. Nous allons montrer que u, < u,4;. On saura alors, en vertu de
(2) que u,4q n'est pas préfixe de uy,...,u,. Supposons qu’'au contraire u,y; < u,. On sait
alors, par (2), que [1,%p41] Nu,A* = 0. Par conséquent, [1,un41] N (A* — {uy,...,u,}A* =
(1, unta] N (A* — {uq,...,un_1}A*. Or, par définition de u,;;, le membre gauche de cette égalité
est linéairement dépendant mod I. Un coup d’oeil au membre droit nous permet de constater

que ’on contredit la minimalité du mot u,. On a donc u, < u,;; et le lemme est montré. <

Posons pour la suite X,, = {uy,...,un_1} et X = {,},>1. Par définition, pour chaque n il existe
une relation, qui définit un polynéme de I'idéal I: P, = up + ¥ <y, vear—x,a° (Pnyv)v € I. En
vertu du Lemme 4.1, les polynémes P, forment une famille indépendante. Par conséquent, selon

le Th. 2.8, ils forment une base de I'idéal qu’ils engendrent.

Lemme 4.2 Soit R € K<A>. Il existe une famille de polynémes {Qn}n>1 presque tous nuls,

et une famille de scalaires {a,},ca*—x,.4+ Presque tous nuls, tels que R puisse s’écrire sous la

forme: R= ZnZl PnQn + ZveA‘—XA‘ ayv.
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Démonstration. 11 suffit de montrer le lemme dans le cas o R est un mot w ¢ A* — XA*. On
a alors w = uxw’ et on procede par récurrence sur la longueur du mot w’. Le cas |w'| = 0 est
donné par la relation qui définit P;. Sinon, on a: usw’ = Psw’ + Yy <y, veas—x, 4+ (P, v)vw’. Les
mots vw’ qui apparaissent dans la somme de droite sont soit des mots de A* — X A*, soit ils sont

de la forme vw' = u;w"” avec |w”| < |w’| et alors on conclut par récurrence. &
Lemme 4.3 La famille de mots {v},ca+—xa+ est linéairement indépendante mod I.

Démonstration. Dans le cas ot X = {uy,...,u,} est fini, le résultat est évident: le mot u,4; n’est

pas défini précisément parce que la famille {v},e4+—x 4+ est linéairement indépendante mod I.

Il reste donc & considérer le cas ou X est infini. Supposons qu’au contraire il existe des scalaires
@y, presque tous nuls, tels que 3, a,v = 0 mod I. Soit: u; = inf{u, : u, > v pour tout v tel
que a, # 0}. Les mots v € ¥, a,v sont donc des mots de A* — X;A*, plus petits que u;, de sorte

que la relation ¥, @,v = 0 mod I contredit la minimalité de u;. &
Proposition 4.4 La famille de polynémes {P,}n>1 engendrent idéal I.

Démonstration. Soit R un polynéme de I. Selon le Lemme 4.2, il existe une famille de polynémes
{Qx}n>1 presque tous nuls, et une famille de scalaires {a, }vea+-x,4+ presque tous nuls, tels que
R=3,51 PaQn+Tvcar-xae a,v. Par conséquent, 0 = 9(R) = ¥peae—x 4+ p(v). On en déduit
que a, = 0 pour tout v, en vertu du Lemme 4.3. Donc, R = ¥,51 PaQ, et la famille {P,}n>;

engendrent l'idéal I. _ O
Corollaire 4.5 L’déal I est de type fini si et seulement si le code préfize X est fini.

Démonstration. La proposition montre que si ’ensemble X est fini alors I est finiment engendré.

Nous serons en mesure de montrer la réciproque plus loin (Th. 4.7). Cela découle aussi des

théorémes de Cohn [3]. O

Nous allons maintenant montrer que la famille {P,},>1 est unique.

Théoréme 4.6 Soit {P.},>1 une famille indépendante de polyndmes, de recteurs respectifs
{ul }n>1, satisfaisant u} < uj si i < j. Posons X; = {uy,...,up_1}, X' = {up}n>1 et sup-
posons que: P. = ul, + Lycur vear—x1a+ (Ppyv)v. Sila famille {P.},>1 engendre le méme idéal

I que la famille {Pp}n>1 alors P, = Py, pour tout n.

Démonstration. On procéde par récurrence sur k pour montrer que u; = uj et que P, = P;.
k k k

Le polynéme P! nous donne une relation linéaire (mod I) dans lintervalle de mots [1,u]].

On doit donc avoir u; < u} en vertu de la définition de u;. Comme {P,},>; engendre I, il
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existe des polynémes @), presque tous nuls, tels que P, = Yn>1 PrQ;,. Selon la remarque 2.7,
r(Cn>1 Pn@;,) = ulv} pour un certain ¢ et un certain v! € Q!. On a donc u; = r(P;) = ulv!. On
en tire u{ < u;. Par suite, on a u; < ) < u! < uy; donc u; = uj. On peut en conclure que

P} = P, puisque la famille de mots [1,u;] — {u;} est linéairement indépendante mod I.

Supposons qu’on ait montré que uy = uj,...,up—1 =u}_, et que P, = P!,...,Pr_; = P/_,. On
adonc X;_; = X;_; et le méme argument que dans le cas k¥ = 1 montre qu’on doit avoir u; < u).
k-1 q q k

Comme Py € I il existe des polynémes @', presque tous nuls, tels que P, = Yor>1 PrQr. Mais
alors ug = r(P;) = r(T,>1 PoQ%). Selon la remarque 2.7, r(Tn>1 Pr@,) = ujv} pour un certain
¢ et un certain v; € Q. On a donc ux = u/v} et on en tire u! < u; < u}. Maintenant, soit : = k
et alors u; = uj; soit 7 < k de sorte que, par récurrence, u} = u;. Mais alors c’est que u; = u;v!
k) q » P y Yg 1 q 1Ye

ce qui contredit le fait que {un}nZI est un code préfixe. On doit donc avoir u; = uj.

Cela entraine X = X; et par conséquent, les mots v < u}, qui apparaissent dans P} sont des
mots de A*— X A*. Donc Pj, = P puisque les mots de A*— X} A* sont linéairement indépendants
mod I. &

La base {P,}n>; de I'idéal I sera appelé la base standard de I. On dira aussi qu'une famille
est standard si elle est la base standard de 1'idéal qu’elle engendre. Un raisonnement similaire

a celui fait & la démonstration du Th. 3.4 nous donne le résultat suivant.

Théoréme 4.7 Soit Py,...,P, une famille indépendante. Il est possible de calculer, & laide
d’une suite de réécritures élémentaires, la base standard de lidéal I =< P, ..., P, >. De plus,
le code préfize associé d la base standard de I est égal au code préfize associé & P,...,P,. <

Le Th. 4.6 et le Th. 4.7 s’unissent pour nous donner le corollaire suivant.

Corollaire 4.8 I est possible de tester si deuz ensembles finis de polynémes engendrent le

méme idéal. O

Corollaire 4.9 Soient Q et Py,...,P, € K<A> tels que P,,..., P, est la base standard de
Vidéal I qu’ils engendrent. Il est possible de calculer I'image de Q, dans le quotient K<A>/I.
En particulier, il est possible de tester si Q € < P,,...,P, >.

Démonstration. On suppose P; unitaire, pour tout i. On pose, comme plus haut, u; = r(P,) et
X = {w1,...,us}. ¢ désigne le morphisme canonique K<A>— K<A>/I. On procéde par

récurrence sur le recteur de Q.

Cas 1. SiQ =0, alors p(Q)=0et Q € I.
Sinon, soit w = r(Q).

Cas 2. Siw € (A" — X A%), on a: ¢(Q) = (Q,w)w + ¢(Q — (Q, w)w). Par récurrence, on peut
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calculer I'image de Q — (Q,w)w et terminer le calcul de I'image de Q.
Cas 3. Siw € XA il existe u; € X et v € A* tel que r(Q — (Q,w)Pw) < r(Q), d’apres

le Lemme 2.4. Comme: ¢(Q — (Q,w)Pw) = ¢(Q) — ¢((Q,w)(P;,u) ' Pv)) = ¢(Q), on peut
calculer I'image de Q — (Q, w)P;v et terminer le calcul.

L’algorithme décrit ci-dessus fait bien le travail souhaité, puisque les mots de A* — X A* sont
linéairement indépendants mod I, selon le Lemme 4.3. Si & aucun moment lors du calcul de

'image, on ne visite le Cas 2 on sait alors que @ € I. O

5 K<A>-modules a droite et <-dépendance a droite.

Nous considérons maintenant le K<A>-module & droite K<A>7, ol ¢ est un entier positif,
q > 1. Les éléments de K<A>? sont des vecteurs colonnes V formés de g polynomes de K<A>:

P

vl :

P,
Pour cette raison, nous appellerons les éléments de K<A>? des vecteurs de polynémes, ou
simplement des vecteurs. Nous allons nous intéresser aux sous-K <A>-modules a droite de
K<A>?. Par la suite, nous abrégerons ’expression ‘sous-K<A>-module & droite’ simplement
par sous-module. Dans le cas ol ¢ = 1, un sous-module de K <A>1 n’est rien d’autre qu’un idéal
3 droite de KX<A>. Nous serons donc en mesure d’utiliser une récurrence sur ¢ afin d’étendre

les résultats des paragraphes précédents.

Nous désignons par 7;, pour % =1,...,q, la projection canonique des vecteurs sur leur fems
composante, i.e. m; : K<A>'—>K<A>,m(V) = P;. Nous introduisons aussi les projections
m (resp. 7) : K<A>? »K<A>%"! qui oublient la premiere (resp. derniére) composante des

vecteurs:

P, Py
a(V)=1: [|,®(V)= :
P, P,
La multiplication & droite d’un vecteur V par un polynéme @ € K <A> s’exprime donc par
m(VQ) = m(V)Q. Nous désignerons par ¢ le plongement K <A>7"! 5 K<A>? qui ajoute une
premiére composante nulle, i.e. m1(u(V)) = 0,mx41(e(V)) = m(V), pour k =1,...,¢ - 1. On
a donc mo¢ =id et tom(V) =V si m(V) = 0. Ces applications sont toutes K<A>-linéaires.
Soient IV un ensemble d’indices et {V; }nen une famille de vecteurs. Nous dirons qu’une famille
de ¢ sous-ensembles Ei,. .., E, est une partition en g blocs de la famille {V, }nen si: Vi € N, 3k
unique tel que 7 € Ey; i.e. Ey, N Ey, =0 (k1 # k2) et Uj_, Ex = N. Prenons N={n:n>1}et
soit {@x}n>1 une famille de polynémes presque tous nuls. Alors les vecteurs V,,@, sont presque

tous nuls et on peut former la somme },5; Vo@n. Par la suite, nous abrégerons l’expression
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‘partition en q blocs’ & partition. Notez que certains blocs de la partition peuvent étre vides.
Etant donné une famille de vecteurs {V,}.>1 il existe une unique partition Ej,... E; telle que
i € E, implique: 7;(V;) =0 pour j = 1,...,k — 1 et m(V;) # 0. Cette partition sera appelée la

partition associée & la famille {V, }n>1.

Remarques 5.1 Soit {V,}.>1 une famille de vecteurs de K<A>? et Ei,..., E, sa partition
associée.

(i) Alors E}, = Ey41 (k=1,...,q — 1), est la partition associée a la famille {7(V,)}n>1,n¢E; -
(ii) La partition Ej,..., E,_; est la partition associée & la famille {7(V3)}n>1n¢E,-

(iii) La famille {¢(V;.)}n>1, a pour partition associée E} = 0,E, = By (k=2,...,¢+1). <

Soit {V,}n>1 une famille de vecteurs et E, ..., E, la partition qui lui est associée. Nous dirons
que cette famille est <-indépendante & droite si chacune des familles de polynémes {m(V;)}ieE, -
est <-indépendante 3 droite. Par la suite, nous abrégerons I’expression ‘<-indépendante a droite’

simplement par indépendante.

Remarques 5.2 Soit {V,.},>1 une famille indépendante de vecteurs de K<A>?.

(i) Alors on constate facilement, & ’aide des Rem. 5.1 que les familles {7(V,)}n>1,n¢E:
{7(Va)}n>1,n¢E, €t {«(Va)}n>1 sont indépendantes.

(ii) Soit {U,}n>1 est une famille indépendante de K<A>*!, tels que m(U,) # 0 pour tout
n > 1. Alors on vérifie que la famille {Uy,},>1 U {¢(V,)}n>1, est indépendante. O

Proposition 5.3 Soit {V,}a>1 une famille indépendante de vecteurs. Alors elle est K<A>-

linéairement indépendante.

Démonstration. On procéde par récurrence sur ¢. On a vu a la Rem. 3.3 qu’une famille in-
dépendante de polynémes est une famille K<A>-linéairement indépendante de K<A>. Par

conséquent, le résultat est vrai pour ¢ = 1. On suppose donc ¢ > 2.

Imaginons qu’au contraire les vecteurs V,, ne soient pas K<A>-linéairement indépendants. Il ex-
iste alors des polyndmes {Q, }n>1 presque tous nuls (mais non tous nuls) tels que: 3,51 VaQn =
0. On déduit de la relation précédente, par application de , la relation: Y .5 7(V,)@n = 0.
Soit Ey, ..., E, la partition associée & la famille de vecteurs {V, },51. Les vecteurs de K <A>T1
{m(Va)}n>1,ngE,, sont indépendants, en vertu de la Rem. 5.2. Par récurrence, ils sont aussi
K<A>-linéairement indépendants. Par conséquent, les polynémes {Q.}n>1,ncE, Ne peuvent
étre tous nuls. Mais alors on obtient, par application de m;, une relation de dépendance
K<A>-linéaire en premiére composante: m1(Y .51 Va@n) = Tnep, M1(Va)@n = 0. On con-
tredit 13 I'indépendance des polynémes {71(V,)}n>1,neE,- La famille {V,},>, est donc K<A>-

linéairement indépendante. O
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On peut définir des réécritures élémentaires de systémes de vecteurs, analogues a celles décrites
au paragraphe 3. Soient V..., V, une famille de vecteurs. On définit trois types de réécritures

élémentaires ‘—’:

(R1) siVi=0:W,...,.Vu > W,...,Vie, Vi, .., Vi

(R2) poura € K,a#0: Vy,..., Vo = Wi,...,Viey, 0V, Via, .., Vo

(Ry3) s'il existe k (1 < k < g, i # j, et r(m(Viw)) = r(me(V;))w < r(m(Vi)) :

’ S 44
‘/la“',Vn_')V'l"--, i—-19 g',V;+l,"')Vna Ou‘/i :‘/t_v;w

Remarques 5.4 (i) Les Rem. 3.1 que nous avons faites dans le cas ¢ = 1 s’appliquent aussi au
cas ¢ > 2 (en remplacant polynéme par vecteur).

(ii) Les regles (Rqyi) et (Rq-1t) sont liées (les régles (Ry7) ne sont autres que celles introduites
au paragraphe 3). En effet, soient V3,...V, des vecteurs de K <A>%"1, Alors on peut, de
facon équivalente, soit appliquer une régle (Ry—1t) & ce systéme, soit plonger les vecteurs dans
K<A>% Vi), ...«(V,), appliquer la régle correspondante (R,Z), et revenir & K<A>?"1 & l'aide

de 7, puisqu’on a o ¢ = 2d. <o
On obtient évidemment un analogue du Lemme 3.2.

Lemme 5.5 Soient Uy, ..., U, et Va,...,V,, deuz familles de vecteurs de K<A>9. Sila famalle
W,..., Vi peut étre obtenue de la famille Uy, ..., U, par une suite de réécritures élémentaires

alors elles engendrent le méme sous-module de K<A>1. O

Théoréme 5.6 Soit M un sous-module de K<A>? engendré par les vecteurs Vy,...,V,. Il
est possible de calculer une base indépendante de M en effectuant une suite de réécritures

élémentaires sur la famille Vy,...,V,.

Démonstration. Soit Ei,...,E, la partition associée aux générateurs de M. On procede par

récurrence sur ¢, le cas ¢ = 1 ayant été traité au Th. 3.4.

Par récurrence, il est possible de calculer, & ’aide de réécritures (R;%), une base indépendante
du sous-module engendré par les polynémes {m1(Vi)}icr, (Th. 3.4). Ces régles de réécritures
peuvent étre simulées sur les vecteurs {V;}icg,, en appliquant les régles de réécritures (R,7)
correspondantes. Ces réécritures donnent lieu & une famille indépendante de vecteurs {V}'}ick;,
(E] C Ey), tels que m(V;) # 0, et & d’autres vecteurs {U;}iem\e! tels que m(U;) = 0. Soient
M le sous-module de M de base {V/'}icg; et M; le sous-module de M engendré par la famille
de vecteurs {U;}jem\5; U {Vi}ige,- Chacun des vecteurs V' de cette famille satisfait m(V)=0

et par conséquent, on a:

tom(Mz) = M,. (3)
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De plus, M; et M, sont complémentaires: M = M; & M,. Par récurrence, on peut calculer
une base indépendante {U}jcg du sous-module 7(M;) engendré par la famille de vecteurs

{m(U;)}ier\m: U {m(Vi)}igE,, & aide de réécritures élémentaires (Rq-12).

Par application de ¢ on obtient une base indépendante de M, V/ = «(U;) (5 € E'), en vertu
de (3) et de la Rem. 5.2 (i). De plus, cette base de M peut étre calculée par une suite de
réécritures élémentaires (R,?), en vertu de la Rem. 5.4 (ii). La réunion des bases indépendantes
des sous-modules M; et M, nous donne une base de M. Cette base est indépendante, en vertu
de la Rem. 5.2 (ii). O

Soit {V},}n>1 une famille de vecteurs indépendants de K<A>?, de partition associée E, ..., E,.
11 correspond 3 cette famille g codes préfixes X, ..., X,, le code X étant le code associé a la
famille de polynémes {m(V;)}ick,. Nous dirons que les codes préfixes X} sont les codes préfixes
associés & la famille {V,},>1 (voir Th. 2.8). Un raisonnement similaire a celui fait dans la
démonstration du Th. 5.6, utilisant le calcul des bases standard des idéaux (Th. 4.7), montre le

corollaire suivant.

Corollaire 5.7 Soit Vi,...,V, une famille de vecteurs indépendants, Ei,...,E, sa partition
associée et Xq,...,X, ses codes préfizes associés. Il est possible, a l'aide de réécritures élé-
mentaires, de calculer une base indépendante VY, ...,V telle que {mi(V])}icE, soit une famille
standard de polynomes, pour k‘= 1,...,q. De plus, la partition associée et les codes associés a

cette famille sont respectivement En,...,E, et Xi,..., X;. <

Comme dans le cas ¢ = 1, bien ciue les bases indépendantes d’un sous-module aient toutes
les mémes codes préfixes associés (Cor. 5.7), il n’y a pas unicité de la base. On ne gagne pas
P'unicité en exigeant que chacune des familles de polyndmes associées a chacun des blocs de la
partition soit standard. Il faut demander un peu plus. Soit {V,}.>1 une famille de vecteurs
indépendants de partition associée Ej, ..., E, et de codes préfixes associés Xy, ..., X,. On dira

que cette famille est standard si de plus, pour tout k =1,...,¢:

(i) la famille de polyndmes {mx(V;)}icE, est une base standard de I'idéal qu’elle engendre,

(ii) sii € Ey et j > k alors la condition suivante est satisfaite: pour tout w € A%, si w € 7;(V;)

alors w € A* — X;A".

Remarque 5.8 Soit {V,}.>1 une famille standard de vecteurs de K<A>?. Alors on vérifie
(comme & la Rem. 5.2 (i)) que les familles de vecteurs {r(Va)}ns1mger> {T(Va)}no1ngE, €t
{e(Vz)}n>1 sont standard. : O

Théoreme 5.9 Soit M un sous-module de K<A>9. S’il existe une base standard de M alors

elle est unique.
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Démonstration. On procéde par récurrence sur ¢. Le théoréme a déja été montré pour ¢ = 1
(Th. 4.6). Supposons qu'il existe deux bases standard de M, F = {Valno1 et F' = {V}a1
avec partition associée et codes préfixes associés respectifs B, ..., Eq, X1,...,Xg, et By, ... o .
Xi,...,X!. Les familles {7(Vy)}n>1,ngE, €t {#(V!)}n>1n¢E; sont deux bases du méme sous-
module de K<A>%"1. De plus, selon la Rem. 5.8 elles sont toutes deux standard. Par récurrence,

elles sont égales. On peut donc supposer pour la suite, que Ej = Bl X =Xt{k=1,...,0=1)
et #(V,) = #(V;)) (n > 1,n € Ey).

Nous montrons maintenant que les sous-familles {V;,}ner, €t {Va}ner; sont égales. Les idéaux
I et I' respectivement engendrés par les familles de polynomes {my(Vy)}neE, et {7(Va) }neE,
sont égaux. En effet, soit {Qn}nek, une famille de polynomes presque tous nuls. Alors, puisque
F et F' sont toutes deux des bases de M, il existe une famille {Q} }»>1 de polynomes presque
tous nuls tels que Y,ep, Va@n = Lax1 V!Q'. On en tire, par application de 7, la relation
0= Ynem #(V)Q", d'ou Q) = 0 pour tout n ¢ E,. Par conséquent, 3 ep, Va@n = Lner, viQ..
Par application de 7, on obtient Y,ep, To(Va)@n = Lner, 7,(V2)Q.,, ce qui montre que les
deux familles de polyndmes {7, (V;)}neE, €t {m(V,))}ner; engendrent le méme idéal (puisque le
raisonnement est symétrique en F et F'); on a donc I = I'. Par hypothese, ces familles sont
toutes deux des bases standard de 'idéal qu’elles engendrent. Par récurrence, elles sont égales.
On peut donc supposer que E, = E!, X, = X; et mg(Va) = mo(Vy) (n € E,;), dou V, =V, pour
n € E,.

Il reste & montrer que my(V;) = m (V) pour i ¢ E,. Soit ¢ > 1,4 ¢ E,. Alors, comme F
et F' sont toutes deux des bases de M, il existe‘ des polynomes {Q’ }.>1 presque tous nuls,
tels que Vi = L1 V@5 A ’aide de 7 on trouve #(V;) = YongE, #(V))Q.,. On a montré plus
haut que 7(V,) = 7(VY) (n > 1,n ¢ E,) et que la famille {7(Va)}ngg, est la base standard du
sous-module qu’elle engendre. Par conséquent, on a @;, = 0 si n ¢ E, et n # 1, et =1L
La. relation initiale est donc V; = V' + Y nemr V!'Q". Donc, par application de m, on trouve
To(Vi) = m(V!)+Lne E! 7,(V)@QL. On fait passer cette derniére égalité au quotient en appliquant
la projection ¢ : K<A>—K<A>/I, pour obtenir m,(V;) = mo(V!) mod I (car I = I' est engen-
dré par les polynémes {7,(V;)}ner;)- On en conclut que 74(V;) = my(V/) puisque ces polynomes
sont des somme de mots de A* — X, A* et que cette famille de mots est indépendante mod I

(Lemme 4.3). &

Pour montrer l'existence de la base standard d’un sous-module, on peut faire un raisonnement
analogue en tout point & celui fait au paragraphe 4. On ordonne lexicographiquement I’ensemble
des vecteurs de mots. Nous admettons les vecteurs W dont certaines composantes sont nulles; on
a donc W € (A*U{0})?. Nous posons 0 < w, pour tout w € A. Ainsi, on a W' < W" s'll existe
un indice k tel que pour j =1,...,k—1, ;(W') = mj(W") et m(W') < 7(W"). En particulier,
W < W"sii>jet We {0} x(4) ", W"e {0} x (A*)9~. Etant donné un sous-module
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M de K<A>?, on définit une suite croissante de vecteurs de mots U®) € {0}F—1 x (4*)7~*F
(k=1,...,9), qui donne lieu & des éléments de M dont on peut montrer qu’ils forment une
base standard de M. On obtient des analogues, pour les sous-modules de K<A>?, des Th. 4.7,

Cor. 4.8 et Cor. 4.9, dont nous donnons les énoncés.

Théoréme 5.10 Soit Vi,...,V, une famille indépendante de partition assoc’ée Ey, ..., E, et de
codes préfizes associés Xq,...,X . Il est possible de calculer, d l’aide d’une suite de réécritures
élémentaires, la base standard du sous-module M =< V4,...,V, >. De plus, la partition associée

et les codes préfizes associé d la base standard de M sont Ey,...,E, et X;,...,X,. O

Corollaire 5.11 Il est possible de tester si deuz ensembles finis de vecteurs engendrent le méme

sous-module de K<A>I. o

Corollaire 5.12 Soient V' un vecteur et M un sous-module finiment engendré de K<A>?. Il
est possible de calculer l’image de V', dans le quotient K<A>/M. En particulier, il est possible
de tester s V € M.
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