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Resume : Dans ce papier, apres quelques rappels de base sur les mots, polynomes,
series formelles et operations definies dessus, on montre que la representation in-
terne des polynomes conditionne 1'efficacite des algorithmes. La plupart de ces
algorithmes sont implantes en Macsyma et en Scratchpad. Ce papier est un ex-
emple d'utilisation des concepts modernes en genie logciel : types abstraits et
programmation orientee objets.

Abstract : In this paper, we present in first some basic reminds on words, polyno-
mials, formal power series and some related operations. After that, under our expe-
rience with the two computer algebra systems Macsyma and Scratchpad, we show
that the internal representation of polynomials affects the algorithm performance.
This paper is an example of use of the modern concepts in software engineering:
Abstract Data Types and Object Oriented Programming.

1 Introduction

Ce travail s'inscrit dans Ie cadre d'un projet de recherche sur les series formelles non com-
mutatives et les systemes dynamiques non linealres. Nous y traitons plus particulierement
les polynomes non commutatifs et nous esperons des extensions aux series rationnelles.

Dans ce papier, nous abordons Ie probleme de la representation des polynomes non
commutatifs dans les systemes de calcul formel. Ainsi, en Macsyma, nous utilisons deux
operateurs predefinis :

* : multiplication d'un mot par un coefficient (commutative),
: multiplication de deux mots ou de deux polynomes (non commutative).

* Ce travail est pratietlement supports par IBM France et par Ie PRC Maihdmatiques ei Informatique.
II est effectue dans Ie cadre d'une 6tude jointe avec IBM Yorktown, USA.
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Toute expression construite a partir de ces deux operateurs peut etre reduite par Ie
"simplificateur" predefini de Macsyma.

Ainsi, on travaille directement sur la representation interne utilisee par Macsyma pour
toutes les expressions rationnelles en reutilisant, telles quelles, les operations predefinies
comme la multiplication et Paddition. L'implant ation des autres fonctions (residuel, shuf-
fle) est programmee recursivement en testant 1'operateur situe a la racine des polynomes.
On utilise les fonctions ofFertes par Macsyma a savoir part et inpart pour acceder aux
difFerentes parties d'une expression. D se trouve alors que 1'exploration de 1'arbre d'une
expression ainsi que les tests sur les noeuds sont une operation assez couteuse.

En Scratchpad, on a adopte une representation, dite recursive, qui consiste a representer
un polynome par un couple de deux termes : Ie terme constant du polynome et la liste
de ses residuels par les differentes lettres de 1'alphabet :

P-. ((P|£), ((^, P>^),... )).
Les r^siduels etant des polynomes, ils sont done representes de la meme fason. II faut
6crire complfetement toutes les operations sur les polynomes, y compris les operations de
base comme 1'addition ou la multiplication.

Une deuxieme representation, dite distribuee, est aussi possible. Elle consiste a repre-
senter un polynome par la liste de ses monomes. Les deux representations sont implantees
et pour les calculs les plus couteux, a savoir Ie produit de melange, il se trouve que la
representation recursive est de loin la meilleure.

On aurait pu imaginer une representation recursive en Macsyma, mais celle-ci aurait
^t^ plus lourde d'utilisation car Macsyma ne permet pas la surcharge des operateurs.

2 Rappels et definitions

2. 1 Alphabet et mots

Soit X = {xo, xi,..., Xm}, un ensemble de lettres appele alphabet. Un mo( de longueur n
est une suite u = x^x^. :. x^ de n lettres de X. Le monoi'de libre X* est 1'ensemble des
mots sur 1'alphabet X muni de la concatenation. On notera u. v ou uv la concatenation
de deux mots u et v. Le mot vide, note e, est Ie mot qui ne contient aucune lettre. On
notera |w| la longueur du mot w. Ainsi la longueur du mot vide est nulle.

2. 2 Series et polynoines non comniutatlfs

Une serie formelle S a coefficients dans Ie corps St est une application de X* dans JR qui
a un mot w ^ X* associe 1'element 5'(w), note {S\w), et appele coefficient du mot w dans
la serie 5'. Cette serie sera notee formellement :

5 = E {S\w}w.
w A-*
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L'ensemble des series formelles sera note Si{{X)}.

Le support d'une serie S est Ie langage :

Supp(S) = { w  X* |{S|w}^0}.

Une serie sera dite propre si son terme constant est nul ((>S'|e) = 0).

Un polynome est une serie formelle de support fini. Ce qui revient a dire qu'un polynome
est une serie dont tous les coefRcients sont nuls sauf un nombre fini. On notera 1'ensemble
des polynomes JR(X), c'est une sous-algebre de 1R{{X}}.

Le degre d'un polynome P 6 iR(^(r) est defini par :

S -oo, si P = 0,
~ '[ sup{|w| avec w   Supp(P)}, si P ^ 0.

2.3 Operations

2. 3. 1 Produit de Cauchy

Le produit de Cauchy pour les series formelles est une extension du produit de concate-
nation defini sur les mots. Soient 5', T   M{{X}), deux series formelles non commutatives.
Le produit de Cauchy de S par T, note S -T ou. tout simplement 5T est defini par :

S'T=^( E{S\u){T\v}]w.
w^X* \u-v=w

Ce qui peut aussi s'ecrire : V6', r G 1R{{X}}, Vw G X*,

{S. T\w}= ^{S\u}{T\v).
U-V=ttl

On verifie que la somme ci-dessus ne porte que sur un nombre fini de termes. Ce produit
est evidemment associatif mais non commutatif. L'ensemble des series formelles muni de
ce produit est une algebre associative.

2. 3.2 Produit de melange

Le produit de melange1 (M. Fliess [3]; G. Jacob & N. Oussous [4]) est defini recursivement,
pour les mots, par :

{ Vw 6 X*, wiu£ = eujw = w, (e etant Ie mot vide).
Vu, v G X*, Vs, y G Xf (a;u)uj(yv) = a;(uuj(yu)) + y((a;u)uju). (1)

Cette definition du produit de melange de deux mots nous donne directement un algo-
rithme recursif simple mais couteux en temps de calcul et en place memoire.

1 En anglais : ShufBe product.
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Ce produit est commutatif et associatif et peut s'etendre facilement aux polynomes et
aux series en posant, pour 5', T   ]R{{X}} des series :

S^T = Y^ {S\u}{T\v}uu. v.
u,v^X*

Remarque 2. 1 Lorsque I'une des series S ouT est une constante, Ie produit de melange
devient Ie produit ordinaire d'une serie par une constante.

On peut etendre, par linearite, 1 algorithme de calcul du produit de melange des mots
a celui des polynomes. Mais, cet algorithme n'est pas efficace. On verra par la suite
qu'avec une bonne maitrise de la representation interne, on peut obtenir un algorithme
performant.

2. 3. 3 Calcul des residuels

Definition 2. 1 Soit u e. X* un mot et x ^ X une lettre. On note u> x (resp. x <u) Ie
residue! ou "reste" a droite (resp. d gauche) de u par a;, defini par :

V Sl - U = XV, I } V Sl u
u>x=<^ ^ _. _ _ ' \resp. x<u=<^ ^ .

sinon. \ ' I U sinon.

= vx (2)

On etend facilement cette notion aux residuels par les mots en utilisant la propriete
suivante : Vu   ̂ "*, ̂ /x, y G X,

u> xy = {u> x)>y (resp. xy <u = x<(y< u)).
Ainsi, Vw   X*,

w>u ==
V Sl w =uv

0 sinon.
V Sl

^resp. u<w=<] Q ;;
w = vu,

sinon.
(3)

Par linearite, on peut calculer facilement Ie reste d'une serie S a droite (resp. a gauche)
par un mot u en posant :

S>u= ^{S\w}w>u (resp. u < 5'= ~^{S\w)u<w
'* - \ uejr*

(4)
uex" ~ \ ugjr*

Pour terminer, on peut definir egalement Ie reste d une serie S a droite (resp. a gauche)
par un polynome P en posant :

S>P= ̂ {P\u}S>u [resp. P<S= J^{P\u}u<S\
ugX* \ u£X*

(5)

Le produit de melange defini dans Ie paragraphe precedent, peut etre redefini en posant,
pour des mots u et u et une lettre z :

(Uuju) > 2; = (u> 2-)LUU + ULu(u >^), (6)

{uwv\e}
0 si
1 si

UV -^ £,
uv = e.

Ainsi, cette action est une derivation pour Ie produit de melange. On peut done la noter :
9, = >z.
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Lenime 2. 1 Si z G. X, alors 9z est une derivation dans JR{{X}) pour Ie produit de me-
lange.

Preuve : Soient S, T e Si-W}.

9, (S^T) = ^ {5'|u)(T|z;)^(uL. u)
u,u6^*

= E (5|u){r|u)[(^)a. u+^(^)]
u,veX*

S {S\u}{T\v){9, u^v+ S <5'|u)(r|u)^(^)
u.v^X* u,vGX*

v̂
<u6-Y

: )(^u))u. ( E(T|^|
. / ^f.

E )")-(E(W(W
r* / \i»ex*

<veX'

+

= (9, S)^T+S^9. T).
Ce lemme est valable aussi pour les polynomes. De plus, on a, pour des series 5' et T et
une lettre z, la propriete suivante :

^(5. T)=(^5'). T+ )^r. (7)

2. 3.4 Lemme de reconstruction

Ayant les restes de 5 a droite par les lettres z ^ X etle terme constant {S\e} de S, on
peut reconstruire 5'. On a Ie lemme suivant dit lemme de reconstruction.

Lemme 2. 2 2 .S'oK 5'   Si{{X)} v-ne serie formelle et soit {S\e} son terme constant. Alors

s =  )+E^(^)
=  }+E^>^)-

z6X

Ce lemme motive 1'idee de representer les polynomes non commutatifs de maniere recur-
sive, par leur terme constant et leurs residuels a, droite. On verra par la suite que cette
representation a des avantages enormes.

3 Les systemes de calcul formel

Les systemes de calcul formel (SCF) sont de grands logiciels qui calculent sur les nombres,
les symboles et les formules. Ils sont devenus d'importants outils de recherche.

2I1 existe un lemme de reconstruction plus general du a Brzozowski et a/.
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Dans nos projets de recherche, nous faisons beaucoup de calculs symboliques et alge-
briques et nous sommes amenes a utiliser les SCF. Dans ce qui suit, nous rappelons notre
experience avec Macsyma et nous detaillons notre travail avec Scratchpad.

Nous avons choisi de parler specialement de ces deux systemes d'abord parce que ce sont
les deux systemes que nous avons Ie plus utilises, mais aussi parce que Macsyma appartient
a la grande classe des sytemes non types tout comme Reduce, Maple, Mathematica et
d'autres et que Scratchpad est Ie seul systeme type.

3. 1 Le systeme Macsyma

Le systeme Macsyma est dans la classe des systemes non types. Dans cette classe, on
trouve les systemes classiques tels que Reduce, dont une introduction est donnee dans [2],
Mumath et mains classiques tels que Maple, dont une introduction est donnee dans [1] et
Mathematica.

Macsyma est Ie geant des systemes de cette classe. II a ete cree dans les annees
soixante-dix. D tourne sur les grosses machines. D possede une tres grande bibliotheque
de fonctions. II a une syntaxe tres simple (proche de celle du Pascal). On trouvera une
introduction a ce systeme dans Pavelle and Wang [10].

Nous disposons de Macsyma sur Sun. Nous avons developpe des outils de manipula-
tions et de traitement des polynomes non commutatifs. Nous avons utilise 1'operateur "."
de Macsyma pour Ie produit de concatenation. Ainsi, Ie mot w = abcab sera implante
par a . b-c-a -b et sa, representation interne sera alors 1'arbre donne par la figure 1-(1).
Un polynome sera considere comme une combinaison lineaire de mots, P = ^?=i a; * w,,
et sa representation interne sera 1 arbre donne par la figure 1-(2). On utilise alors les
fonctions "part" et "inpart" de Macsyma pour explorer ces arbres. On a implante
les differentes operations (G. Jacob et N.E.Oussous [5]) : produit de melange, calcul des
residuels, calcul du degre.. . etc. Ensuite, on a developpe un paquetage de programmes
qui permettent de calculer la realisation des systemes dynamiques non lineaires de serie
generatrice finie (G. Jacob et N. E.Oussous [6]; N.E. Oussous [7, 8]). Malheureusement, en
traitant les polynomes non commutatifs, on s'est appergu que pour Ie produit de melange,
les temps de calcul et la place memoire occupee sont prohibitifs. Ceci est essentiellement
du a la representation interne et a la fa^on dont on 1'explore. On aurait pu utiliser une
representation recursive (voir section 4. 3) mais, Macsyma n'est pas type et ne permet pas
la surcharge des operateurs et done une telle representation serait tres lourde d'utilisation.
A la lumiere de notre experience, une perte de temps est previsible en mode interprete.
Pour toutes ces raisons nous nous sommes tournes vers Scratchpad.

3. 2 Le systeme Scratchpad

Nous aliens tenter de resumer en quelques lignes les principaux concepts qui sont a 1'oeuvre
dans Ie systeme Scratchpad:
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^^v^

Figure 1: Representations internes en Macsyma.

1. C'est un langage de programmation a typage implicite; Ie type d une variable peut
ne pas etre declare; il est alors infere lors de sa premiere aflFectation.

2. Ce langage est supporte a la fois par un interpreteur et un compilateur se servant
de Common Lisp comme laugage intermediaire. Les instructions executees en mode
interprete et compile sont leg memes; les diflFerences de fonctionnnement sont assez
rmnimes.

3. Les unites de compilation sont de trois sortes :

(a) Les paquetages,
(b) Les constructeurs de domaines,
(c) Les constructeurs de categories,

4. Un type (domaine) est defini par:

(a) sa partie publique qui est une categorie,
(b) sa partie privee comportant une description de la representation interne des

objets du domaine ainsi que 1 implantation des fonctions assurant la gestion de
ces objets.

5. Une categorie est la donnee:

(a) d'une liste de fonctions et d'operations. Les types des parametres formels
en entree et des resultats retournes par ces. fonctlons sont egalement preclses
(signatures des fonctions).

(b) d'une liste d'attributs precisant la semantique de ces fonctions et operations.

Exemple 3.1

OrderedSet

OrderedSetO: Category == Set with
--operations
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"<": ($, $) -> Boolean
max: ($, $) -> $
min: ($, $) -> $

.attributes
irreflexive("<")
traiisitive("<")
total("<")

- not (x < x)
- x < y and y < z implies x < z
- not (x < y) and not(y < x) implies x=y

6. Les constructeurs de domaines fournissent generalement des constructions generiques
(ie. parametrees par d'autres types). Ainsi Ie constructeur :

SparseMultivariatePolynomial(R : Ring, VarSet : OrderedSet)

gfere les polynomes formels a plusieurs variables en representation recursive creuse.
Ces polynomes out leurs coefficients dans un anneau quelconque R et les variables
sont prises dans un ensemble ordonne quelconque varSet.
Nous observons 1'utilisation de la notion de categorie (Ring et OrderedSet sont des
categories) pour assurer un controle des parametres generiques requis.

7. Scratchpad est un environnement de programmation qui permet de visualiser la
partie publique de 1'ensemble des unites de compilation. Ceci est essentiel pour la
reutilisation des composants logiciels existants.

4 L'implantation des polynomes non commutatifs

4. 1 Harmoniser I^interface

L'experience prouve que pour des projets de grande envergure (un projet comme Mac-
syma a demande 100 homme. annee), la difficulte principale est de maintenir une grande
coherence entre les differents modules. II arrive frequemment que la taille d'un projet
augmentant, les concepteurs n'osent plus modifier un quelconque module de peur de ne
pouvoir maitriser des consequences imprevues quant au comportement de 1'ensemble du
systeme; un tel projet est alors a 1'article de la mort.

Bref Ie premier souci du concepteur ne doit pas etre de nature algorithmique (il est
presquetoujours possible de modifier apres-coup tel algorithme qui se trouve etre critique)
mais d'identifier clairement les objets a implanter et de fixer leur interface (ie.
donner un nom au fonctions qu'ils exportent).

Nous avons etudie les principales operations permettant de gerer les polynomes formels
non commutatifs a savoir:

1. operations habituelles sur les algebres,
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2. residuels a gauche et a droite,

3. produit de melange (shuffle),

4. problemes d'algebre lineaire: dependance lineaire, bases, coordonnees.

II se trouve que 1'etude des systemes dynamiques non lineaires requiert 1'utilisation
d'autres outils tels que series formelles rationnelles et R-automates, et que ces
objets exportent les memes operations de base.

II est utile d'harmoniser 1'interface en definissant une categorie commune.

XFreeAIgebra
XFreeAlgebra(vl:OrderedSet, R:Ring):Category

Catdef == Join(Ring, Algebra(R)) with
- exports
"*": (vl, $) -> $

Catdef where

mindeg: $ -> OFMONl(vl)
coef : ($, OFMONl(vl)) -> R
Iquo : ($, vl) -> $
Iquo : ($, OFMONl(vl)) -> $
rquo : ($, vl) -> $
rquo : ($, OFMONl(vl)) -> $
coerce : vl -> $
coerce : OFMONl(vl) -> $
constant?:$ -> Boolean
constant: $ -> R
quasiRegular? : $ -> Boolean
quasiRegular : $ -> $
sh :($,$) -> $
map : (R -> R, $) -> $
varList: $ -> List vl

- attributs
if R has noZeroDivs then noZeroDivs

if R has Field then "/" : ($,R) -> $

++ Attention pour Ie polynome nul ! ! !
++ coefficient dJ un mot

++ residuel par une lettre
++ residuel par un mot

++ renvoie vrai pour un element de R
++ renvoie Ie terme constant
++ vrai si Ie terme constzait est nul

++ supprime Ie terme consteait
++ shuffle product
++ transf. dos coef par une fonction
++ liste dos variables

II nous faut maintenant reflechir sur la representation interne des polynomes non commu-
tatifs; nous verrons que ce choix conditionne de fagon importante 1'efficacite de 1'implanta-
tion au niveau du temps de calcul et de la place memoire occupee.

4.2 La representation dlstribuee

4.2.1 Tout commence avec des mots

Dans cette representation, un polynome est considere comme une combinaison lineaire
finie de mots. II convient done d'implanter en premier la gestion des mots construits sur
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un alphabet donne; celle-ci est realisee par Ie constructeur OFMON1:

OrderedFreeMonoidl

OFMdefinition where
)abbrev domain OFMON1 OrderedFreeMonoidl
OrderedFreeMonoidl(S: OrderedSet): OFMcategory

NNI a8s> NonNegativeInteger
OFMcategory == OrderedMonoid with

coerce: S -> $
"*": (s, $) -> $
"**": (S, NNI) -> $
first: $ -> S
rest: $ -> $

OFMdefinition == FreeMonoid(S) add
- representation

Term := Record(gen: S, exp:Integer )
Rep:= List Term

- definitions
first x ==

null x => error "empty word !!!"
x. 0. gen

rest x ==

null x => error "empty word !!!"
x. O. exp = 1 => rest$Rep x
cons([x. O. gen, x. O. exp-1], rest$Rep x)

a < b == - ordre lexicographique par longueur
la:NNI :=length a; Ib:NNI:=length b
la < Ib => true
la > Ib => false
lexico(a, b)

On constate sur cet exemple que 1'on a facilement reutilise Ie constructeur de domaines
FreeMonoid(S) en lui ajoutant quelques fonctionnalites qui nous manquaient, en parti-
culier Vordre lexicographique par longueur.

4. 2.2 L'algebre des polynomes construits sur un monoi'de quelconque

Tout polynome p   R{X} est une combinaison lineaire des mots de X* et peut done etre
represente par une liste de termes contenant chacun un mot et son coefficient respectif.

n

Si p = ^a,w,, alors p est represente par la liste :
t=l

((ao, wo), (ai, wi), .... , (an, Wn))
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Le fait d'utiliser un monoi'de libre n'est important que pour quelques fonctions
(residuels, shuffle). Toutes les autres peuvent etre implantees sur un monoi'de quel-
conque; c'est la raison d'etre du constructeur XPR correspondant au concept mathema-
tique d^algebre de monoi'de.

XPolynomialRing
)abbrev domain XPR XPolynomialRing
XPolynomialRing(R:Ring, E:OrderedMonoid): T == C where

T == Join(Ring, Algebra(R)) with
-operations

"#": $ -> NonNegativeInteger
coerce: E -> $
maxdeg: $ -> E
mindeg: $ -> E

if R has Field then "/" : ($, R) -> $
-assertions

if R has noZeroDivs then noZeroDivs
if R has xmitsKnown then unitsKnown
if R has canonicalUnitNormal then canonicalUnitNormal

C == FreeModule(R, E) add
-representations

Term:= Record(k:E, c:R)
Rep:= List Term

-define

1 == [El$E, l$R]]
#x == #$Rep x
maxdeg p == if null p then 1$E else p. first.k
mindeg p == if null p then 1$E else (last p).k

Cette unite de compilation est la copie d'une autre existant pour 1'algebre commutative;
malheureusement, elle doit etre entierement reecrite a cause d'une faiblesse de conception
en Scratchpad. Le concept de categorie y est sensiblement eloigne du concept mathema-
tique : en Scratchpad, un mono?de abelien n'est pas un mono'ide car dans un cas, la loi de
composition est notee "+" et dans 1'autre "*".

L existence d un ordre sur les mots conditionne I'efficacite de 1'algorithme d'addition
de deux polynomes. Nous utilisons un algorithme tres classique de fusion de deux listes
triees; il faut veiller a eliminer de la somme, les monomes ayant un coefficient nul.

4. 2. 3 L'algebre des polynomes construits sur un mono'ide libre

Cette implantation herite de 1'implantation des polynomes construits sur un monolde
quelconque; il sufHt d'y ajouter quelques fonctionnalites specifiques: calcul des residuels
et du produit de melange. Void une partie du texte source:
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XDistribuedPolynomial
)abbrev domain XDPOLY XDistribuedPolynomial

OFMON1 ==> OrderedFreeMonoidl

XDistribuedPolynomial(vl:OrderedSet, R:Ring); XDPcat
XDPcat == XFreeAlgebra(vl, R) with

maxdeg: $ -> OFMDNl(vl)
degree: $ -> NonNegativeInteger
if vl has Finite then

Vectorise : $ -> Vector R
UnVectorise : Vector R -> $

XDPdef == XPolynomialRing(R, OFMONl(vl)) add
- declarations

word := OFMONl(vl)
x, y, v:vl _

XDPdef where

- Representation
Term:= Record(k:word,c:R)
Rep:= List Term

- local functions
shw: (OFMON1 vl, OFMON1 vl) -> $ - shuffle de 2 mots

- definitions

v * p == [[v * t. k , t. c]$Term for t in p]

4. 3 La representation recursive

Nous pouvons partir du lemme de reconstruction d'un polynome p G R{X} :

P=Po+ Y, x{p>x)
x^X

^^x{p> x) constitue la partie propre de p.
x^X

Celle-ci est une " combinaison lineaire " des lettres x de 1'alphabet X, les coefRcients
etant eux-memes des polynomes; il se trouve qu'il existe deja dans Scratchpad un con-
structeur de domaine FreeModule permettant de gerer ces combinaisons lineaires.

4. 3. 1 FormeIIement:

Un polynome de R{X} est soit:

9 un element de 1'anneau R

. un vrai polynome
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Un vrai polynome comporte:

. un terme constant (qui peut etre nul),

. une partie propre qui appartient a un module libre construit sur 1 alphabet X, les
coefficients etant des polynomes.

Tout ceci se traduit tres naturellement en Scratchpad 3:

XRecursivePolynomial
XRecursivePolynomial)abbrev domain XRPOLY

XDPOLY ==> XDistribuedPolynomial
XRecursivePolynomial(VarSet:OrderedSet, R:Ring) :

where

Xcat == XFreeAlgebra(VarSet, R) with
extend: $ -> XDPOLY(VarSet, R)
maxdeg: $ -> OrderedFreeMonoidl VarSet
degree: $ -> NonNegativeInteger

Xdef == add
- representation

RegPoly := FreeModulel($, VarSet)
VPoly := Record(cO:R, reg:RegPoly)
Rep := Union(R, VPoly)

-define
0 == 0$R::$
1 == 1$R::$
constant? p == p case R
constant p ==

p case R => p
p. cO

Xcat == Xdef

Tout ceci est de la bonne programmation orientee objet puisque nous reutilisons pour les
calculs lineaires, les fonctions implantees dans FreeModulel.

4.3.2 Scratchpad vous rend la vie simple:

Le constructeur XRPOLY demande qu'on lui passe en parametre 1'alphabet VarSet con-
tenant la liste des variables utilisables, ce qui n'est pas toujours tres pratique, surtout si
1'on desire employer des noms de variables quelconques. Pour pallier a cette contrainte,
on definit un nouveau constructeur XP qui n'est pas parametre par 1'alphabet.

La definition en est tres simple; elle se fait par heritage de XRPOLY en utilisant Ie
domaine SortedExpression4 appartenant a la categorie des OrderedSet.

3L'alphabet X est note VarSet
41es SortedExpression sont des expressions quelconques triees par ordre alphabetique.
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XPolynomial
)abbrev domain XP XPolynomial
XPolynomial(R:Ring)==XRecursivePolynomial(SortedExpressions(), R)

4.4 Schema recapitulatif

Nous donnons dans la figure 2, une architecture de 1'implantation des polynomes non
commutatifs.

4. 5 AIgorithmes

La representation distribuee est souvent penalisante car Ie nombre maximum de monomes
d'un polynome non commutatif croit de fa^on exponentielle par rapport a son degre.

Exemple 4. 1 Soil X un alphabet de 2 lettres; Ie nombre de mots de longueur d est 2d.
Ce nombre serait de d+1 en algebre commutative.

4. 5. 1 Calcul du shuffle en representation distribuee

Le shuffle de deux polynomes s obtient a partir du shuffle sur les mots. Soient

p=^a, -u, q=Y, bj Vj (J, <7 fini)
«" / jeJ

On a alors:

pujg = ^ a.. 6j(u, ujuj).
iei, jeJ

4. 5.2 Calcul du shuffle en representation recurslve

Le shuffle pwq est defini par:

o son terme constant obtenu comme un produit dans 1 anneau des coefficients:
< (P^P)\s > = <P\e> . <q\e>

. son residuel pour chaque lettre de 1'alphabet:
(pi^q) > z = (p> z)ujg+pL u(g> z)

Les residuels p>z et q>z ne necessitent aucun calcul puisqu'ils figurent explicitement
dans les representations recursives de p et q.

Les appels recursifs du calcul de shuffle de deux polynomes s'arretent lorsque 1'un des
polynomes est constant. Si p est constant, p^q = p-q.
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Gestion des combinaisons lineai-
res

FM(R:Ring, S:ORDSET)

Gestion des polynomes sur un mo-
nolde quelconque

XPR(R:Ring, E:OMON)

instanciation :

E=OFMON1(S:OrderedSet)
ensemble des mots formes de let-
.tres appartenant a un alphabet
donne 5.

Gestion des polynomes surun alpha-
bet donne.
Representation distribuee : combi-
naisons lineaires de mots
XDPOLY(vl:OrderedSet, R:Ring)

Gestion des polynomes sur un alpha-
bet donne.
Representation recursive : un poly-
nome est defini par son terme con-
stant et ses residuels
XRPOLY(vl:OrderedSet, R:Ring)

Conversion possible vl=

^- instanciation :

SortedExpression{ )

Gestlon des polynomes sur un alpha-
bet quelconque.

XP(R:Ring)

Figure 2: Architecture de 1'implantation des polynomes non commutatifs
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Degres Nombres de mots
poly. Pi | poly. Pa

3

14
28

17
39

Repr. dist.
temps en sec.

0

0. 66
40

1377

Repr. rec.
temps en sec.

0

0

40

Table 1: Tableau comparatif

4.6 Test et comparaison

Nous donnons dans 1'annexe un petit fichier de commandes permettant de calculer Ie
shuffle de deux polynomes, 1'un de degre 6 et 1'autre de degre 2. Tous les calculs sont faits
en double, c'est-a-dire avec les deux representations, ceci afin de comparer les resultats
obtenus et Ie temps consomme.

On constate pour un meme calcul de shuffle, que Ie temps necessaire
varie dans un facteur 30 selon la representation choisie.

Dans Ie tableau 1 suivant, nous donnons des statistiques sur les temps de calcul pour les
deux representations (recursive et distribuee). Nous ne donnons pas les temps pour les
memes calculs en Macsyma car, d'une part, Macsyma est interprete alors que SCRATCH-
PAD est compile et d'autre part, Macsyma tourne sur une station SUN 3/80 avec 8Mo
de memoire centrale alors que SCRATCHPAD est installe sur un IBM PORT d'une memoire
centrale de 16Mo et une architecture RISC.

Dans ce tableau, nous avons choisi de donner les temps de calcul du produit de me-
lange car c'est 1'operation qui coute Ie plus cher dans Ie traitement des polynomes non
commutatifs. Ce temps depend essentiellement du nombre et de la longueur des mots
figurant dans les polynomes a "melanger". De toute fagon, si 1'on execute deux fois Ie
meme calcul, les temps de reponse peuvent etre sensiblement differents car des facteurs
assez aleatoires intervienhent : defauts de page, garbage collector.. .

5 Conclusion et perspectives

Meme si Ie compilateur de Scratchpad presente de graves faiblesses, les idees qui souten-
dent ce systeme de calcul formel sont des idees d'avant-garde. Elles synthetisent toute
1'experience du genie logiciel (programmation orientee objet, types abstraits de donnees).
Pour caricaturer un peu, en Scratchpad, on n'implante pas des algorithmes, on construit
des objets informatiques reutilisables par d'autres.

En ce qui nous concerne, la tache en algebre non commutative est immense. Ici, nous
avons implante les polynomes non commutatif et nous avons montre Ie role joue par la
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representation interne dans 1'efficacite des algorithmes.

Ce travail n'est que Ie premier pas. Nous nous en servons deja dans 1'implant ation de
1'algorithme de la realisation minimale (G. Jacob, N.E.Oussous et M.Petitot [9]) et nous
donne un espoir de pouvoir :

. Implanter les series rationnelles,

o Faire des calculs dans les algebres de Lie,

. Faire des applications diverses.
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Annexe

- fichier de test XRPOLY : polynomes non commutatifs (recursifs)
XDPOLY : polynomes non commutatifs (distribues)

- comparaison des resultats (calculs de shuffle)

)load XRPOLY XDPOLY )cond
)time on
)clear all

alph:= 0V [z, y, x]
mot:=OFMONl alph
rpoly:=XRPOLY(alph, I)
dpoly:=XDPOLY(alph, I)

x:alph:=x
y:alph:=y
z:alph:=z

pr :rpoly:=2*x+3*y+5
pd :dpoly:= extend(pr)

pr2 := pr*pr
pd2 := pd*pd
extend(pr2) =$dpoly pd2

pr6:rpoly:=pr2*pr2*pr2
pd6:dpoly:=pd2*pd2*pd2
extend(pr6) - pd6

qr:= sh(pr6, pr2)
qd:= sh(pd6, pd2)
extend(qr)-qd

- initialisation

- definition des domaines

- forcage de type sur les variables

- polynomes de degre 1

- calcul de la puissance 2

- egalite des resultats?

- calcul de la puissdnce 6

- egalite des resultats?

- calcul du shuffle

- egalite des resultats?

Voici une trace de 1'execution des calculs:

;alph:= 0V [z, y, x]
(1) 0V [z, y, x]
Type: DOMAIN

;x:alph:=x

(5) x
Type: 0V [z, y, x]

- definition des domaines

. 2 (IN) = . 2 sec

- forcage de type sur les variables

0 sec
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;pr :rpoly:=2*x+3*y+5

(8) 5 + x2+y 3
Type: XRPOLY(OV [z, y, x],1

- polynomes de degre 1

. 917 (IN) + . 1 (EV) + . 1 (OT) = 1. 117 sec

;pd :dpoly:= extend(pr)

(9) 5 + 2x +3y
Type: XDPOLY(OV [z, y, x],1) . 1 (OT) = . 1 sec

;pr2 := pr*pr - calcul de la puissance 2

(10) 25 + x(20 +x4+ y 6) + y(30 +x 6 +y 9)

Type: XRPOLY(OV [z, y, x],I) . 3 (IN) + . 1 (EV) = . 4 sec

;pd2 :=pd*pd
2 2

(11) 25 + 20x + 30y + 4x +6xy+ 6yx + 9y
Type: XDPOLY(OV [z, y, x],I) .367 (IN) + . 033 (EV) = . 4 sec

;extend(pr2) =$dpoly pd2 - egalite des resultats?

. 1 (IN) + . 2 (EV) + .033 (OT) = . 333 sec
(12) true
Type: B

;pr6:rpoly:=pr2*pr2*pr2 - calcul de la puissance 6
« . . .

Type: XRPOLY(OV [z, y, x], I) . 5 (IN) + . 1 (EV) + . 1 (OT) = . 7 sec

;pd6:dpoly: =pd2*pd2*pd2
(14)

2 2
15625 + 37500x + 56250y + 37500x + 56250x y + 56250y x + 84375y

+

32 22
20000x + SOOOOx y + SOOOOx y x + 45000x y + SOOOOy x + 45000y x y

+

2

45000y x
.... resultat sur 1 page
+

222 22 2 22 23
324y x y + 216y x y x + 324y x yx y + 324y x y x + 486y x y
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33 32 3 32 42 4
216y x + 324y x y + 324y x y x + 486y x y + 324y x + 486y x y

+

5 6
486y x + 729y

Type: XDPOLY(OV [z, y, x], 1)
1. 533 (IN) + . 967 (EV) + . 033 (OT) = 2. 533 sec

;extend(pr6) - pd6 - egalite des resultats?
(15) 0
Type: XDPOLY(OV [z, y, x], 1 . 2 (IN) + 1. 267 (EV) + . 167 (OT) = 1. 633 sec

; ?r:= sh(pr6, pr2)
(16)

- calcul du shuffle

Type: XRPOLY(OV [z, y, x], I). l (IN) + 15. 233 (EV) + . 2 (OT) = 15. 533 sec

;qd:= sh(pd6, pd2)

(17)
2

390625 + 1250000x + 1875000y + 2500000x + 3750000x y + 3750000y x
+

232 2
5625000y + 3200000x + 4800000x y + 4800000x y x + 7200000x y

+

2 234
4800000y x + 7200000y x y + 7200000y x + lOSOOOOOy + 2650000x

+

resultats sur 5 pages

3 2 22 2
122472y x y + 54432y x + 81648y x y + 81648y x y x + 122472y x y

+

62 6 7 8
81648y x + 122472y x y + 122472y x + 183708y

Type: XDPOLY(OV [z, y, x], I)
. 1 (IN) + 263. 667 (EV) + 33. 833 (OT) = 297. 601 sec

;extend(qr)-qd

(18) 0
Type: XDPOLY(OV [z, y, x], I)

- egalite des resultats?

2. 767 (EV) = 2. 767 sec


