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Introduction

Une matrice d signes alternants A = (A, ^^ est une matrice carree, dont les coefficients
appardennent a 1'ensemble (0, +1, -1}, et verifiant de plus les deux condidons suivantes :

- dans chaque ligne et chaque colonne, les (+1) et les (-1) altement (si 1'on ne dent pas compte
des zeros),

- la somme des coefficients de chaque ligne et de chaque colonne est 1.
Par exemple, la matrice suivante est a signes altemants :

fO 0 1
0 1 -I

A= -1
0

1

0

1

0

0

1

0

0

0

0^
0

1

0

0,

Notons A, (n) Ie nombre de telles matrices de taille n ; on calcule facilement A, (!)=!,
AI (2) = 2, A, (3)=7; U y a quelques annees, Robbins a conjecturd 1'identite suivante :

^'"^^ -
... qui n'ajamais ete prouvee, en depit de tentatives deja reladvement nombreuses, dont Robbins [4]
a recemment retrace 1'historique. D'autres conjectures, de forme voisine, portant sur 1'enumeration
des matrices a signes altemants presentant certaines proprietes de symetrie, ont egalement ete
formulees, et, de nouveau, aucune d'entre elles n'est a ce jour demontree. Citons a ce sujet
1'etonnement de Robbins : " These conjectures are of such compelling simplicity that it is hard to
understand how any mathematician can bear the pain of living without understanding why they are
true".

Nous presentons ici une bijection entre les matrices a signes altemants de taille n et d'autres
matrices, dites matrices de type y, de taiUe n-\. Cette bijection presente principalement deux interets :

- ces nouvelles matrices semblent se preter a une enumeradon plus facile. En particulier, elles
peuvent etre effecrivement dnumerees par des fonnules de recurrence, un peu a 1'instar des triangles
monotones [3].



20

- de plus, les eventuelles symetries de la matrice initiale se traduisent facilement par des
proprietes analogues de la matrice image, ce qui laisse envisager 1'etude des differentes classes de
matrices symetriques pour I'enumeradon desquelles Mills et Robbins ont formule des conjectures.
Nous calculons effectivement les premiers termes des suites enumerant les matrices a signes
altemants appartenant a certaines classes de symetrie, etendant ainsi les tables connues.

Par aiUeurs, un cas pardcuUer de cette bijection permet de reUer la nodon de matrices a signes
altemants a celle de configurations de chemins ne se coupant pas. A 1'aide des resultats generaux
relatifs a ces configurations, nous generalisons et justifions bijecrivement la formule sommatoire
suivante:

yw =2{

qm porte sur toutes les matrices a signes altemants A de taille n, et dans laquelle N(A) designe Ie
nombre de coefficients egaux a -1 dans A.

1) Un changement de base. Matrices de type IP

On peut caracteriser les matrices A = (A.^^.^^ a signes alternants dans 1'ensemble des
matrices carrees a coefficients enders a 1'aide des deux conditions suivantes:

(1) ^\^i, j^n, -!S^, S^^c{0, l},
.
IStS/ ISJkSi

(2) VKi^n, S^=^, =l.
ISJtSn IStSn

La condition (2) signifie que les matrices a signes altemants apparriennent a un sous-espace
affine de dimension (n - 1) de 1'espace des matrices carrees reelles de taille n. Choisissons pour
engine de ce sous-espace la matrice idendte de taille n, notee /., et pour base la famille (E:..'

.,, -. r-~ -- - -~.""~ \, "^/ls,,^n_i'
avec:

Eu =

Ainsi, toute matrice A = (A, ;) de ce sous-espace s'dcrit:
'ISi./Sn

A=I^_^x, E,.
ISi./'Sn-l

On a alors:
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V \^i, j^n a, =8^x^+x^-x, -x^^,
en convenant que x,, = x., = 0 et ̂ , =x, = 0 pour 0<i<n; inversement, les x^ se deduisent des
fljt/ par les fonnules suivantes :

Vl^i, y<n-l, x;, =min(i, y)- ̂  a,,.
ISlSt
ISISy

Enfm, on montre que la condition (1) ci-dessus se traduit sur les coefficients ̂ ;; par :
{0, 1} si0^i<j<n-l ,
{-1, 0} si0<y</<n-l ,

(3)
{0, 1} si0<j<i^n-l
{-1, 0} siO^i^j^n-l

ou 1'on convient que ̂ o. = ^, o = 0 et x^ = ^ = 0 pour O^i^n.
Nous appelons matrices de type S° les matrices X = (^\ satisfaisant les conditions (3).

Les matrices de type V sont done des matrices d'entiers positifs, ayant seulement des 0 et des
1 sur les lignes et colonnes exterieures. De plus, dans chaque ligne et chaque colonne, les coefficients
croissentjusqu'a la diagonale, et decroissent ensuite. Les elements diagonaux sont done des maxima
locaux. Enfm, deux coefficients voisins different de un au plus. La diagonale principale apparait ainsi
comme une "ligne de crete", et c'est cette image, melee a une crise subite et aigue de regionalisme, qui
nous a amenes a appeler "matrices de type pyreneen" ces matrices, tenninologie que nous abregeons
discretement en "matrices de type V".

XMJ~xiJe-

xi,/+l ~xi,j

Par exemple, la matrice de type fP associee b la matrice

fo
0

1

0

1

-1

0 0
0 1

1

-1
0

1

0

0 0>
1 0
0 1
0 0
0 0;

("I 1 0 0^

est
1 1 1

2

1

La corrcspondance que nous venons de decrire etant bijective, 1'enumeradon des matrices a
signes altemants de taille n se ramene done a celle des matrices de type V de taille n-1.

2) Proprietes de symetrie

Le groupe des symetries du carre agit naturellement sur les matrices a signes altemants. D y a
8 classes de conjugaison de sous-groupes de ce groupe, et, pour chacune de ces classes, on peut
s int^resser aux matrices a signes altemants invariantes sous 1'action d'un sous-groupe representant la
classe consideree. Dans la plupart des cas. Mills et Robbins [2] [4] ont formule des conjectures sur 1c
nombre de telles matrices, dont la fonne est voisine de celle de la conjecture principale enoncee ci-
dessus. L'un des avantages du codage des matrices a signes altemants par des matrices de type V
consiste en une traduction simple des proprietes de symetrie. Par exemple, etudions en detail Ie cas
des matrices symetriques par rappon aux deux diagonales.
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Notons ̂  lamatrice (^.. n+i-/)^; ;^ =
'0

0

0

0

1^
0

0 .

U o ... o;
Une matrice A a signes altemants de taille n est symetrique par rappport aux deux diagonales

si et seulement si 'A = A et '(V, A V, ) = A.
Or, '£, = £" et '(^E,^) = E^_, De meme, '/, = /, et '(V^V^} = /..

Comme la famille (£. /)^ est libre, les conditions de symetrie sur A se traduisent de la
fa?on suivante sur les coefficients de X: ̂  = ^,. = x,_^_, pour 1 <i,y ^n-1, ce qui equivaut a dire
que la matriceX est elle-meme symetrique par rapport aux deux diagonales.

En suivant les notations de Robbins, nous notons A^(n) Ie nombre de matrices a signes
altemants symetriques par rapport aux deux diagonales. MiUs et Robbins [2] [4] ont conjecture que

f3n1
4(2n+l)
^(2n-l)

Us ne proposent en rcvanche aucune fonnule pour \(2n).

n est facile de verifier que les autres proprietes de symetrie se transportent de fa?on simple sur
les matrices de type fP. Nous parvenons ainsi aux resultats suivants : soit A une matrice a signes
altemants de taUle n, etX= (x^) la matrice de type fP associee a A.

La matrice A est sym^trique par rapport a la diagonale principale si et seulement si X 1'est
aussi, c'est a dire si Xy = x^ pour l^i. j^n-1.

La matrice A est symetrique par rapport ^ 1'axe vertical si et seulement si
xij + xi.H-j = min (t> y' n-i, n- j) pour 1 <i',y ^ n-1.

La matrice A est invariante par rotation de 180 degres si et seulement si X Vest aussi, c'est a
dire si ̂  = ^_;^_^. pour l^i. j^n-1.

La matrice A est invariante par rotation de 90 degres si et seulement si
x,j + ̂ _^; = min (i, y, n-i, n- j) pour 1 ̂ i', y ̂  n-1.

La matrice A est symetrique par rapport aux deux diagonales si et seulement si X 1'est aussi,
c'est a dire si Xy = x^ = ^_, ^_y pour \<i, j<. n-\.

La matrice A est symetrique par rapport a 1'axe vertical et a 1'axe horizontal si et seulement si
xij + ̂ ,n-y = -Cy + ̂ n-.. / = mi" (^ L n-i, n- j) pour 1 ̂ i,y < n-1.

La matrice A est invariante par toutes les symetries du carre si et seulement si
^ = ^; =^-..»-/ et ̂ y +^.n-/ = min(i, y, /!-i, /i-y) pour 1 <ij ̂ n-l.
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3) Matrices de type P generalise

Nous nous interessons ici a 1'enumeradon de matrices un peu plus generales que les matrices
de type V.

x,+l. j ~xi.j S

-ri,/+l ~xi, j e

Appelons matrice de type V generalise toute matrice X = (x^ verifiant les conditions
{0, 1} si0<i<j^n ,
{-1, 0} siO^j^i^n-1

(4)
{0, 1} si0<j<i^n ,
{-1, 0} si0^i<j<n-l

ou 1'on convient que x^ = x,o = 0 pour O^i^n. La difference avec les matrices de type V provient
du fait qu'ici, les coefficients de la demiere ligne et la demiere colonne de X peuvent etre differents
de 0 et 1. Cette nouvelle definition est done mains restrictive. Toute matrice de type V est bien sur
de type IP generaUse, et U existe une bijection evidente (consistant a rajouter une Ugne et une colonne
de zeros) entre les matrices de type V de taille n-1 et les matrices de type V generalise de taille n
telles que x^=0.

Par exemple, la matrice suivante est de type V generalise (mais pas de type V) :
('11100^

2 2 1 0
2 2 1
232
1 2 3

Soit X = (x^^ une matrice de type V generalise. Alors x^<. n. Pour 1 < i $n, notons
n. (resp. m;) 1c nombre de coefficients egaux ̂  f dans la demiere colonne (resp. ligne) de X, et
valuons cette matrice par:

Y[x;'ym i .
ISiSn

ou x; et y, designent des indeterminees. Notons Q^ la serie gendratrice des matrices de type f
generalise de taille n telles qwx^=p. Le nombre de matrices a signes altemants de taiUe n est alors
Al (") = Qn.o-on cherche une reladon de recurrence reUant les polynomes Q^.

On convient que Qyg = 1. On apar ailleurs : Q = 0 pour 0^n<p.
Considerons une matrice X de type V generalise de taille n+l, et la matrice X' obtenue en

supprimant la demiere ligne et la demiere colonne de X. Alors X' est aussi de type ̂  generalise.
Trois cas sont alors possibles ; si p = x^^ :

(«) ^nn=P '
w ^=p-i,
(r) x^p+i.

Une etude precise de la fa^on dont la matrice X' peut se prolonger en X foumit la relation de
recurrence suivante:
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Q^=^T, (Q^+Q^+Q^),
u, pourp > 0, T, est la transformadon Uneaire de ̂[x,,..., x^, y,,.... y^~\ defmie par:

T, (x^ ... x,^ y, "- ...y^m^ ) = ^+V ̂ . JJ XLl+ni-^.. , l+ni v. l+m--v. . l+m.-^,-i""i y. y-1

avec x^=

i?,^ -c, -^, -i >', -y. -i

0= I et yo= 1, et 5p est la transfomiation Uneaire de ̂.[x,,..., x^, y,...., y^ defmie par :
|0 si n/i;m.. =0 ,

S, (x^... x;'ym'... y,m')=
l&iSp

x^... x;'ym^... y^ sinon.

La transfonnation 5p peut etre vue comme une operation de simplification, ou une projection.

En outre, on obtient pour les matrices de type P generalise symetriques par rapport a la
diagonale principale une recurrence tout a fait analogue, en ne prenant qu'une famille
d'indeterminees. Les polynomes enumerant ces matrices sont les Q» ", ou (Q.. } est la famille
definie comme suit:

-00.0=1,

-Qn.p=0 po\iTO^n<p,
- enfin, pour n SO etp ̂  n+1, Q^ = S, T, (Q^ + Q^_, + Q^,),

ou 7p est la transfonnation Uneau-e de R[^p..., x^^i] defmie par :
(5) T-fx, 'll... x_.. "'"l^=^l+"'"' n-i.

lp\^ ... ^p+1 . )-^p

1+n, _ y 1+n,
. 1-1

iZTp ^< ~ ^, -1

ou, de nouveau, ̂ o= 1, et Sp est la transformation Uneaire de R[^,,..., ^p] defmie par :
|o si n/i; =0,

s^-^'lr)=\(6)
ISiSp

"I '» sinon.

4) Calculs effectifs

Les polynomes 0, p et Q^ que nous avons definis dans la secdon precedente, et que nous
savons determiner par recun-ence, permettent Ie calcul effectif des premiers termes des suites
dnumdrant les matrices a signes altemants appartenant a cenaines classes de symetrie. Nous nous
sommes interesses plus parriculierement aux trois classes pour lesquelles aucune formule n'a ete
conjecturee : matrices symetriques par rapport ̂  la diagonale principale, matrices de taille paire
symetriques par rapport aux deux diagonales, matrices totalement symetriques. Dans ces trois cas,
nous avons pu allonger notablement la liste des valeurs connues (Stanley [6]). Les tables des
resultats sont donnees a la fin de I'ardcle.
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a) Matrices generates

Comme nous 1'avons prec&iemment remarque, Ie nombre de matrices a signes altemants de
taille n est A^ (n) = ^ g. Nous avons ainsi pu verifier la conjecture de Robbins jusqu'au dixieme
tenne.

b) Matrices symetriques par rapport a la diagonale principale
Le nombre de matrices a signes altemants de taille n symetriques par rapport a la diagonale

principaleest A^{n) = Q, g.
Nous avons alors calcule A^(n) jusqu'a n=20, prolongeant ainsi la table de valeurs donnee par

Stanley [6], qui donnait A^(n) pour n ^ 8.

I

t -

t

L^

c) Matrices symetriques par rapport aux deux diagonales
Comme nous 1'avons rappele en section 2, s'il existe une conjecture sur 1c nombre de matrices

a signes altemants de taille impaire symetriques par rapport aux deux diagonales, on ne dispose, a
notre connaissance, d'aucune formule analogue pour les matrices de taille pau-e. Nous montrons ici
que Ie nomhre de telles matrices s'exprime en foncdon des polynomes Q^ , pour 0<^ p^. n.

Soit A une matrice ̂  signes altemants de taille In symetrique par rapport aux deux diagonales.
D'apres la section 2, il est equivalent de dire que la matrice X de type fP associee est elle aussi
symetrique par rapport aux deux diagonales. Notons X = (xy)^;, g,^_, cette matrice.

Lamatrice Z=(z,y) defmie par Zy =x^ pour \<. i, j<. n est une matrice de type ^
generalisd, de taille n, symdtrique par rapport a sa diagonale principale. Sa valuation est Y[x , ou
a;=^pourl$($n. ls's"

Considerons la matrice sym^trique T = (^/) definie par t^=i- x,^_j pour l^i^j^n.
Cette matrice est encore de type V generalise, de taille n, et symetrique par rappon a sa diagonale
principale. Sa valuation est ]-[^, -a, .

ISiSn

Inversement, soient Z = (z,y) et T = (^y) deux matrices de type P generaUse de taiUe
n, symetriques par rapport b la diagonale, telles que z^+r,, =i pour l<, i<n. Alors, 1'unique
matrice X = {x,^ symetrique par rapport aux deux diagonales definie par:

- x,j = Zy pour l^i<j^n,
-^=i-?, 2.^pourl$i^n, n^j<2n-l eti+j^2n,

est de type V.
Finalement, les matrices a signes altemants de taille 2n symetriques par rapport aux deux

diagonales sont en bijection avec les couples (Z, T) de matrices de type V generalisd de taille n
symetriques par rapport a la diagonale, telles que z»+t^= i pour \<i<^n.
Ainsi, en posant (2, = ^ 0»p ' et en ecrivant:

a = s c- ii^<
a=(°I. B2 ..... ".)
OSa]Sa, S... Sa. Sn

OSpSB
'a JLi. -a,

ISiSn
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ou, pour tout a, c^ est un ender, on obdent :

A, (2n)= Ic"c/(.)
<l=(fl|,, fl,,..., B.)
OSaiSa,S... Sa. S»

ou/(a)=(l-a,, 2-a2,..., n-aj.
Nous avons alors calcule ̂ (2/i) jusqu'a n=12, prolongeant ainsi la table de valeurs donnee

par Stanley [6], qui donnait A^(2n) pour n < 4. Une fonnule similaire pennet d'exprimer en foncdon
des Q^ Ie nombre de matrices a signes altemants de taille impaire symetriques par rapport aux deux
diagonales. Nous avons ainsi calcule A^(2n +1) jusqu'a n=10.

d) Matrices totalement symetriques

La encore, on ne connaTt pas de conjecture donnant Ie nombre de matrices ̂  signes altemants
totalement symetriques de taille donnee. SoitA une telle matrice. Elle est forcement de taille impau-e,
soit 2n+l. D'apres la section 2, il est equivalent de du-e que la matrice X de type V associee est
symdtrique par rapport aux deux diagonales et verifie les conditions supplementaires suivantes :
xij + xi,in^-j = Tn [i, J, 2n+1 -i, 2n+1 - y) pour 1 ̂  i,y ̂  2n.

Lamatrice Z=(zy) ^ defmie par z^ =^ pour l^i, j<n est une matrice de type V
g6n6ralise, de taille n, symdtrique par rapport ̂  sa diagonale principale. Par ailleurs, la condition
enoncee ci-dessus impUque que x^+x,^ = i, pour l^i^n, et entraine, puisque x^ -x^, vaut 0
ou l, que, pour l^i<n :

-1+1-
Z-SX-=\:T\-

Inversement, soit Z = (zij\^^ une matrice de type IP generalise de taille n symetrique par
rapport a la diagonale verifiant cette condidon. Alors, 1'unique matrice -X' = (x^) totalement
symetrique defmie par Zy = ^ pour l^i. j^n est de type V.

Finalement, les matrices a signes altemants de taille 2n+l total ement symetriques sont en
bijection avec les matrices de type P generalise de taille n symetriques par rapport a la diagonale,
dont la valuadon est x^... x^ si n est pair, ̂ i2^... ̂-1/2^+1/2 si" est impair. Ceci prouve alors que
1c nombre \(2n+l) de matrices b signes altemants totalement symetriques est Ie coefficient de
x^... x2^ dans Q^^ si n est pair, et Ie coefficient de x^... x^x^^ dans Q, ^^ si n est impair.

Nous avons alors calcule Ag(2n+l) jusqu'a n=13, prolongeant ainsi la table de valeurs
donnee par Stanley [6], qui donnait A^(2n) pour n^7.

Remarque. D est facile de raffmer ces calculs, en valuant chaque matrice a signes altemants selon Ie
nombre de -1 qu'elle possede. En effet. Ie nombre de -1 d'une matrice a signes altemants A est la
somme des cardinaux des trois ensembles suivants:

[(i, j), j > i, x^ = x,^, = x^^, = x^, +\}, [{i, j}j < i, x^ = x^, = x^^, = ^^^ + l} ,
et {i, x, =x^^ =^... +i +1 = ^,+1,. +1} , ou X est la matrice de type V associee a A. De legeres
modificadons des transfonnarions S et T permettent alors de calculer les premieres valeurs des
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p. w=

polynomes P^ definis par ?" = ̂ XN(A} , ou la somme porte sur les matrices A a signes altemants de
taille n, et N(A) designe Ie nombre de -1 de A. Nous retrouvons ainsi la conjecture de Mills, Robbins
et Rumsey [3]: il existe une famille (B^x)) de polynomes telle que:

B^(x)B^x} si n est impair,

[^{x)B^(x) si nest pair.
Nous calculons ainsi les premieres valeurs des B^x). Elles figuraient deja dans 1'article de

Stanley [6], a I'exception de la demiere.
B, {x)=l,
5, (x)=l,
B, (x)=l,
B, (x)=6+x,
B, (x)=2+x,
B^x)=60+70x+12x2+x\
B^x)=6+l3x+6x2+x3,
B,(x) = 840 + 3080.C + 303Sx2 +1224^3 + \95x4 + 20x5 + x6 .
Bg(x) =24+136x+ 234x2 + 176x3 + 63x' + l2x5 + x6,
B,o{x) = 15120 +126000^: + 348684^2 +451944.C3 +311706x4 +124120^5

+29250X6 + 4214^7 + 441.C8 + 30x9 + x10.

Nous avons effectue des calculs similaires pour d'autres classes de symetrie (matrices
symetriques par rapport une diagonale ou deux) sans jamais retrouver de semblables proprietes de
factorisation.

L.

5) Configurations de chemins ne se coupant pas. Une formule sommatoire
Dans la section precedente, il apparait que Ie codage des matrices symetriques par rapport a la

diagonale prindpale est plus simple a etudier que celui des matrices generates. Or, si A est une matrice
a signes altemants quelconque de taille n, la matrice

'0 A"
I'A 0)'

de taille 2n, est a la fois a signes altemants et symetrique. La matrice de type P associee a A' s'ecrit:
ri i.. i
i2.. 2 y

A'=|

x'= 12.. n .. 21

Y 2 .. 2 1
1 .. 11

avecy=(y., )^^ety, =i-J^,
1SIS/

L'applicauon qui associe a la matrice A la matrice Y est inversible car
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V 1 < i, j <, n a^ = y^_^ + y;^, - y - y
ou 1-on convient que y,. = 0, y,,, = i, y^ = 0 et ̂ , =n-i pour 0 ̂  1^ /i. Cette transformation est
equivalente a celle qu'udUsent Robbins et Rumsey [5] en associant a chaque matrice A sa "corner sum
matrix" definie par:

aa= sa" -

ISk&i.lSI&j

On obtient ainsi une bijection entre les matrices a signes altemants de taille n et certaines partitions
planes. En effet, il est clair, compte tenu de la definition (3) des matrices de type V, que les
coefficients de Y decroissent dans les lignes et croissent dans les colonnes. De fa?on precise, nous
disposons done d'une bijection entre les matrices a signes altemants de taille n et les matrices
Y = [Yij], ^ "_ , de taille n-1 teUes que :

lSi,^Sn-l

|y.+i,/-^ {()'1}'
[yi. ^-y, ^{-^o],

avec yo; = 0, y. o = i, y^ = 0 et y^ =n-i pour 0 <i ̂  n.

(7) V O^iJ^n-1

Par exemple, la matrice image de la matrice A =

fo
0

1

0

[0

0

1

-1
0

1

1

-1
0

1

0

0 0^|
1 0
0 1
0 0
0 0)

est V=

fl
2

0 0^
1 0

222
332

Ce nouveau codage pennet dans un premier temps d'obtenu- pour ̂  (n) une formule close.
En effet, la structure de la diagonale de X' montre que, pour construire X' par les etapes (a), (/?) et
(^) ddcrites dans la section 3, il faut appliquer successivement n fois 1'etape (/3), puis n fois 1'etape
(^. Cette remarque nous permet d'ecrire la formule

Mn)=R, R,... R^R^_,... R^),
ou pour O^p^n, Rp=SpTp, \es operateurs lineaires T^ et Sp etant definis respecdvement par (5)
et (6). D est ensuite facile de voir que /?" /?, _,... /?, (1) = x, ^... ̂  , ce qui mene finalement a :

Mn)=R, R,... R^{x, x,... x^).
Cette ecriture pennet egalement de verifier la conjecture de Robbins, jusqu'au dixieme temie de
nouveau.

Par ailleurs, nous allons montrer que ce codage permet d'expliquer bijectivement et de
generaliser la formule suivante, deja mendonnee dans [3] [5] [6]:

=212
Aea.

Par commodite, nous choisissons, plutot que les "corner sum matrices" de Robbins et

Rumsey, 1c codage equivalent suivant : a toute matrice a signes altemants A = (fly) , on associe
lamatrice definiepar:

^ = £ ̂  .

'ISi./Sn'

iS*Sn, /S(Sn
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Ce codage realise une bijecrion entre les matrices a signes altemants de taille n et les matrices
Z=(z,,. )_ . verifiant:

'Vfl&i.j&n
[zy-z..^le{°'1}'
^, -^. {0, 1}.
[z,, =^. =/i+l-i.

Ces matrices sont elles memes en bijection avec des configurations de chemins ne se coupant
"presque" pas, dans un sens que nous definirons rigoureusement plus bas. Cette bijection s'etablit en
prenant pour chemins ceux qui delimitent 1'ensemble des coefficients de Z superieurs ou egaux a un
ender donne. Par exemple, la configiiration associee a la matrice A ci-dessus s'obtient comme suit :

A -> A=

f'5 4 32 I")
43221
32211
22100

1, 1 1 00 OJ

B, B, B, B, B,

Figure 1.

u

L

Introduisons maintenant un peu de vocabulaire.
On appelle chemin de longueur n tout n+1-uplet (0=(^o, ^,..., ^) de points de MX ]N, tel que,

si ̂ ; =(^,,. y. ), alors jt; -x,^ et .y, ^ -y, sont eldments de {0, 1}. Les s, sont les sommets de ©, les
couples (^,, 5,+i) sont ses aretes, et co joint 1c point jp au point s^. Une arete telle que x.̂ -x-^ et
.
Yi+i ~ y< soient egaux a 1 est un pas diagonal. Deux chemins (0 et CD' se coupent s'ils ont un sommet
en coinmun; Us se traversent s'il existe des points Cp..., Ct tels que CD = (^,..., ^, Cp..., Ct, ^+i,... ^),
co'=(^,.. ^, c^,..., Ct, t^,... t^) avec s^t^, s^^t^ et, si j;=(u, v), r, =(u', v'), ^ =(z, r), et
t^=(z', t'), aloTS:

- si uS u'etvS v', alors z^z'ett^t';
- siu ̂ u'etv < v', alors zSz' et r^ r';.

Ainsi, les matrices a signes alternants de taille n sont en bijection avec les n-uplets
(y=((0p..., <i), ) de chemins sans pas diagonaux, ne se traversant pas et n'ayant pas d'arete
commune, tels que (0; joigne A, et 5;, ou 4 = (i -1, 0) et 5; = (0, t -1) pour i >. 1 (Figure 1).

On dit que (0 presente un croisement en position (/, j) si ce sommet est commun a deux
chemins de co. On dit que (ypresente un coude int^rieur en posidon (i, y) s'il n'y a pas de croisement
en ce point, et si les points (1+1, 7), (i, ;) et (i, y+l) sont sommets d'un chemin de CD. Par exemple, la
configuradon de la figure 1 presente 5 croisements et 2 coudes interieurs. Un calcul facile mene alors
aux resultats suivants : si A est une matrice ^ signes altemants et d) la configuration de chemins
associee:

- (upresente un coude interieur en posidon (i, f) si et seulement si fly = -1,
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- (ypresente un croisement en position (i, j) si et seulement si Oy = 0 et ^^ = ^a., = 1.
Rappelons que Ie nombre d'inversions d'une matrice a signes altemants est:

s^fl. <-
J<t&H

(i.T. k. t)
i<t, j<l

II generalise bien sur la notion usuelle definie pour les permutations. On dira qu'il y a une inversion

enposidon(i', y)si ^a^a,, =1.
(k. l)/i<k. J<l

Le second resultat enonce ci-dessus s'exprime alors de la fa?on suivante : d) presente un
croisement en posidon (i", y) si et seulement si il y a une inversion en (i, f) et si a:, ̂  -1.

Soit maintenant S, 1'ensemble des n-uplets w= (wp..., wj de chemins ne se coupant pas,
tels que w; joigne A,. et B,. Valuons une telle configuradon par ]~[ ̂ ', ou d, est Ie nombre de pas
diagonaux apparaissant dans w en la i'sme, ligne. 1£>S"-1
Par exemple, la valuadon de la seconde configuration de la figure 2 est q^q^.

Proposition. La serie generatrice des configurations de G, est:

D»= n(i+<?. r.
lS<Sn-l

Preuve. On se trouve exactement dans 1c cadre de la theorie de Gessel-Viennot relative aux
determinants et aux chemins ne se coupant pas. Pour i'S 1 et y'Sl, notons My la serie generatrice des
chemins allant de ̂  a5^. On a les relations suivantes:

- M,i = Ati; = 1 pouriS1,
- My = M,_^ + M,,,_i + ̂ .._i M;_i^_i pour i-S 2 et y-S 2.

La serie generatrice D. des configuradons de G. est alors Ie determinant de la matrice (M;,}
v/lSi, /Sn

sur ce detemiinant les transformadons elementaires suivantes:

- pour i S 2, on soustrait ̂  la i"feme ligne la ligne precedente;
- puis, pour y" S 2, on soustrait a la/^me colonne la colonne precedente.

En developpant ensuite 1c determinant par rapport a la premiere ligne, on obdent, compte tenu de la
relation de rdcuirence ci-dessus, 1'idendte suivante,

^=^-1 n(i+<7. )-
ISlSn-l

qui foumit Ie rdsultat, puisque D^=l.

Remarque. Une preuve bijecdve de ce r6sultat etonnamment simple serait sans doute interessante.

Revenons maintenant aux matrices a signes altemants. Soit A une matrice a signes altemants
de taille n, 0) la configuration de chemins associee. Soit 0(A) 1'ensemble des configurations de S.
obtenues en transformant en pas diagonaux un certain nombrc des coudes interieurs de CD et la totalite
des coudes ((i"+l, /), (i. y), 0", y+l)) tels qu'il y ait un croisement en position (i, f).
Alors, la somme des valuadons des configurations de 0(A) est :
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,/, (A)-Ar, (A) \^wq'^-^A^l+Q^
ou A?;(A)) (resp. /;(A)) designe Ie nombre de -1 (resp. Ie nombre d'inversions) de A en I'eme ligne,
c'est a dire en posidon (;', /) pour un certain 7.
Par exemple, les quatre configurations de ̂ 5 obtenues a partir de la configuration de la figure 1 sont:

Figure 2.
Par ailleurs, 1'ensemble des ̂ (A), lorsque A varie, est one partition de G^, et on aboutit done

au resultat suivant, dans lequel Gl. designe 1'ensemble des matrices a signes altemants de taille n.

Proposition.
\».ws n^(A)-^A)(i+<7, riw= no+^r.

AeQ. ISi'Sn-l ISiSd-l

L

Quelques cas particuliers.
1) Ce resultat etait connu dans Ie cas ou q, = q pour tout (([5]) ; il s'ecrit alors:

s<7/(A)-^)(i^r)=(i+^),
AeQ.

ou N(A)) (resp. I{A)) designe Ie nombre de -1 (resp. Ie nombre d'inversions) de A.

Lorsque ̂  = 1, U mfene a la reladon: ^ 2N(A) = 2W .
AeCl.

2) Nous pouvons raffiner ce resultat de la facon suivante : soit A une matrice a signes
altemants de taille n. Alors M(A) = 0 et, si 1'unique coefficient non nul de la premiere ligne de A est
situe en ̂ me colonne, I^(A)=k-l. Notons 0.. ^ 1'ensemble des matrices a signes altemants de taille
n dont Ie coefficient non nul de la premiere ligne est en ̂ me colonne. La valuation d'une matrice de

^.*est: ^-1 ]-[ ̂(A)-w. (A)(l+^)wi(A).
2Si'Sn-l

En developpant 1c premier facteur de la formule donnee dans la proposition ci-dessus, il vient
n-r^ n<,,'. <<'-"<<'(i+,, )'"(A)=|;:;|,,t- n(i+<;, r.

/tea. ^ ISiSn-I Y"- ^/ 2S>S>«-1
f»-l>

En particulier, pour ̂ , = 2, on obtient: ^ 2N(A) =[ ̂  , J2^
AeQ^ Y'1' ~
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Resultats numeriques :
n A^(n)

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

1
2
5
16
67
368
2630
24376
293 770
4 610 624
94 080 653
2 492 747 656
85 827 875 506
3 842 929 319 936
223 624 506 056 156
16 901 839 470 598 576
1 659 776 507 866 213 636
211853506422044996288
35137231473111223912310
7 569 998 079 873 075 147 860 464

^(n)

1
2
3
8
15
52
126
568
1783
10436
42471
323144
1 706 562
16 866 856
115640460
1 484 714 416
13 216 815 036
220 426 128 584
2 548 124 192 970
55 203 533 023 856
828 751 754 742 975
23 322 499 520 009 200

16623477112752060736

As(n)

1
0
1
0
1
0
2
0
4
0
13
0
46
0
248
0
1516
0
13654
0
142 873
0
2 156 888
0
38 456 356
0
974 936 056
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