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Le nombre d'arbres m-Husimis in variants
sous une permutation des sommets.

Ivan Constantineau

Version Pr^liminaire

AbstracL_Let. [nLbe the. set {1> 2'- ... "} an<1 ̂9 a pennutation of S^, the symmetric group on [n]. In this paper we(
the number of m-Husimi's rooted and unrooted trees on [n] fixed by conjugation with 0.

Rteum6'. soient-[nll 'ensemble {1:2:--- >n} et ^ une pennutation de 5'n. Ie groupe sym6trique sur [n]. Dans cet article, nous

1c nombre d'arbres et d'arborescences m-Husinu invariants par conjugaison avec 0.

§0. Introduction.

Un arbre Husimig6n6ral est un graphe connexe dont les aretes ne sont jamais contenues dans plus
d'un cycle simple. On peut imaginer un arbrc Husimi (figure 1) comme un arbre de Cayley ordinaire,
auquel on aurait "substitu^" des polygones de diverses taUles aux aretes de I'arbrc. L'arbre'est ditpur
si tous les polygones qui Ie constituent sont de meme taUle. Si la taiUe de ces polygones est m,' on
dira qu'U est m-Husimi.

Dans cet article nous calculons, pour tout entier m > 2 Ie nombrc d'arbrcs m-Husimis invariants
sous une permutarion donn6e des sommets. Nous avons d6]b trait6 lecas m = 2 des arbres ordinaircs dans
[4]. La m^thode udUsde ici est la mfirne que celle que nous avons employee pour rfsoudre ce demier cas.

Nous trouvons d'abord Ie nombrc ̂ arborescences (arbres points) m-Husimi laiss6es fixes par
une permutation donnde. Le nombrc d'arbres m-Husimi invariants s'exprime ais6ment en tennes'du
nomhre de ces arborescences.

Nos calculs reposent sur Ie principe d'auto-similaritS que nous d6crivons sommairement dans la
section 1. Le lecteur pourra en trouver une descripdon plus comptete dans [1]. Puisque ce principe
s'6nonce en termes d'esp^ces de structures, nous profitons de cette secdon pour en rappeller les rudiments.

Vy m

%

Figure 1. Un arbre Husimi g6n6ral
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§1. Espfeces de structures et auto-similarit6.

1.1 Espfeces de structures. Une esp^ce de structures [10, 12] F est une rtgle qui, prcmi6rcment, associe
^ tout ensemble fim £7, un ensemble fini F[U] de F-structures sur £/ et~qui, 'deuxi6mement, assigne ^
?^i?Jle ctio?,{:-?_^-XU I;e bijection. JF1j/]; Fiu) -^ F[v} telle que, pour'tout £7, on ait F[lu} = 1?^]
et teUe que, si la compose fg de deux bijections f, g est bien d^finie, alors on ait F[fg\ = F[f\F\g\. LLa
bijection F[f] est appel^e Ie transport Ie long defdes F-structures sur U vere les F-structurcs sur V.

Soit U un ensemble fini. Le groupe sym6trique sur U, Su, agit sur F[U} par transport de structures.
Soit ,3 une pennutation dans Su. L'ensemble des points fixes de F[0} est d6not6 Fix(F\0]) et sa
cardinalitd fix(F[j3]).

Soit n > 0 un entier et ft e 5n. Pour toute esp^ce F donn6e, les tennes /ia;(i(11/3]) ne dependent,
en g6n6ral, que du type (/3i, /3y, ... ,^) de la permutadon /3 (pour tout i, 0 a /3. cycles de longueur i).
Nous 6crirons aussi (indiff6remment) ̂ 0 I- 1A2A ... n^" pour indiquer Ie type de ft.

Les types de permutations d'ensembles finis sont en bijection (6vidente) avec les partages d'entiers.
Ainsi, pour tout partage r, 1'expression fix{F[r]) a un sens. Pour toute esp^ce F on d6finit la s^rie
indicatrice de cycles de F, d6not6e Zp, de la manifere suivante:

ZF=Zp(xi, x^X3,... )= ^ fix(F[T]) ^x?x^
ThlTl 2T2 3^ ...

l^Tl!2TaTa!3TST3.1. (1)

La th6orie des espfeces de structures pennet un calcul syst6madque des series indicatrices. En effet b
chaque operation combinatoire sur les espies (somme, produit de Cauchy, produit cart6sien, composition
paititionneUe, composition fonctorieUe, d6riv6e etc) il correspond une operation algSbrique au niveau
des series indicatrices. Pour trouver la s6rie indicatrice d'une espfece dorm6e F on commence par la
d^composer au niveau combinatoire, via un isomorphisme naturel, en termes d'esp^ces plus simples (dont
la s6rie indicatrice est connue) et d'op6rations combinatoires panicuUferes sur ces demtercs. On obdent
alors la s6ne indicatrice de F en op^rant alg6briquement sur les series des esptees qui la composent.

1.2 Auto-similarit^. Une autrc fa^on de calculer des sdries indicatrices consiste ̂  trouver dircctement
leurs coefficients. La m^thode de l'auto-similarit6 procfcde de la sorte. A panir d'une permutation 0 d'un
type donnd (arbitraire) on construit et 6num6re les structures de Fix(F[0}).

Pour donner une id6e de cette m6Aode, nous en rcstrcignons l'6tude aux cas des sous-espfeces
F C Rel de 1'espfece Rel des relations binaires1.

Pour tout ensemble fini U, Rel[U} = {s: s CU xU}. De plus, si/: £7 -» V est une bijection,
alors Ie transport des AeJ-structures Ie long de / est defini par la i6gle suivante:

V(ai, X2)   ̂  X ^(/(»l), /(a;2)) £ ^[/](^)^ (2l, X2) 6 <. (2)

Definitions 1. Soient n>0un entier, 0 une permutation de [n] et F une sous-esp6ce de Rel. L'ensemble
des cycles sous-jacents d la permutation 0 est denote C{/3). Pour toute F-structure s sur [n] nous
d^finissons la relation quotient sf ft de s par ft de la manure suivante:

V((7, Z?)   C(^) x C(^), (C', 2?)   5//3 ̂ 3z   C, 3y   £>, (z, y) 6 s. (3)
U'anble plausible [13] quc toute esptce de tbucture puitie atrc enviugfe (plongfe) comme une lous-csptee des relationi. Nolre m&hode, qui I'facnd

urns difficultf uu relations m-ures [2] (quelque-soit m), t'appliquerait done * toule espice de nnKture ordinairc.
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De plus. nous posons Qp(/3) = {p 6 Rel[C(0)} : ^a 6 F[n], s/0 = p} et designons par 8p^ :
Fix(F\/3]) -> Qp(0) la surjection definie par Sp^s) == sf0.

Definitions 2. Soient F C Rel et P[n} I'ensemble des parties de [n], s   F[n} et x e [n]. La coupe
(en premiere composante) de s suivant x, denote s(x) est I'ensemble s(x} = {y: (a;, y)   »}. Soit 0 une
permutation de Sn. Pour toute s e Fix(F{/3}) on definit lafonction A^ comme suit:

A^ : C(^) ̂  P[n]
C -»a(min(C)).

Posons Sim{F^) = {(^(/'), A^) : s £ ^"(I;1[^]), (^(<), xP[n]CW, A^)   (?j. (^)}. On^yini/
lafonction Tp^ .. Fix{F[/3]) -^ Szm{F, 0) par TpM = (^(<), A^).

Proposition 3. Pour toute esp6ce F C Rel, tout entier n > 0 et toute permutation de [n\, lafonction
Tp^ est une bijection.
Preuve. La demonstration dCcoule imm6diatement des d6finidons 1 et 2. D

Pour trouver fix(F\/3}) U suffit de calculer la cardinalitd de Sim(F, 0). C'est ce en quoi consiste
Ie principe d'auto-similarit^. Nous lui avons donn6 ce nom simplement parce qu'on a souvent (pour de
nombreuses esp6ces F) 1'inclusion Qp{/3) C F[C(/3)].

§2. Arbres et arborescences m-Husimis.

2.1 Racine et centre. Nous d6notons l'esp6ce des arbres Husimis g6n6raux par Hua et celle des arbrcs
et arborescences m-Husimis respectivement par Husm et Hupm. L'espece Hupm esi 1'espece Husjn
point6e, Hupm =Hus^.

Par d6finidon, une arborescence h (m-Husimi) a un unique point distingu6, la racine p(h). Si 0 est
une permutadon telle que Hupm\ft](. h) = h alors on a ft{p(h)) = p(K) et ̂  doit avou- au moins un point
fixe. Dans la structure quotient h{0 nous d6signons ce point fixe par p(h/0).

Pour une ffuam-structure, la situation, bien que similaire, n'est pas tout ^ fait la meme. En effet,
pour tout arbrc a e Fix(Husm\ft}) Ie centre de a doit Stre fix6 par /3. Rien n'oblige, par contre, ^ ce
qu'il Ie soit ponctuellement.

En g6n6ral. Ie centre d'un arbre Husimi a est soit un point, soit un polygone. Une manifere simple de
Ie retrouver consiste (comme pour les arbres de Cayley) ̂  "6monder" 1'arbre jusqu'au centre: on enl^ve
successivement toutes les feuilles (les polygones pendants) de 1'arbrc initial et des sous-arbres obtenus.

Bien entendu si Ie centre de 1'arbre est un point, alors la pennutadon 0 doit avoir un point fixe.
Mais cela n'est pas ford si Ie centre est un polygone. Par exemple, tout polygone ^ m c6t6s est un
arbrc m-Husimi (centre en lui-meme) dont Ie groupe d'automorphismes condent toujours (si m > 2)
des pennutations circulaires (sans point fixe).

2.2 L'ensemble SIM(Hupm, /3). Soit 0 E Sn. Pour toute Jfupm-structurc sur [n] et toute pairc de
sommets (x, y) dans [n] x [n] on denote la distance de x SL y dans h par dh(x, y) ou encore, plus
simplement, par d(x, y) lorsqu'il n'y a pas de confusion possible. Si h est dans Fix(Hupm^]) et si x
et y sont deux points du m6me cycle C   C(/3) alors on a <i/t(z, p(A)) = dh{y, p(h}). Ainsi, pour tout
cycle C 6 C(^) et tout a; 6 C', ona <IA/^(C', P(^)) = ^(a?, p(A))-

Soit h   Hupm[n]. En g6n6ral tout sommet a peut faire parde de plusiers m-gones de h. Cependant,
si x n'est pas la racine de h, il n'y a qu'un seul de ces m-gones contenant x pour lequel x n'est pas
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Si distance minimale de p{h) reladvement aux autres sommets du m-gone. Nous d6notons ce m-gone
par Ga. De plus, pour tout autrc m-gone G contenant x, nous dirons que G seferme sur x et que x
ferme G. Si G est un m-gone de h etsiG se ferme sur x alors 1'arbre de longueur m - 2 (sur m - 1
points) que 1'on obtiem de G' en y enlevant x et les aretes adjacentes ^ a; est appel6 un m-gone ouvert.

Un sommet x -^ p(h) est, en g6n6ral, adjacent, ^t deux sommets de Gc que 1'on denote pi (a;) et
p2(z). U y a toujours un de ces deux sommets, disons pi(sc) qui est tel que d(p\{x), p(h)) < d(x, p{h)).
Si m est pair, alors on a soit d{py{x), p{h)) < d(x, p{h)) soit d{pt{x), p{h)) > d{x, p(h)). Dans Ie cas oil
d{p^{x), p(h)) < d{x, p{h)) nous dirons que Ie point x est la crete de Gx.Par centre, si m est impair, on
a forc6ment d{p2(x), p(h)) ^ d{x, p(h)). Si (i(p2 (a;), p(A)) = d{x, p(h}} la crcte de Ga est alors d6finie

comme 6tant 1'arcte {x, pz{z)}.
Examinons maintenant la structure des couples {h/0, ^) que nous pou vans obtenir ̂  pardr de

h   Fix(Hupm\ft}). Nous commen^ons par r6penorier les diverses structures quotients que peuvent
induirc les m-gones consituant h, via (3).

a. Le cas m = 2k+1, k > 1. Soit {x, y} la crete de G», a e C'j etye C'z, ou C',   C(/3), t = 1, 2.
Si Cli = C'2 alors |C'i| doit etre pair et les points xety sont antipodaux dans Ie cycle Ci, c'est-^-dirc

que /3lclt/2(a;) = y. De plus, si pi (a;) (tel que d6fim plus haut) est dans un cycle C et que pi (a;) ne ferme
pas Os alors pi (y) est lui aussi 1'andpode de pi(a?) dans C' et on a forc6ment |C'i| = |C'|.

En continuant de la sone, on induit de Gx une structure pardculifere Gx I ft dans h] ft qui n'est rien
d'autre qu'un ordrc lin6aire de longueur k (la structure Aa de la figure 2). Le plus petit 616ment de cet
ordre total est un cycle de longueur paire, disons 2j, contenant les sommets de la crcte de G« comme
points antipodaux et les A -1 points autres points de cet ordrc doivent tous 6trc des cycles de longueur
2j".De plus si G,, se ferme sur 2   C'< alors |C't| divise j.

Si Gi ^ C12 alors on doit avou- |C'i| = IC'zj = *, pour un certain entier »' arbitraire. La structure

quodent G^f^ que 1'on obtient de (3) & partir du m-gone Gs est alors, elle aussi, un m-gone (les
structures Ai et As de la figure 2). Le m-gone quodent Ga//? peut etrc fenn^ dans tout cycle de
longueur divisant *' qui ne fait pas partie de Gxlft.

cycle de longueur
divisant 2j

cycle delongueur
divisantj

k

cycle de longueur
divisant 2j+l

cycles de longueur 2j: C^ ^ 2j+l:

Figure 2. m-gones quotients, m=2k+l
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_b< u cas m =2k' k ̂  2'. soit a! la cr6te de G«. «   ̂  et p, (z) eCi, i= 1. 2. Encore une fois
structure de G, /^ est d6tennin6e par Ie fait que C'i = C^ ou non.'

. 

c\. =c^ alors }cl\. = 21CI et pl(a;) doit etre aux antiPodes de p2 (») dans C'i. La structure

quorient^^//3 est un ordrc Un6aire de longueur k ayant comme minimum un'cycle de longueur M-bitrairc
i. Les A - 1 61^mems qui restent doivent etrc des cycles de longueur 2». Cet ordre Tin6Mrc"doit ~se
former dans un cycle de longueur *.

SiCi ̂  C-t alois la structure G^jft est un m-gone constitu6 de cycles d'une meme longueur *, qui
se ferme dans un cycle de longueur divisant *'.

k-1

cycle de longueur
divisant i

B,
k-1

cycle de longueur
divisant i

cycles de longueur i: Cl^

Figure 3. m-gones quotients, m=2k

La structure de hfft est une arborescence ^ laqueUe on subsdtue aux argtes les m-gones et onires
Un6aires quodents G//3 que nous venons d'examiner en prcnant ceux de fonne Ai, Aa, As lorsque
m = 2A+1 et ceux de forme Bi, Ba lorsque m = 2k. Bien entendu chacun de ces m-gones quodents
est ferm6 (tel que nous 1'avons indiqu^) dans un cycle de longueur convenable.

D rcste maimenant ̂  examiner les foncrions A^ telles que d6crites par (4) que 1'on peut obtenir des
structures h   Fix(Hupm\j3}). On peut proc&ler en rcmarquant d'abord qu'on peut consid^rer les 5
types de m-gones (ouverts) quotients Ai, A2, A3, Bi, Ba comme des ordres lin6aires. C'est d6j& Ie
cas pour Ay et Bz mais ya I'est aussi, implicitement, pour les types qui rcstent.

En efifet si, pour un cenain m-gone quotiem G'//3 de type Ai, As ou Bi, Ci et C^ sont les deux
cycles de C(^) les plus rapproch6sde p{h/^) et si un troisi^me cycle D fenne G//3 alors A^(Ci) n D
d^temune enti^rcment A^((72) n D (il n'y a qu'une seule faqon de d6finir A^(C'2), une fois A^(Ci)
choisie, de mani^re ̂  fermer et obtenir les m-gones de h qui induisent cette smicturc quotient). Amsi,
on peut convenir qu'un des deux cycles C'i ou C'z (par exemple, celui des deux qui condent Ie plus petit
6\6ment des deux cycles) est Ie minimum (dans G/0) d'un ordre lin^aire de longueur 2fc-2, si m = 2k
et de longueur 2Jfe-l si m = 2Jk+ 1.



64

B suffit done, pour dgfinir la foncrion A^ sur 1'ensemble des cycles constituant G//9, de donner, pour
tout cycle C dans 1'ordre total G//3, 1'image A^(C) dans Ie successeur de C (Ie successeur du maximum
de Gfft est Ie cycle qui ferme G10) que nous d6notons aucc{C}.

La descripdon que nous venons de faire des couples (h/0, ^) qu'U est possible d'obtenir des
arborescences m-Husimis h 6 Fix(Hupm\/3}) est maintenant compl&te et nous avons d6montt6 Ie
th6oreme suivant.

Th^orfeme 4. Soit 0   Sn. L'ensemble Sim(Hupm, 0) (dScrit dans la definition 2) est isomorphe d
F ensemble des couples (^, A) od 8 est une arborescence dont chacune des "finches" peut etre envisage
comme un ordre lin^aire constitu6 de cycles de C(/3).

Si m = 2fe +1, chacun de ces ordres est construit avec des cycles d'une meme longueur (i.e. d chaque
ordre est assocUe une longueur particuli^re de cycles). Ces ordres linSaires sont soit de longueur 2Jb -1,
soil de longueur k - 1, Ie dernier cos ne devant se produire que si la longueur des cycles utilises pour
construire I'ordre est paire.

Si w est un ordre de longueur 2k - 1 et si M est son cycle maximal alors succ(M) n'est pas dans
w et \succ{M)\ divise \M\. Si u/ est un ordre de longueur k -1 alors on doit plutot avoir \succ(
divise |M|/2.

Si m=2k les ordres sont de longueur 2k-2 ouk-1. Encore unefois Ie cycle maximum M d'un
ordre lin^aire de longueur 2k-2 doit etre tel que \succ{M}\ divise \M\.

Pour les ordres de longueur k-l. sim est Ie minimum d'un tel ordre, alors la longueur desk-2
autres cycles Ie constituant est de 2\m\. Dans ce cos, on doit avoir. si M est Ie maximum de I'ordre,
que |aucc(M)| divise \m\.

Finalement A est unefonction qui assigne d tout cycle C eC(0)un point arbitraire dans Ie successeur
de C dans S. Q

A 1'aide de ce thtorfeme, nous passons maintenant ̂  l'6num6rarion des structures de Sim(Hupm, 0).
Nous distinguons les cas ou m est pair et impair.

2J Les arborescences 2k+l-Husimi. Des conditions doivent etrc impos6es sur Ie type de la permutation
/? pour que cette demiere puisse fixer un nombre non-nul d'arborescences m-Husimis. Dans Ie cas impair
(m = 2fc + 1) elles s'expriment de la maniferc suivante:

f ̂ l = lmod(2A)
{ ̂ 2, +l = Omod(2k), j>0
[ 02j =. Qmod{k), j > 0.

(5)

Proposition 5. Soit m = 2k+ 1, k > 1. Soil ft une permutation de type (0i, 02.... , 0n). Si, pour
tout i, 0i remplit la condition donnee par (5) alors Ie terme fix(Hupm[ft}) est donn^ par {'expression
suivante et est nul sinon.

w.
^i! A^i -1)>

'i - l)/2fc]! \~2^
[(A-i)/2Jt]-i

ft, +l
a* \^,+l! ((23_^lf^n (^^ (^i-j ^^^

^-1

(6. 1)

(6. 2)
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r^/2iJA. !(2. )^-(l-l/^
r!2r[(^j/A)-2r]!r=0

E^| -4^r(E^'
^dW ) \dw

r-1

(6. 2)

oil d|< sigmfie <f| « d <.
Preuve. Consid6rons d'abord Ie cas des cycles de longueur impaire 2j + 1 avec j > 1. Comme nous

avons ̂  rcmarqud , ces cycles ne peuvent etre assembles que pour donner des (2fc + l)-gones
ouverts du type As. D s'agit done, en premier Ueu, pour tout j, de se donner /3zj+i/2Jfc fanulles de 2Jfc
membres chacune, de construirc des 2fc-gones ouverts (des arbrcs) de longueur 2A - 1 avec chacune
de ces famUles. Cela peut se fairc de

^.+i!
.
(/32, +i/2A)![(2fc)!]^

W1^
^~J (7)

mani^res distinctes. Le nombre de fa?ons de ddfinir la fonction A sur ces m-gones ouven est de

[(y+i)<»-)^]. ("
Ainsi, Ie nombrc total de m-gones ouvens qu'U est est possible de construire est donn6 en mulripUant
(7) et (8), ce qui donne Ie terme suivant:

^.+i! A2J+1)2
2

^k-l\ ^
(02, +lWl ') (9)

Pour computer Ie calcul U s'agit maintenant de trouver Ie nombrc de maniferes de fermer ces
m-gones. Pour y amver nous procddons comme dans [3] au sujet des arborescences oniinaires.
Supposons j fix6.

Commen^ons par choisir q m-gones quodents dans les 02j+i/2k que nous venons de construire
& qui on impose la condition d'etrc fenn6s dans des cycles de longueur 2j + 1 uniquement. Nous les
appellons des m-gones rigides. Les [(^2j+i/2fc) - g] m-gones qui rcstent devront, quant ̂  eux, etrc
ferm6s dans des cycles de longueur strictement plus perite que 2j +1 (et divisant 2j +1). Ce sont des
m-gones flexibles. Pour 6puiser toutes les possibiUtds, Ie nombrc q de m-gones rigides doit parcourir
les entiers de 0 & ^2j+i/2Jfc.

B s'agit maintenant de rcmarquer qu'en proc6dant de la sorte on obtient en fait une foret de
^2j.tl^2kl ~ q arborcscences sur un ensemble de /32j+i/2A points distincts enracin6es aux m-gones
flexibles. Puisqu'il y a exactement, une fois les racines d6tennin6es,

[(^2, +i/2fc)g - g(^,+i/2A)'-1]
forSts de ce genre (voir [11]), on obtient que Ie nombre de maniferc de fermer les m-gones construits
sur des cycles de longueur 2j +1 est de

E (^l/2fc) [(^.+img -g(^+i/2*rl ][2^+i)]'( ^ d0,
»=0 v ' /- ' \<i|<27+l

 

)-<

(10)
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Ainsi, en multipliant (9) et (10) on obtient (6.2).
Pour ce qui est des cycles de longueur paire, la situation se compUque un peu 6tant donn6e Ie fait

qu'U y a deux construcdons possibles dans ce cas. Fkons j > 1.
On commence par choisir r famiUes de 2A points dans les ̂ 2, cycles de longeur 2j avec

on. c.ons?uit_des. 2A-gones ouverts- Avec les ^ ~ 2rk cyclesqui rcstent on'construit ^7fcr2r
ordrcs Un6aircs (ouvens) de * points chacun. Si on tient comptedes chou possibles" de A'dans ce's
constructions, on a
 ,
72tJ f^\ (2r&)! _(/32,-
^ <2r^r![(2fc)!]r(^. /fc_2, ),

- 2rJfc)!
(/32,7fc-2r)![(fc)!]^/A-2r (11)

(2, )("-'^(^)!y(2, )(*-i)(¥-^(t, )(¥-^)
mani^res de les obtenir. D ne reste plus qu'^ fermer ces m-gones et ordres Un^aires.

Pour les ordres lin6aires on a

(12)

choix possibles pour Ie fairc alors que pour les m-gones, quipeuvent &treferm6s dans les ordres linSaires
que nous venons de construire, on en d6nombre plutot

E (rJ('-'-P'-l)W)'( E ''A+(2y)f^-2r') ) .
'=° ^/ \dW

(13)

En multipUant les rtsultats trouv6s en (11), (12) et (13), on obdent Ie rtsultat (6. 3).
Une fois la racine choisie, Ie cas des cycles de longueur 1 se traite de la meme manure que celui

des cycles de longueur impaire.

2.4 Les arborescences 2k-Husimi. Lorsque m = 2k, (Jfc > 1),, une arborcscence quotient ne peut
^trc constitute que de m-gones quotient de type Bi ou Ba de la figure 3. Les condidons que 1'on
doit imposer sur ft pour que fixEupW soil non-nul sont beaucoup plus 61aboi es que dans Ie cas
impair. Cela tient au fait que les structures quotients de type Ba sont construites avec des cycles de
deux longueurs difKrentes.

Consid6rons une permutadon 0 e Sn de type 1A2A ... nAl. Cette permutation se d6compose de
manifere unique en une suite de permutations (^i, /0|3, ^5,... ), indic6e par les endere impairs oii, pour
tout j, 0\j est 1'unique sous-permutation de 0 de type suivant,

^ ̂  JA(2j^(22j^ .. . (^'jf^ (14)
ofl Aj = Aj(^) est maximal. Nous appeUerons la suite (^|i, ^3, ^5,... ) la ̂ composition impaire de j0.

Fbcons j, un entier impair. Consid6rons la sous-pennutarion ̂ y de 0 telle que nous venons de la
d^finir et examinons les constructions possibles que 1'on peut fairc avec les cycles de longueur maximale
1>'j dans ̂ y.
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Supposons que I'on veuille construirc, avec ces cycles de longueur maximale, i,^. 2fe-gones du
genre rcpr6sent6 par la structure Bi. Alors on choisit *j^, (2Jb - 1) cycles dans 1'ensemble des ̂ A, . de
longueur 2x'j. Ce choix n'est possible, 6videmment, que si la condition suivante est rcspectde,

^, >*,.A, (2fc-l). (15)

Les /9gA,. - »y,A, (2A - l)cycles qui restent devront servir b. la construction d'ordres lin6aircs de longueur
A - 2 (de type Ba). On obdent alors une seconde condition sur t,^ rclativement ^3*, ., & savoir

^,, =i,.A, (2A:-l)mo<i(fe-2). (16)

Posons maintenant

_^, -i,.,, (2fc-l)R^' = fc'^2 -'.
Le nombre Rj^ est Ie nombre d'ordres lin6aires du genre Ba, tous fails de A - 2 cycles de longueur
2A'j et d'un seul cycle de longueur 2x'~lj. Une troisifeme condition apparait clairement:

^*, -i, > Rj, x,. (17)

Nous venons d'obtemr trois conditions (15),(16) et (17) sur la pennutadon ft n6cessaires pour obtenir
un nombre non-nul d'arborescences 2Jk-Husimi fixdes par ft.

Posons maintenant ^A;-i. = 0^-tj - Rj, \, - On se trouve maintenant, reladvement ^ (14), aux
prises avec une permutation de type

% ̂  301(2j^'{22j)0^ .. . (2A'-lj)^'-li,
avec laquelle on doit recommencer la construction que nous venons de faire et obtenir des condidons
analogues ̂  celles que nous avons obtenues. En continuant de la sorte on obtient Ie lemme suivant.

Lemme 6. Soit /3 une permutation de [n] de d6composition impaire (0\\, 0\z, 0\s, . .. ) od, pour tout entier
j impair. Ie type de 0^ est domi6 par (14). Pour tout p, 0 < p < Ay, soit (, ij, \, -p) Ie nombre de cycles
choisis dans I' ensemble de cycles de longueur 2>i~flj pour constituer des 2k-gones quotients de type Bi.
Posons 0^ = ^A; .. Alors, pour tout p, 0 <: p < \j-l, si on veut obtenir un nombre non nul de
Hupyk-structures sur \n} laiss6es fixes par 0, alors on doit avoir les conditions suivantes

^;x,-., > *^-p(2fe - 1),

^, -^. = *^, -p(2fc - l)mo<f(fc - 2),
et

0^, -^, > Rj^, -p,
oii ̂A, -» . et Rj^, -p sont d6finis (r6cursivement) par les r^gles suivantes:

^, -,, -i,.A, -p(2fc-l)
'-p ~ fe~^2~
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et

^'-p-lj = ^i-^j - R3, \, -p-
Finalement, on a aussi, lorsque \j = 0, les conditions

^ ^ J^o(2fe - 1) ,.7>1
^-l*,,o(2A-l)+l , j=l.

D

Propwition 7. Soil m = 2k, k > 2. Soil 0 une permutation de type (A, ^...., /3»). Alors
fix{Hupm[P}) est donn6 par I'expression suivante

-^2k-2^-'ft f ,", ̂ !:'i \, [f2*-1'-"-']1 f2*.-,,1^ (..^..^ ̂2k -^-') (^-^. ^ :'W--' ̂ ^
n f^:-. ) ̂ -''. :(2^%A1' rr,2^t-2 r,2^->ii '"'
^V R^ ) ^![(A-2)!]A^

(18. 1)

(18. 2)

i'^-",.

£('^)[%, -, -^i.][(^-i)^-']
^ *,.*,

[^.A, -p(2A--pj)(A-2)+ ^ d^]
d\<2^-'j

*».*, -P-«0 (18.3)

^.*, -^
E

u>p==0

fRJ^-p} f^w, _ ^,^wp-l ] ̂ X, -p-l^W\ ) Vt^. -P 
~ W"^, -PJ I2"'

K'^,
(2^-lj)^, ^-R^+ ^ d0a\

d\<2>i-'-tj

Jt,^-p-Wft (18. 4)

o0 la somme est sur tous les \j-uplets {ijfl, ij, i,.. . , *j,A, ) satisfaisant les conditions du lemme (6).

Preuve. La preuve de cette proposition est semblable en tous points ̂  celle de la proposidon 5. Pour
* = 1, 2 les equations 18.t donnent Ie nombrc de maniferes de construire les m-gones rcspectivement de
type Bi. De meme, les fonnules 18. 3 et 18.4 sont I'analogue de (10) pour les forcts d'arborescences
construites avec des m-gones de type Bi et Ba, respectivement.

2^ Les arbres m-Husimi. Nous avons deux cas b traiter pour calculer Ie nombre d'arbres m-Husimi
laiss^s fixes par une permutation ̂ 0. Ces cas dependent de la nature cyclique de /3.

Si^i > 1 etsia   fix{Hu8m\ft]) alors Ie centre de a (que ce soit un m - gone ou un point) est
fixd ponctuellement. On obdent alors 1'exprcssion suivante, qui est, ̂  un ddtaU pr6s, la meme que celle
obtenue dans [4] pour les arbrcs de Cayley,

^fix{Husm\/3}) = fix{Hup^}).
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Proposition 8. Soit m et k des entiers tels que k\m. Soil m/k = d et 0 une permutation de type
k0k2khh . . . sk0'" telle que 0k > m/k.

Si k = 1 alors on a

fix(HuSmW) = ^-fix(HupmW).
Si k > 1, alors fix{HusmW) est dow^ par I'expression suivante:

- <ft(k) ^\
[r.,] 2rf (^ 3^kw~1 n (r,,. r,^.. ,r,J H ,"(^-[1-2- ... ̂ ]) (19)

od la sonune est indic^e par la matrice d'entiers r,, > 0, 1 < * < a, l <j <d, ip est lafonction d'Euler,
wc^^{^~d ;1-, autrement.

Preuve. Lecas A = 1 a6t6 d6montr6 plus haut.
Soit fc > 1. Pour fabriquer un arbre a £ Fix{Husm\ft}) on choisit d'abord d cycles dans les ^

cycles de longueur k pour constituer Ie centre de a. D y a

c '^^-l)!. -. I.M.d-l
d} v(k)ka

maniferes de construire ce m-gone central.
Puis on paititionne les cycles qui rcstent en d families (possiblement vides) qu'on associe aux d

cycles du centre. C'est la raison pour laquelle apparait un produit de muldnomiaux dans (19).
Pour chacune des d sous-permutations que nous avons ainsi d6termin6es, on construit ensuite une

arborcscence m-Husimi laiss6e fixe par cette sous-permutadon.
En consid6rant la A-i6me it6r6e de 0, on obtient alors (avec les ry fix&),

(§"»)
'>«=»k\^ ") J]/ta(^upn, [lr^2r2-' ... <'.'.'])

1=1

maniferes de construire ces arborcscences m-Husimi. D

L

L'
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