
87
SUR LA DISTRIBUTION DE L'ARITE DE LA RACINE D'UNE ARBORESCENCE

HYPERQUATERNA1RE A Cf DIMENSIONS

GUbert LabeUe et Louise Laforest, LACIM-UQAM

0. Introduction

La nodon d'arborescence hyperquatemaire fait appel aux d-tuplets de pennutations en considdrant
laL-esp^ceproduit

T=LxLx... xL (rffacteurs)

oti L est resp^ce des ordres lin6aires. Posons [n] = { 1, 2, ..., n ). Une arborescence hyperquatemaire
(i. e. une T-structure) sur [n] consiste done en one suite de d pennutations quelconques des enders de 1 ^
n. En langage g6om6trique [4, 5, 7, 11, 15, 19], une T'-structure est une structure arborescente qui code
F« histoire » des apparidons successives de n points aldatoires P^, P^,..., P^ dans I'hypercube [0, 1]<
Pour i = 1, 2, .... d, chaque point P; est contenu dans un sous-pavd de [0, l]d qu'il subdivise en 2d sous-
pav^s disjoints (gdndralisant ainsi Ie contexte des arborescences binaires de recherche, d = 2.) On suppose
que les points P, sont inddpendants et uniformdment distribu6s; ce qui dquivaut ̂  dire que les T-structures
sont 6quidistribu6es avec probability 1/n! .

Dans la figure 1, nous avons repr6sent6 sch^mariquement rfpennutadons dans lesquelles Ie nombre
1 est mis en evidence pour faire ressorrir 1c fait qu'U correspond au premier point al6atoirc.

li
11

11

I ., -' -. -^ ^ . ^^-. ^;, ; 111
figure 1

Par exemple, dans Ie cas b deux dimensions, supposons que nous ayions les deux permutadons

CTI = (3, 2, 4, 5, 1, 6) et 02 = (4, 5, 3, 1, 6, 2)

reprdsentant respectivement les projecdons sur 1'axe des x et 1'axe des y des numdros des points
constituant Ie nuage de points. La numdrotarion correspond & 1'ordre d'apparidon des points en question.
On peut visualiser ce nuage de points dans la figure 2:



88

2 +~'

6+

1 +-

3-)--

5+

4-1-

,---1---_. _.. _. ___..

6
h-^--

1
, ---L_.

i3
-. -.

h-
5

^--

A - l-t-

figure 2

Soit TCnk,d la probability qu'une sous-arborescence donn6e de la racine d'une arborescence hyper-
quatemaire al^atoire de n noeuds, ^ d dimensions ait k enfants. Plusieurs expressions, r6cursives et
explicites, pour ces probabilitds ont  t6 obtenues dans [13,15]. La distribudon (ou I'espdrance) du nombrc
de noeuds ayant une ant6 donn6e (i. e. nombre d'enfants donnC) est foncrion de cette probability Ttn, k.d
ainsi que de la probability p^,^ que la racine d'une arborescence hyperquatemaire de d dunensions, ayant
n noeuds soit d'arit6 k. Pour ketd fixds, nous avons 6tabli dans [13] que l'esp6rance e^. d du nombre de
noeuds ayant k enfants dans une arborescence hyperquatemaire al6atoire de n pomts sadsfait Ie schdma de
r6currence suivant

ou

n-1

en, k. d = Pn. k. d + 2 £Jcn. i.d eU. <f
»=0

Pn, k. d = probabilit6quelaracined'uneaTborescencehyperquatemaireden
points ait k enfants (O^k^ 2d).

(D

(2)

Le but du present travail est de faire une 6tude combinatoire et analydque de ces probabilitds
fondamentales.

1. Probabilit6 que les n points tombent dans une region donn6e.

Nous allons d'abord regarder ce qui se passe dans Ie cas bidimensionnel. D nous faut examiner les
cas ou Jk=0, 1, 2. 3 et4. Pour commencer, nous aliens considdrer la probabilitd que les n points tombent
dans un ensemble fixd de quadrants. On peut visualiser ces possibilit6s dans la figure 3. Les regions
considdr^es sont les ensembles de carr6s gris. Les quadrants sont num6rot6s de la fa?on suivante :
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00

11

10 (3)

Les variables t^ et ̂  correspondent respectivement aux coordonndes xety du premier point aleatou-e.
Pour les besoins de I'illustradon, nous avons choisi Ie point (^, 7) sans oublier que (?i, t^) est aldatoire et
que /i et ̂  sont inddpendants et distribu^s selon une loi £/[0, 1]. Pour un choix de quadrants donnds,
l'int6grale correspondante donne la probabilitd que les n -1 autres points tombent dans les rdgions grises.

Pour les besoins de la prdsentadon, nous allons introduire la notadon suivante:

t<o> = t et r<l> = 1-r (4)

ou t est une variable reelle. Avec cette convendon, on obdent une Venture plus uniforme des int6grales
impliqudes. Dans la figure 4 nous retrouvons les mt^grales de la figure 3 exprimees avec cette nouvelle
notadon. La probability est maintenant notde J^[S} ou 5 est 1'ensemble de mots binaires qui code les
quadrants choisis.

On remarquera que les indices supdrieurs dans les intdgrants correspondent exactement aux mots
binau-es apparaissant dans 1'ensemble S.

Dans 1c cas ̂  trois dimensions, nous illustrons dans la figure 51c cas de quatre octants gris. Nous
avons dessind deux des 70 fa^ons possibles de choisu' quatre octants parmi huit. Pour la confi-
guration (a), voici 1'integrale qui correspond & la probabilit6 que les n - 1 autres points tombent dans les
quatre octants choisis:

r f f/»<0>.<0>»<0> , .<0>.<0>.<1> , .<0>«<1>.<0> ̂ ^<l>. <l>»<l>^n-l
JoJoJo(rl""r2"r3" +ff"f2"r3" +^"f2"f3" +?f'^2"r3"->" '^1^2^r3 .

Dans Ie cas g6n6ral a d dimensions, nous introduisons la notadon suivante:

,n-l

.. dtd/»N=J... J|£'i<">... '?'>| <"....'
0 0 Yee5

(5)

ou S est un ensemble quelconque de mots binaires de longueur d codant la configuradon des hyperoctants
choisis.



90

Region ProbabiUtC Codage

Ll flO"-l^A,
'o Jo

{}

Slw~ldt^ {00}

S^w-t, )rl dt^ {01}

Jo Jo ((l-r>)^)'l-l^A2 {10}

JJ;((l-r, )(l-r, ))-1^^ {11}

JJ^+r, (l-r, ))n-lAA {00, 01}

JJ/^+a-^^r'^A {00, 10}

^W-t^(\-W-t, )rl dt, dt, {01, 11}

jij^l-t, )t, +(l-t^l-t,)rl dt, dt, {10, 11}

JJ/^+a-^a-^r'^A {00, 11}

JJ;(r, (l-(, )+(l-0^rl d^ {01, 10}

JJ^+^l-r, )+(l-r, )f, rl AA {00,01, 10}

JJ<,1(^ +t^- h) + a - ?i)a - tz)Vdt^ {00,01, 11}

JJ;(^+(l-r, )r, +(l-r, )(l-r3 )rl AA {00, 10, 11}

JJOi(i-^)+(i-^^+a-^)a-?2))"~l^A

Ll Ll i"-l^A
loJo

{01, 10, 11}

{00, 01, 10, 11}

figure 3
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Region Probabilitd J^[S]

H;°--I'»A {}

JolJol^<o^o>)"-l^A {00}

a;oi<o^l>)"-l^A {01}

JolJol^l>f2<o>)"~l^A {10}

JolJol^<l^l>)"-1^2 {11}

n>i<o^o>+^o^l>)"-l^A {00,01}

 

o^o>+r">r2<o>)"~lAA {00, 10}

^°>^>+t^l>^dt^ {01, 11}

^(t^o>+t^l>rl dt^ {10, 11}

JolJol^°^o>+r"^l>r"AA {00, 11}

JolJol^o>^l>+^l^o>r1^^ {01, 10}

H>i<o^o>+^o^l>+^l>^o>rl ^A {00,01, 10}

J1 J1 (^0>^0> +^<0>^1> +^<l>r2<l>rl AA {00,01, 11}

JolJol^o^<o> + <1^<0> + ̂ l>^<l>rl ^A {00, 10, 11}

Jnl£(r'<o>r2<l> 
+ t^o> + ̂ >l^>y~ldt^t2 {01, 10, 11}

JolJol(r»<o>f2<o>+r'<o>^l>+rl<l>r2<o>+rl<l>r2<l>rl A^ {00,01, 10, 11}

Hgure 4
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ul ..= »1.
a; := »3.

"3 := (1-»2)

Jn[S] = ^[{000, 001. 010, 111}] J,[S'] = /^{000, 001, 011, 110}]
(a) (b)

figure 5

Proposition 1: La probability Pn, k, d qu'une arborescence hyperquatemaire aleatoire de n points possede
exactemem k enfants est donn6 par la fonnule

Pn.^ 
= £ (-l)'-vf2^) £ W]

u=0 v " ~ y lSI=u
(6)

ou les J^[S] sont definis par 1'equadon (5).

Preuve : Pour un ensemble S d'hyperoctants donnds, ddfmissons J^[S] comme etant la probabilite que
les hyperoctants determines par S condennent au mains un point chacun. On a ̂ videinment que

UT} = £^[5].
SS.T

Par inversion de Mobius, ou Ie principe d'inclusion-exclusion, on en ddduit que

J:[S] = £(-l)^IJn[T].
Tc5

Nous obtenons done la suite d'exprcssions suivantes pour la probabilitC cherchee:

Pn.^ = £^E5] = £ £ (-1)^' /JT]
\S\=k lSI=JtTc5

= S £ (-D'-'^m = £ S S(-1)'~^"[T]
v=0 T, S u=0 ITI=u T^S

iri=-u. r£;5. 151=jk ISI=jk

(7)

(8)

= £ X (-D'-^jnS 1 = t (-l)'-uf2^1 S^rn
u=0 tTI=u 151=Jt u=0 v / ITI=uW=k

Tc5
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2. Action des groupes hyperocta6draux sur les int6grales 7n[5].

On peut remarquer que plusieurs int6grales ^n[S] de la proposition pr6cedente prennent la meme
valeur en effectuant un changement de variables simple comme dans 1'exemple de la figure 5.

Dans cette figure, nous pouvons constater que 1c deuxifeme volume repr6sente par S' =
{000, 001, 011, 110} peut etre obtenu du premier, repr6sent  par S = {000, 001,010, 111), en effectuant
une rotadon de 90° vers la droite. L'intdgrale Jn[S'} peut s'obtenir de J^[S} par Ie changement de variable
donn6 par

ou

. - »<°> ... - ^<°> ., - - »<l>
"1 := rl'~"> «2 := ?3'". "3 := ?2

ul '. = rl. "2 := f3' "3 := (1-^)-

(9)

Les intdgrales /n[5] et Jn[S'] sont done 6gales. On remarquera que les variables sont permut6es et/ou
«inversees ».

Dans Ie cas general, les changements de variables sont codds par des couples (a, o) tels que

a = aia2... a^   2d, o = 0(1)0(2)... o(rf) e ©^ (10)

ou 2 est 1'ensemble des mots binaires de longueur d et ou <3^est Ie groupe symCtrique de degrd d.

Le changement de variables associ6 au couple (a, o) s'effectue de la fa^on suivante : Pour / =
1, 2,..., d,

-^]=j... j|z ^l>^rd >\ dt,...^
0 0 Yee5

". - <^ ( a, o ) (11)

'.ws J...J fz >,i">... '?->TA i...^.
0 0 YeeS

Tous les changements de variables cod6s par tous les 2dd\ couples possibles ( a, o ) seront
appeles « changements de variables admissibles ».

Proposition 2 : L'ensemble de tous les changements de variables admissibles fonne un groupe
isomorphe au groupe hyperoctaddral B^. L'acdon des changements de variables sur les intdgrales Jn[S]
est isomorphe b 1'acdon du groupe hyperocta&iral sur les ensembles S de mots binaires de longueur det
est decrite comme suit:

^xp(2a) ^(2d) (12)

ou
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(a, o)5 = 5' = a+5oo-l = (w' I w=wiW2-^  5, w;=a<+w^-i^, i=l,..., J),

la somme ddsignant la somme binairc (ou exclusif) et o repr6sentant la composidon.

Preuve : On v6rifie que 1c compose de deux changements de variables (a, o) et (a, o), note
-z-'i(a, o)(a, a), est Ie changement admissible (ec, o) donn6 par a = a+aoo-l et o = ooo. Ces

op^rauons sont justement celles du groupe hyperoctaddral 5^ = 2 x ©^. II est facile de voir que S'
donnd par a+w o o- est 6gal ̂  1'ensemble codant la deuxi&me intdgrale de (11). .

On remarquera que Ie changement de variables donnd dans la figure 5 correspond au couple
(a, o) = (001, 132)etque

(a, o)5 = (a, o){ 000, 001, 010, 111} = {000, 001, 011, 110} = S'.

Si deux ensembles S et S' appardennent ^ la meme orbite de 1'action (12) alors les integrales
correspondantes Jn[S] et /n[5'] sont dgales. On est naturellement amends ̂  rechercher un systeme de
representants de ces orbites ainsi que la cardinalitd de chacune d'elle afin de regrouper les integrales de
valeur egale dans (6).

Revenons ̂  notre exemple ̂  trois dimensions et quatre octants gns. La table 1 nous donne les 70
possibilitds de choisir quatre octants pamii huit, classics en orbites. Pour chacune, on donne la taille, un
reprdsentant ainsi que les octants choisis. On a directement, en udlisant les infonnadons de la table 1 que

vn-1

£^]= £JJJ|£^£1>^2>^3>| ^2^3
LSI=4 ISI=4 QOO^eeS

= 67n[{000, 001, 010, 011)] + 247^[{000, 001, 010, 111)] + 8^[{000, 001, 010, 100}] +

24^[{000, 001, 010, 101}]+67J{000, 001, 110, 111}]+27^[{000, 011, 101, 110}].

Dans les tables 2 et 3, g6n6r6es par un programme maple [3], nous retrouvons la taille et un
reprdsentant pour chaque orbite dans 1c cas des dimensions d= 2 et 3. Ici, nous avons remplace Ie mot
binaire par son Ccriture en base 10. Le repr^sentant choisi est 1'ensemble minimal : c'est 1'ensemble
donnant Ie nombre minimal si on considere ses dl^ments, un fois tn6s en ordre croissant, comme un
nombrc &rit ̂  la base 2d. Les cardinalitds des orbites, pour chaque d fix6, sont en concordance avec les
tables donndes dans [8] dans Ie contexte de h classificadon des foncdons bool6ennes.
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Cas o\i d=3 et k

Nombre d'orbites :
orbite
orbite
orbite
orbite
orbite
orbite

1

2
3
4

5
6

taille
taille
taille
taille
taille
taille

1'ensemble des orbites

{ (000, 001, 010, 011},
(001, Oil, 101, 111},

{ (000,
{000,
{000,
{000,
(001,
(001,
(001,
(010,

001,
001,
010,
Oil,
010,
010,
Oil,
Oil,

010,
101,
101,
101,
Oil,
101,
101,
101,

Ill},
110),
110},
Ill),
100},
Ill),
110},
110),

{ (000, 001, 010, 100),
{000, 100, 101, 110},
{010, 100, 110, 111},

{ {000,
(000,
{000,
{000,
{001,
(001,
{010,
{010,

001,
001,
010,
010,
010,
Oil,
Oil,
101,

010,
Oil,
Oil,
110,
Oil,
110,
100,
110,

101},
Ill},
100),
Ill},
101},
Ill},
110),
Ill),

{ (000, 001, 110, 111},
{001, 010, 101, 110},

6 repr6sentant
24 repr6sentant

8 repr6sentant
24 repr6sentant

6 repr6sentant
2 repr6sentant

(000, 001, 010, 011}
{000, 001, 010, 111}
{000, 001, 010, 100}
{000, 001, 010, 101}
{000, 001, 110, 111}
(000, Oil, 101, 110}

(000, 001, 100, 101}, {000, 010, 100, 110},
{010, Oil, 110, 111}, (100, 101, 110, 111) 1

(000,
(000,
(000,
(000,
(001,
(001,
(001,
{010,

001,
010,
Oil,
Oil,
010,
010,
100,
100,

Oil,
Oil,
100,
110,
100,
110,
110,
101,

110),
101},
101},
Ill),
101),
Ill},
Ill),
Ill},

{000,
{000,
{000,
(000,
{001,
{001,
(010,
(Oil,

001,
010,
Oil,
101,
010,
Oil,
Oil,
100,

100, 111},
100, 111},
100, 110),
110, 111),
100, 110),
100, 111),
100, 111),
101, 110} }

(000, 001, Oil, 101), (000, 010, 011, 110},
{001, 010, Oil, 111}, {001, 100, 101, 111},
(Oil, 101, 110, 111} }

{000,
(000,
(000,
(000,
{001,
{001,
(010,
(Oil,

001,
001,
010,
100,
010,
100,
Oil,
100,

010,
100,
Oil,
101,
Oil,
101,
101,
101,

110},
110),
Ill},
Ill},
110),
110},
Ill),
Ill},

{000,
{000,
(000,
{000,
{001,
(001,
(010,
(Oil,

001,
001,
010,
100,
Oil,
101,
100,
100,

Oil, 100},
101, 111),
100, 101},
110, 111},
100, 101),
110, 111},
101, 110),
110, 111) }

{000, 010, 101, 111), (000, 011, 100, 111),
(001, Oil, 100, 110}, {010, 011, 100, 101} }

{ (000, Oil, 101, 110}, {001, 010, 100, 111} }

table 1

d =1
JNombre d'hyperoctants Taille de 1'orbite Representant de 1'orbite

{}
(0}

2
4

{0, 3}
{0, 1}
{0, 1, 2}
(0, 1, 2, 3}

table 2
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~d=T

JNombre d'hyperoctants 1 aille de 1'orbite Representant de 1'orbite
k = 0 _LL
k ° 1 8 JL°L
k - 2 12

12
4

{0, 1}
(0, 3}
{0, 7}

k - 3 24
24
8

(0, 1, 2}
{0, 1, 6}
(0. 3. 5}

k » 4 6
8

24
24
6
2

{0, 1, 2, 3}
(0, 1, 2, 4}
(0, 1, 2, 5}
(0, 1, 2, 7}
10, 1, 6, 7}
(0, 3, 5, 6)

k = 5 24
8

24

(0, 1, 2, 3, 4}
{0, 1, 2, 4, 7}
{0, 1, 2, 5, 6}

k = 6 12
12
4

{0, 1, 2, 3, 4, 5}
(0, 1, 2, 3, 4, 7}

_L^r 1^ Z, 5^ 6/ 7L
k = 7 8 (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
k=_8_ {0, 1, 2^ ̂  ̂ 4^^, 6, 7}

table 3

3. Analyse asymptotique dos int6grales Jn[S].

Les valeurs exactes des int^grales Jn[S] ne semblent pas pouvoir s'exprimer sous des fonnes
closes ou etre calculables par des sch6mas rdcursifs simples. Nous prdsentons ici l'6bauche d'une
approche permetant de les estimer asymptotiquement lorsque n -> »». Pour un ensemble S de mots
binaires de longueur d, posons

t<£l>f<£2> t<E't>[, /2,..., r<(^ = 2-^h~l ti~'t - ld" '
ce5

Puisque fs(h, ^-'t<l) est la probability qu'un point aleatoire tombe dans 1'ensemble d'hyperoctants
d6temrin6s par 5 et par Ie pomt (fp fz. -> ̂ )'on a 6videmment

(ri, ?2,.... ^) e [0, l]d ==> 0$/5(ri, /2,.... ^)^l.
Pour esdmer 1'intdgrale

1 1

W] = J...J (fs(ti, t2, ^^))n-ldt^. dt^,
0 0

il faut done d'abord determiner 1'ensemble des points de 1'hypercube unit6 maximisant fs.

(14)

(15)

Posons ̂  cet effet
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Ms = {(?i, ?2..... ^)e[0, l]d I /sOi, ^..... ^) = D, (16)

etpourtoutmotbinairca = a^. -a^ e 2rf, denotons par

a' = (l-ai, l-a2, .... 1-^)6 [0, l]d (17)
Ie sommet de 1'hypercube correspondant au compldment binaire du mot a. La proposition suivante d6crit
compl^tement la structure de 1'ensemble Ms.

Proposition 3 : L'ensemble Ms = [(h, t^..., td)^[Q, \}d I fs(b, h,..., t^) = 1} est Ie plus petit
ensemble M c [0, l]a sadsfaisant les deux condidons suivantes :

a) ae5=» a* e M,
b) O^t^l, Oi,.... f,_i, 0, r,+i,..., ̂ ) e ^, (t^.... r,_i, 1, r;^, ..., ̂ ) e A^

==» (/!>..., ^_i, ?, ?, +i>..., ^)e ^'

(18)

(19)

Preuve : Pour tout 3" c 2d, ddsignons par ̂ (xi, ^,..., ̂ ) la fonction caractdristique de 1'ensemble T
(ainsi, pour tout mot binaire a = 0^2 ... a^ on a aeT siet seulement si ZT^O-I. -. a^) = 1). II
est facile de v6rifier que

/5(ai, a2,..., a^) = X5(l-"i, l-a2,..., l-ad)

pour tout mot binaire 0^2 ... a<f. Ainsi, les sommets de 1'hypercube [0, l]d qui appartiennent ^ Ms
coincident avec les a ou a parcourt S. Remarquons que fs(t\, b^ -. td) est de degr6 <- 1 en chaque
variable f;. En fait, on peut 6crire

fs(t^..., ti,..., t^) = tifs(t^..., l,..., td)+(l-ti)fs^,..., 0,..., ^). (20)

Supposons maintenant que
/5(ri,..., 0,..., ^) = /5(fi,..., l,..., ^) = 1, (21)

alorspaT(20)onenddduitque/5^i..... ^.. ", ^) = 1. Ainsi, la propridt^ b) est n&essaircment sadsfaite
par Ms. Pour 6tablir la minimalit6 de MS, on raisonne comme suit : Prenons un point
p = (?i, r2' ... > rd) e Ms et considdrons 1'ensemble Kp = {i I l^i"^^, 0< r, < 1}. En faisant appel ^
(20)pour chaque i e Kp, on determine facilement 1'ensemble Sp des sommets de 1'hypercube [0, 1] dont
lafennetureconvexecondentp. On a Cvidemment 5p c MS. Ainsi, Ie point/?provientn6cessairement
d'applicadons de a) et /ou de b). .

L'analyse asymptotique des Jn[S] peut etre faite en approximant les ensembles M^ et en
appliquant la mdthode classique de Laplace [10] aux repr6sentadons integrales suivantes:

Proposition 4 : Pour tout ensemble S de mots binaires de longueur d, posons

Ms(x)=[^..., ^)e[0, l]a I fs^,..., t^l-x], (22)
alors
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Jn[S] = J'o-Jo(/5(ri"-^))n-lAr"^ <23)

= ^(l-x)n-lwWdx (24)
= Je-nt(p(f)A = (£(p)(^)l, ^ (transformtedeLapIace), (25)

ou 0>(,)=d^<^, ^)=o, (l-, -).
Preuve : Pour un entier N>0, prenons ^ = i/ N, i = 0, 1, ..., A^- 1. On a evidemment,

N-l
W]= Urn ^(\-Xi)n-^Ms(x^)\MsW)

N^ .To
N-l

= Urn S(l-^;)"-lco^, )Ax;.
N t=0

(26)

D'ou 1'on tire la representadon int^grale (24). La transfonnee de Laplace (25) decoule du changement de
variables = l-e~t. .

Le comportement asymptotique de w(x) pour x -^ 0 ou de (p(t) pour t -> 0 detenmine done
completement 1c comportement asymptotique des Jn[S] pour n -» oo.

Exemple : En dimension d =2, considerons 1'ensemble 5 ={ 01, 10, 11 }. Alors Ms = [ (0, *), (*, 0)}
ou 1'dtoile (*) signifie de prendre toutes les valeurs possibles pour cette composante.

(0, 1)

(0, 0)
D(1, 1)

(1, 0)

(0, 1)

(0, 0)
M, Ms(x)

figure 6

L'ensemble M^W est delimite par un arc d'hyperbole (voir figure 6) On verifie facilement qu'on a alors
co(x) = - log x et

W - J:(>-.)"-(-lo. ^ - ^^-^^-....
ou yd^signe la constante d'Euler. En proc^dant de fa^on analogue pour les autres intdgrales Jn[S] et en
utilisant les reprdsentants de la secdon 2 on trouve les valeurs asymptoriques suivantes pour les
probabilit^s pn^, d en dimension d = 2, lorsque n tend vers 1'infini :



P«.0.2 = 0"-1 ~ 0

A^12^52^300.
'+~J+~J+~6~+ -

n~ n^ n" n~

^n.3,2
41ogn 8-4y , 6 25 24 3119 600

+ -f - -T - -T - r - / -
n n n' n'3n3 n" 3Qns
41og/i , 4-4y 2 , 13 , 12, 1559 . 300

Pn.A.1 ~ 1---+---^-+-T+-T+^-7+-^-+ ...
n n

--2"
n' 3^ n4 30n3

Des ddveloppements analogues sont possibles pour les dimensions supCrieures.
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