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Ces notes traitent de diverses questions liées a la triangulation des surfaces.

Ce sujet, a l'origine de la partie la plus élémentaire de la topologie, se révéle d’une richesse
insoupgonnée. D’une part physiciens et mathématiciens en explorant la “gravité quantique” & deux
dimensions en ont tiré des informations sur I’espace des modules des courbes algébriques. D’autre
part un théoreme de Belyi établit une équivalence entre courbes arithmétiques et recouvrements
finis de la droite projective ramifiés aux images réciproques de trois points (0, 1 et oo) de
sorte qu’'une décomposition de la sphére de Riemann en deux triangles peut étre relevée en une
triangulation caractéristique de la courbe. Il s’ensuit que le groupe de Galois Gal(Q/Q) agit sur
les triangulations (des surfaces orientables compactes) dont les sommets adjacents portent deux
valeurs distinctes parmi trois possibles.

La combinatoire, la théorie des groupes & divers titres, la topologie et I’arithmétique semblent
inextricablement mélées. On se bornera ici & décrire les aspects les plus élémentaires, accessibles
aux auteurs, en mettant plutot I’accent sur les points qui leur sont obscurs.

Que la théorie des groupes (finis ou plus généralement discrets) soit liée aux décompositions
cellulaires trouve son origine dans I'interprétation graphique d’une présentation par générateurs
et relations qui date au moins de Cayley (cf. le chapitre 8 du livrte de Coxeter et Moser).
Une décomposition cellulaire d’une surface compacte orientable est engendrée par un “groupe
cartographique” (orienté) selon la terminologie de Grothendieck dans son “Esquisse d'un pro-
gramme”. Notre collégue J.-M. Drouffe en avait aussi donné la construction, qu’on pourrait
généraliser en dimension supérieure. Ce groupe apparait aussi dans des travaux d’analyse
combinatoire consacrés aux hypergraphes. Nous allons voir qu’il permet de donner des preuves
€lémentaires de propriétés combinatoires simples.

Il est peut étre plus intéressant de souligner combien de questions restent sans réponse, les
plus fascinantes étant de nature arithmétique. Ce sont aussi celles devant lesquelles les physiciens
se trouvent malheureusement les plus démunis. On pourra consulter & ce sujet les travaux de
Voevodsky et Shabat, et pour les aspects les plus fondamentaux le livre “Gal(Q/Q)” ol sont

rassemblées les contributions des théoriciens des nombres difficiles & déchiffrer pour les non-
spécialistes.

Pour donner une idée de notre ignorance citons ici le probleme relatif au théoréme d’existence
fondamental de Riemann dans son mémoire sur les fonctions Abeliennes: une variété analytique
unidimensionnelle compacte est une variété algébrique.

-
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jons d’une telle surface au dessus de trois points 0, 1, 0o, de la
droite projective sur C détermine effectivement la structure complexe et si on dispose dés I’abord
d’une fonction rationnelle sur la surface & donnée par 'application f : ¥ — CP,iln'y aa
notre connaissance aucune méthode constructive générale pour engendrer le corps des fonctions
rationnelles sur . Ceci rend la bijection (de Belyi),

(1

z,8) — décomposition cellulaire finie

—

(2)
hautement non triviale dans la direction (2) au sens algébrique voire arithmétique. Tout au plus

comme le font Voevodsky et Shabat peut on chercher a accumuler des exemples. A fortiori les
t d’action Galoisienne sont elles hors de portée en dehors de

Si la donnée des ramificat

questions de corps de définition e
quelques généralités.

Comme on l’a indiqué,
intéressante, en ce qu’elle se transporte en une décomposition de I’
d’isomorphisme des courbes algébriques a n points marqués, espace de dimension 6g — 6 + 2n (sur
R). On évoquera brievement dans une derniere section, quelques résultats dus 3 Harer, Zagier,
Penner, Witten et Kontsevich, en se bornant a la partie algébrique, la plus familiere aux auteurs.

On s’est efforcé de trouver un compromis entre la terminologie des physiciens et celle des
mathématiciens et entre le francais et le franglais. En particulier on appellera groupe cartographique
(groupe cartographique orienté selon Grothendieck) tout groupe discret qui admet une présentation
en termes de deux générateurs dont 1'un est une involution (complétée le cas échéant par des
relations). Un tel groupe est un quotient naturel du groupe fondamental de la droite pro jective (sur
C) privée de trois points. De méme, on appellera carte (finie) la donnée d’un ensemble (fini) de brins
(drapeaux orientés selon Grothendieck) muni d’une action transitive d’un groupe cartographique,
équipé de sa présentation, tel que Iinvolution agisse sans point fixe. Ceci revient a dire que la
classe d’équivalence de Iinvolution n’intersecte pas le stabilisateur B de 'un quelconque des brins.
1l s’ensuit pour G fini que son ordre et le nombre de brins (qui en est un sous multiple) sont pairs.
Si le stabilisateur B est réduit 3 Didentité on parlera de carte réguliére (par référence aux solides
réguliers). Sauf indication contraire nous nous limiterons aux groupes et cartes finis.

Ces notes sont en partie le fruit d’une collaboration avec P. Cohen et J. Wolfart d’une part,
J.-B. Zuber et P. Di Francesco d’autre part. J.-M. Luck nous a prété main forte pour la partie

numérique. Nous les remercions tous vivement.

Pétude détaillée des décompositions cellulaires est par ailleurs
espace des modules des classes

1. GROUPE CARTOGRAPHIQUE

On considére un ensemble fini de cellules bidimensionnelles polygonales (le nombre de cotés
est aussi supposé fini) tel que les arétes soient identifiées par paires (qui peuvent appartenir a la
méme cellule). La surface obtenue est compacte pour toute topologie raisonnable. Nous supposerons
toujours qu'elle est connexe. Comment s’assurer qu’elle est orientable ? Chaque cellule peut étre
orientée, ce qui conduit a un ordre cyclique des sommets. On demande alors que les arétes identifiées
portent une orientation opposée. Ces données, que nous appelons par abus de langage une carte, ont
été diversement dénommées dans des travaux récents. Dans les modsles de matrices des physiciens,
elle apparait comme “graphes de Feynmann 3 doubles arétes (ou propagateurs) orientés” dans un
développement perturbatif ('t Hooft), ou encore “graphes épais” (Penner). Les sommets ou ces
arétes dédoublées se rencontrent héritent d’un ordre cyclique, tandis que les faces correspondent
aux cycles formés par les lignes orientées (Figure 1)

A chaque carte on associe une carte duale obtenue en échangeant les sommets et les faces. Soit
§ le nombre de sommets, A celui des arétes (apres identification) et F celui des faces.

Coupant chaque aréte en deux demi arétes chacune attachée 3 un sommet (ces sommets

pouvant étre distincts ou confondus), nous obtenons 24 brins (par dualité on obtient ainsi les

doubles arétes chac de 3
une attachée a une face). Si S si
' et F, i
S e r(Elations) 5 » désignent les nombres respectifs de sommets
2A=Zv S,=Xv F,
S=2%5 F=% F
A. . o o h
1nsg?ﬁn?mbre ge sommets ou de faces de valence impaire est-il pair
éfinissons deux éléments du’ .
)é S groupe ¥y 4 des permutati d i
S ) . lu’g de ations des 2A brins, su és 1 ;
ik g ;gt;presentatlon flechée des physiciens. Chaque aréte entrante ,en ﬁiozes i
représenta{iol - e sortante. La permutation oy résultante a pour décomposition *Oiflmet o
ion
Siir g, es sommets avec leur valence. De méme chaque brin est associé & ucxiyc i
Sl ,d’ ituer une doubl.e aréte définissant une involution o; possédant A c }cl d 1partenalre
a décomposition cyclique de la permutation o5 telle que e
d 1 f 000109 = ld
code les faces awv
e Co:ineecx ieur_valenc?s. L.e groupe cartographique G ainsi engendré agit transitiv
ok dqutl) peut étre identifiée avec I’espace quotient G/B ou B est le st b'l'ement
nge i j é i
el (g; T Uie 1T1tnt0f)1}3ugue B dans G), G étant muni de sa présentation {o Ulsateur
i qE a% rivialement sur les brins est forcément l'identité , ce qui i o 1’03}'
. En effet, si G est un groupe fini a trois géné , i
i i | eff - P 1 a trois générateurs o9, o1, 0p véri
o un: 1:;1;: 0\1 (—; 000103 = 1, 01 # 1 et B est un sous groupe de é (Z)n r;i?nt -
e t.e ad /B, dont les éléments sont identifiés aux demi—arétes’ Lesparétessayer
S Cc ion de o1, l.es faces les orbites de ’action de o5 et les somm'ets les be'S o
et élémentgs ) C7ecxt fez(')nstr_mt bien une carte si et seulement si les orbites de o (:ni) rt lt?s o
o COI,)_ est-a-dire si et seulement si o, agit sans points fixes sur G/B Celci i (')fliljours
ppems e o Jugaison de 0y dans G ne rencontre pas B. Dans ce cas, il est fa(;ile d Sl'gr'l;i e
i ()gupepn car O%rgp}gque de la carte associée & G/B est le quotient d;, G par le pl s (‘;r =
invarian i el n
s e d(;nc cuontenu dans B (ce sous groupe invariant est 'intersection dis cogr;ljunuéssozs
ne correspondance biunivoque entre les cartes de groupe cartograpf' C?
ique

muni de sa présentati
o
g T Ic)ont n {09,01,02} et les sous groupes de G disjoints de la classe de jugai
: : 'en'ant aucun sous groupe invariant non trivial de G i e
a caractéristique d’Euler d’une carte ‘

est i En eff s
paire. En effet comme sous
‘ : : ne groupe de X34 le groupe cart i &
lr:};roels;:lzltatéon alternée unidimensionnelle: ¢ — p(g) = (—f)#cydreso‘%;i‘ph;use y ppsse'd'e i
re de sommets (faces) de valence paire, on a d’aprés ce qui précédé Sk
p(oo) =(=1)% =(-)°
plor) =(-1)4
| ploa) =(-1)* = (-1
et 1aéelz;t10n 000102 = id. entraine (—1)X =1 )
n fait x est non seulement pai T Yty
. pair mais inférieur ou égal 3 ?
B e i : gal a 2 comme ’argument sui
B oo Com(;;l;c;r;;) itl.mihque. Notons n;, i = 0,1,2, 'ordre de o;. Alorsgnl =2 etulla?t i
ultiple des valences des sommets (des faces). Considérons l’espaocenz) :St'l(;
vectorie

. N ,
‘ 7 1 1 f ] y N . f . , . .
€8 ormes har IIlOIllqueS, C est-a..-dlle des onctions @ deﬁnles sur leS bI 1ms (a Valeurs reelles)

Z ¢ (ofz) =0
0<k<n;—1

Evidemment dj
im V < A. Les S (F) relati .
. = 4. ation — ) = : .
raison de la connexité, de sorte que) s pour ¢ = 0 (¢ = 2) satisfont une unique relation en
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ce qui prouve I’assertion et définit le genre g 2 0.

Les inégalités

24 <noS 24 <y F

entrainent . 1 1
X22A<—+—+———1>
no 2

Ainsi
(1) si nlo +5+ ;1; > 1 le genre est nul
(i1) si ;11;+—;—+;l;=1legenreest00u1
s inégalités précédentes sont des égalités on dira que la carte est semi-réguliére (tous
meéme valence). Il est clair qu’une carte réguliere (cas ou

identité) est semi-réguliére mais la réciproque n'est pas

Lorsque le
les sommets et toutes les faces ont
le stabilisateur d’un brin est réduit a I’
toujours vraie.

Le groupe G défini ci-dessus s’identifie au groupe cartog
agit sur les drapeaux formés d’un sommet d’une aréte incidente et d'une face bordant l’aréte,
muni d’une relation d’orientation. On définit trois involutions renversant lorientation échangeant
un élément (sommet, aréte ou face) de chaque drapeau. Les produits par paires engendrent le
rienté. Cependant ces définitions doivent étre modifiées si une aréte est
&’il existe des sommets de valence un, ou enfin
ossede pas la définition

raphique orienté de Grothendieck qui

groupe cartographique o
incidente sur le méme sommet 3 ses deux extrémités,
si une aréte n’est incidente que sur une seule face, inconvénient que ne p

précédente.
Le groupe cartographique G ne doit pas étre confondu avec le groupe de symétrie H de la

carte. Ce dernier est défini comme le centralisateur de G dans o4, Cest-a-dire I’ensemble des
permutations des 2A brins qui commutent avec laction de G.

Proposition 1. L'ordre du groupe de symétrie H divise 9A et est isomorphe (mais non
identique) au groupe cartographique si et seulement si la carte est réguliere.
Soit z un brin générique et faisons agir G et H respectivement 4 gauche et & droite de telle
sorte que la commutativité s’écrive
(92)h = g(zh) geG, heH

La transitivité de G entraine que les orbites de H ont toutes le méme nombre d’éléments égal a

V’ordre de H de sorte que

2A = |H| x #(orbites)
Si la carte est réguliere, lensemble des brins s’identifie au groupe cartographique (en tant
qu'ensemble) par son action & gauche qui commute avec I'action de G & droite donc H contient
un groupe isomorphe & G, et d’apres ce qui précede, H est isomorphe 4 G. Finalement s1 H est
dre est & la fois un diviseur et un multiple de 24, donc |H| = |G| = 24 ce qui
n’est possible pour une action transitive de G que si G agit sans point fixe et la carte est réguliere.

En genre zéro les cartes régulieres (ou meéme semi-réguliéres) correspondent aux solides

platoniciens. L'inégalité =+ = > ! se récrit (no — 2) (ng — 2) < 4 ce qui donne lieu & la table
G~H

isomorphe a G son or

n=2 ng=n2x2 S=A=n F=2

(a) groupe diédral d'ordre 27, D,

ng=mn nz=2 A=F=n S=2

(b) Nog = Ng = 3 S = — = e (&}
= =F = 5 4
4 A 6 groupe tétraédral A4 d’OI‘dI‘ 12

(c) ng=4 my=3 S5=6 A=12 F=8
c -
ng=3 ny=4 S=8 A=12 F=6¢6 groupe octacdral 8y dordre 24

ng=95 ny,=3 S$=12 A= _
(d) 30 F=20

no=3 ny=5 S§=20 A=30 F=12 groupe icosaédral As d'ordre 60

Dans les cas (b), (c), (d
y ) ) le N
Pautre d’ordre 3 = inf (nO,?('lg)), groupe G admet un systéme de deux générateurs ’'un d’ordre 2

En genre 1 I’égalité
galite (no — 2 —2)=
(no = 2) (n2 — 2) = 4 correspond aux quotients des réseaux réguliers
ng=3 ny=06 hexa |
gonal

(a)
no =6 np =3 triangulaire

(b) no=ny, =4 carré

LeS cas les plus lntelessan‘s sont Ielatlfs a un genle g SU[)erleur a 1 I our une carte re ulle]e
a ,g

g—le(l_L_i
2 no No

Nous retrouvons I'inégalité

galité de Hurwitz en d
S ! : Full n emandant que le groupe de yiis sy, 34
- encoregno - ?Zt;e f}?::lbleévc est;ia—dlre a ¢ fixé en minimisant la Ic)luanti?é:n::)tsril: " ISOIt ? ord1;e

X un d’eux devant étre éri S : ¥

o supérieur ou égal
Ecz)ri,e( ; )(i (3,5)‘et\ (3,6) correspondant & g < 1, on trouxg/ e ey = 1)
% spondant soit a ng = 3, ny = 7 soit & Ia—cart, d )
|G| = 2A et I'on en tire e e

no ng
Les valeurs
gl um cherché
o = 7, nz = 3). Dans ces conditions

Proposition 2. Po st
ST : ur g supe ) )
inférieur ou égal a 84(yg *91)’ perieur a 1, 'ordre du
Quand cette borne :
. est atteinte ,
(c,artographlque on e symdisle on parle de carte ré
d’ordre 2,3,7 respectivement.

groupe de symétrie d’ cgulie
p ymétrie d’une carte réguliére est

' uliere de Hurwi
S e o : guliere de urwitz et de groupe
gendré par trois générateurs de produit unité et

Pour une carte de Hurwi '

: tzon a S =

: s a S(ou F) =28(g — 1 =

gm;a;t(?ue cet:ce .borne n’est pas toujours atteinte. (Igar ei:e e e T

e Cé{)éb € symétrie est 48 (il s’agit du produit direct /27

P re groupe de Hurwitz PSL, (F7) ~ L
urwitz voir M. Conder). ' 3

En rev
enant au cas d’ T
une carte arbit i
valenc . itraire soit S, (F
e v. Dans des modéles de matrices v (Fv) le nombre de sommets

A ’ (9 —1).
p; e)n gEenre 2 l'ordre du plus grand

X S4*). En revanche en

’ genre 3 on

(F2) d’ordre 168 (pour une revue des groupes dz

(de faces) de

chaque carte est comptée avec un poids de la forme

ou l'ord Stri
re du groupe symétrie apparait sous la forme ”11]
S
v=0iS!
C|H| = I I Y
vs

v

. 00
*
Corr: 3
espondant & une carte formée de 16 trian,

té de
- 6 octogones se rencontrant
mets d’un octaédre

duali e
g e rencontrant par 8 en 6 sommets (avec 24 arétes) ou p
ar

par tnplets en 16 sommets, double recouvrement de la sphexe ramifié aux




ni de la maniére suivante. Ayant indexé tous

de facons distinctes de les joindre de maniere
bre d’involutions

expression dans laquelle ’entier positif vs est défi
les brins par 2A symboles, on compte le nombre vs
A produire la carte donnée (sans indexation). En d’autres termes vs est le nom
o1 € L4 telles que, 0o étant donné, ces deux permutations engendrent des groupes G isomorphes
mais distincts. Deux tels choix o1 et o} ayant méme décomposition cyclique (ZA) sont conjugués
dans T24. 1l existe donc une permutation k commutant & oo telle que ol = ko k. Si Com (o0)
désigne le commutant de 0o dans 24 et Com (09,01) — isomorphe & H — le sous groupe de ces

éléments qui commutent aussi avec 01, OIl &
|Com (o0)|
Vg = 7
|Com (00, 01)|

)5v Pordre de son commutant est

|Com (00)| = H v S, !
v
stifie I’expression ci-dessus. Bien entendu on a pour une

La classe de o étant [, (v

tandis que |Com (00,01)| = |H| ce qui ju

définition adéquate la formule duale
vV F,

=115

v

de symétrie H agit linéairement sur l’espace vectoriel V des 1-formes harmoniques par
Y &

o — ot o Pe) =e(zh)

ot lon vérifie sans peine que " est encore harmonique. Il s’ensuit que V est un H-module
(en général réductible). Dans le cas, probablement tres spécial, ol en tensorisant par C,V se
décomposerait en deux représentations irréductibles conjuguées de H, on en concluerait* que g||H|.
C’est ce qui se produit par exemple pour la carte de Hurwitz de PSL; (F7), mais g étant premier
avec ¢ — 1, ceci ne peut avoir lieu pour d’autres cartes de Hurwitz que si g est un diviseur de 84

ce qui majorerait Pordre du groupe de symétrie correspondant par 84 x 83 = 6.972.
Tl existe une description intrinseque du groupe de symétrie H d’une carte. Marquons un brin z,
que, et considérons le normalisateur

soit B, C G son groupe d’isotropie dans le groupe cartographi
Norm (B:) C G, est-a-dire le sous groupe des g € G tels que g Byg~! = By. Il est clair que B;

est un sous groupe invariant de Norm (Bg) -
Proposition 3. Le groupe de symétrie H est isomorphe a
Norm (B;) /B:

G et nous retrouvons l'isomorphisme H~G.

Le groupe

Si la carte est réguliere B = {id}, Norm(B) =
La preuve se fait en trois étapes:

(i) Si z et y = zh sont des brins de la méme orbite du groupe de symétrie, alors By = By- En

effet ¢ € B, implique que g(zh) = (gz)h = zh, donc B, C By et de méme By C B;.

(ii) H privé de l’identité agit sa
de G (voir plus haut).
(iii) Soient deux brins z et y tels que By = By = B. Par ’hypothese de transitivité, il existe
4 € G tel que y =y et yBy~! =B doncy€ Norm(B). Fixant z et 7, pour un brin générique 2,
il existe ¢ € G tel que z = gz.
L’application h des brins dans les brins
h : z — zh = gve

ns point fixe sur les brins comme conséquence de la transitivité

* La dimension d’une représentation irréductible (sur C) divise ordre d’un groupe fini (cf. Serre).

est bien définie e 1été
n vertu de la propriété de . Pour tout ¢' € G

(g Z) h (g g) YT g 2
( )
Ell ldentlﬁaﬂt Iensenxble deS brlﬂS avec le qUOtleIlt G/B ll s’ensuit que (gB)

qui donne 'application h : ¢B — g7B telle que h = gBy = gvB ce

i
goh=hog : gB—g'gyB

N S 1 p \ .
n INOIN ( )
d oyau B t h INOr hl‘s]lle est
Oous avons ainsi u ]()]1 01 11sme ]‘J() m 1; — 11 € n Ce Oomomao: P

surjecti is St ;
jectif puisque étant donné h € H on peut trouver 7 € Norm(B) tel h
que y = zh =

compléte la preuve. Yz ce qui

On dira qu’une ca:
1 rte est un recouvr »
satisfaites. Soit G (&g, 61, 6 ement d’une autre si les condition 1
I G(((;-,OOZ 02) I)e gl;(;upe cartographique de la premiére carte agissantsszlrn:zntes S(;)?t
sl y01,02 es quantité { ensemble

S8 ha bl Surjective’ ) q ités analogues pour la seconde. On demande qu’il existe
f : B — B

telle que
f(8:8) = ot (%)

Comme on I’a remarqué plus haut, un élé 1
. en , un élément de G qui agit trivial ] i
iy entri 1 ;:)ier;tlltet;7 Cgirlnmeéf est sur_.]ective, la définition d’ugn recouvfemmegt Sllrlnr toc:: - tb i
S O,n péutzre rr;sSe testévrale pour oy, 01, 0y dans G, ce qui signiﬁepque (glee ?ute
Lot presenter B comme G/B et B comme G/B. On peut alors décri ol
uvrements. Partant de G un groupe cartographique, G un grosupecr]retplus
! e quotient

de G (ou I’on note octs 5 2
> p la projection G — G
tel que B = G/B soi — 1) tel que p(61) # €, et B u
cartographique/ 2 sonttu.ne cafte de groupe cartographique G, les recouvreme;rlltso(l:l1S Zroupe de G
B =G/B rec sont indexés par les sous groupes de p~!(B). Notant B prgalad o
ouvre B. La preuve est élémentaire. On prouve d’abord que tousulZs tse o grOUp(f ’
ous groupes de

-1 B t 1 = ’t 4 't b d » . C;V
( )
p p p ues pour que G B SO1 1€Nn une carte de gr upe carto ]a[) l(] e
on €S proprietes vou / g O g h u .

é¢ - @
L |
G/B G/B

se é
compléte naturellement en un diagramme commutatif

G — G
1 ¢ L, G/B
U f a les propriétés d’un recouvrement.

n ca. [) rticulier e € sulv € 1e carte et son
T S l ul I C T u
l S art t 3 a (0] ons (le >

G (0'0 01,0 3
0,71, 2),0nprend our B | 1-meé
LA . e.p e groupe G lui-méme en tant qu’ensemble.

groupe cartographique
On do o o iy : Alors G agit 3
B e 16 cocte Stk Pzend g,ﬁ— o; qui est une involution sans point fixe sur g gzrclgopéi
1ale et on définit I'applicati 3 : : 1s1
les fibres o pplication B — B par ( B
3 nt pour s 5 g€ — (gz € B). T
b p cardinal |B;| et on vérifie que les propriétés de recouvrement( sont )t' fo.utes
nt satisfaites
Proposition 4. T ’
. Toute carte possed
groupe d Bt possede un recouvrement pa; o A
P€ de symétrie le groupe cartographique de la carte ?niiizﬁge carte réguliére admettant comme




de la carte réguliere, cette construction ne dépend pas essentiellement

Si on conserve la notation ng, nz pour les plus petits
ts et des faces de la carte initiale et si on pose n = | Bz |
e a pour caractéristique d’Euler

En raison de la symétrie
du choix du brin z dans la carte initiale.
communs multiples des valences des somme
de sorte que |G| = 24n, la carte réguliere qui la recouvr

’ i 1 1
= 2AR | — =~ T <nx
ng 2 N2

donc un genre ¢' tel que
g > 1+n(g—1)

> 1. Il va sans dire que ng et na, les ordres de o et o2, divisent |G| = 24n.

Les groupes cartographiques (finis), c’est-a-dire ceux qui admettent une présentation en termes
de deux générateurs dont ’un est une involution, sont tres nombreux. Nous n’avons pas fait une
étude exhaustive de cette question (qui le mériterait). Mentionnons 3 titre d’exemples les quotients
finis du groupe modulaire PSLy(Z) et les groupes symétriques T, Les premiers parce que le groupe
modulaire admet une présentation en termes de deux générateurs dont 'un est une involution,
l’autre d’ordre trois, les seconds parce qu'ils sont engendrés par un cycle oo = (1,2, ...,n) d’ordre

n et une transposition o1 = (1,2) tandis que 02 = (0001)_1 =(2)(n,n -1, ..,3,2,1) est d’ordre
F = Enj'T (avec F échangé

inégalité intéressante sig

(n—1). La carte réguliere correspondante est telle que S = %‘ A= “7!,

avec S pour la carte duale) et son genre est

(n—2)!
4

qui vaut 0 pour n < 4*, tandis que pour n > 4 le genre croit tres rapidement.
le intéressant est fourni pour p premier supérieur 4 3 par le groupe
affine L, identifiée avec le corps Fp, correspondant aux

g=1+ [n2—5n+2]

Un autre exemp
affine modulo p agissant sur la droite

transformations

w— au+b, aEF;. u,beFp

if cyclique de F de générateur 7 (c’est-a-dire que p — 1 est la plus

ou F} est le groupe multiplicat
— 1 mod p). On peut prendre comme générateurs

petite puissance telle que np~?

0o U — NU ag-l =1
2 —
o u— —u—1 oy =1
d’ou —
p=1mod 4 a7 =1
g9 = —77—1u -1
ot
p=—1mod 4 g,? =1

Une carte réguliére associée aura S=p A= B(—pé——l—) et suivant que p = 1(4), F =p (il s’agit de

p — l-gones) ou p = —1(4), F = 2p (qui sont des ’%l——gones).
Le genre est alors donné par
p(p —5)

1 si p=1(4)

g-—1=
-1

=T § p=-14)

i )

4
p(p R 1 arétes, la carte correspond au graphe complet sur p points
deux sommets distincts sinon

Comme il y a p sommets et
complété par les faces (on vérifie que chaque aréte est incidente sur

[
* Les cas n = 2 et 3 corresponden

diédraux D2 et Ds.

t respectivement au segment et au triangle, et sont identifiables aux ¢as

il existerait un entier k tel que o; = of i i i

W, . le 01 = 0y, ce qui est impossible). On en déduit que le

o S HRE de(‘z;e}::em;eii ztlllgl)lzrleur zli 31‘ peut étre ’trflcé sans intersections sur ?me sugri':f:)f}:1 i;rimg lit

o do tpar a formule précédente. Ceci est & comparer avec le rog)l‘C 9

e d.e Sortear es (gou son duél) selon lequel (Ringel (1974)) en genre g i 0 o

S e i que e:i’,fa(.:es adjacentes portent des couleurs distinctes, il suffi don
; re chroratique, est la partie entiére de B

T+v1+48g
2

Cette partie entiére
g est en tous cas une borne ri

b : : supérieure. De maniére équi

plet & n sommets peut étre tracé sur une surface (orientabl eq__(‘::’?lenfe’ e

de Heawood). En effet, les faces étant au moins tri - l)gn ) o

a moins triangulaires 24 = -

f?ggr‘?;d’fmer el}tralne 29—2 = 1‘% e P 8Eel qu?i:t 1,_1),2 fF de ,sorte que la

e de coloriage en genre positif est alors que I'inégalité p’eut étre s:tljfzelte i
> , €n ce sens qu’on

peut trouver g = y(n) = Inf {r €z,r> ("—3)(n—4)}
= 12

En genre 1 1 .
Montroni commeztn:étl;r; chx;)or;ulitIQue est 7, ce qui s’identifie au cas précédent quand p = 7
- . = a constructi Scé ; =3
elliptique arithmétique. : uction précédente se présente en termes d’une courbe

Soit d’abord p = 5 = 1(
= 5 = 1(4). Pour trac
S e el cz;g;(rérzn t]ore le graphe complet (auto-dual) ayant 5
s . ) ns les som 2 Gias m :
comme ’ensemble des entiers de Gauss Z (v/=1) . L’idéal prexrnnfezt: :;gzt;sdeaa}x carré bi-dimensionnel
ré par

; . T=24+v-1

e norme 5 (7° — 47 +5 = 0) co 3

nor: : = rrespond a un sous ré i vV Vv

S . éseau et le quotient 7 (1/—

fes dho avei T;ﬂcor;;s Fs,) cont‘1e'nF 5 sommets et 5 carrés du pavage initial éi n ) /7(-12 \ i .

e l’indique, lae;. -u réseau initial, chaque sommet (chaque face) est jOiI.lt auous lt R

- modulairelil:;;)& Ijo(us a;z;)ns ell;si le graphe complet dessiné sur la éou(rlE: ;leli;;li;res
. =) (v—-1) =12°. De plus1 Stri Vv »

o A ) . ’ plus le groupe de symétrie d — ¢

Conﬁgurationa( 1on'i1 et rotzatlons multiples d’un quart de tour devient un grou;ezd(e 1)':n'ge(§ldre
vV T — 5, V/=15 =57 — 10) et son action est celle du groupeyafgrf(leegui ?

a

droite sur F5. Si on 5
sur Fs. représente les brins par i V V4
deux générateurs possibles sont par une peire (s € 2 (V1) mod . ( _l)a’ ety

o (x’ \/_—1a> :(z’\/—:a+l)
k. o (oY = (eavar )
n vérifie les relations

4 _ 2 4
Of = — = E
0 =01 =(0g01)" = (0301) = 010301030100 ="

impliquant que ¢§ = 1 (comme il se doit)

d or dre 5
0 4]

ot (agal) oy = (03&1)4
-1(_2
P, a5 (0501) 00 = (of0 ’
Tout élément du groupe s’écrit alors !
Jap = (0301)005

. a mod 5, d
avec la loi de multiplication o

JaiB19Ye2B2 = Jay+3 10y, 81+ B2

qui est ble e e F
n celle du groupe affin puisque 3 est un générateur de F?
5.




Dans le cas p =T, g = 1 on peut reprendre I'exercice utilisant identification des sommets du
réseau triangulaire avec les entiers de Eisenstein Z(w), w = €xp 2/—1% de la forme m + nw de
norme m? + n? + mn. L’idéal premier est engendré par

T=2+4w

de norme 7 (12 = 57 + 7 =0).

Le réseau triangulaire modulo l'idéal e
triangulaires correspondant au graphe comp
brins sont des paires (2 € Z(w) mod T, w*,
est engendrée par

ngendré par 7 contient 7 sommets, 21 arétes et 14 faces
let sur 7 points (Figure 2b). Comme précédemment les
a mod 6) et l'action du groupe de symétrie du réseau

oo (z,w") = (a:,w““)

oy (z,w?) = (z+w, ¥y

On vérifie que
7
ag = Uf = (0001)3 = (0801) =1

Comme 6

01—1 (agal) oy = (agal)
5

oyt (0301) gy = (0801)

’élément 030y engendre un sous groupe cyclique invariant d’ordre 7. Un élément générique du

groupe est représenté sous la forme

o, f = (agal)a ag ; amod 7, J mod6

avec
Joy,81 902,82 = Jar+3P102,811 B2

qui est le groupe affine sur F7, 3 étant aussi dans ce cas un générateur de F7. La courbe elliptique

correspondante a pour invariant modulaire j () =j(w)=0.

La décomposition barycentrique d’une carte conduit & une triangu
correspondent aux somimnets, milieux d’arétes et milieux des faces. Pour ce
nombres de sommets, d’arétes et de faces triangulaires deviennent

S =S+A+F

A =6A

F' =% 2vF, =4A
s 'appelerons carte (ou triangulation) dérivée. Soit G' son groupe
de la triangulation peuvent étre classés en trois familles du type S5
e classe on obtient la carte réguliere 4 3 sommets, 3
) de groupe cartographique et de symétrie

¥,. Ceci engendre un homomorphisme surjectif G' — 53 —> 1 de noyau I' (et correspond & la
. 2

présentation de Belyi). On se convainc que T est engendré par les éléments 5o = o et &1 = 0100 oy
Ces derniers engendrent bien un sous groupe invariant T’ dans G' puisque

lation dont les sommets
tte triangulation les

et le genre est invariant. Nou
cartographique. Les sommets
A ou F. En identifiant les sommets de chaqu
arétes et 2 faces (triangulation élémentaire d’une sphere

-1~

(o) 0’00’6 = 09
0']'15001 =0
oty =ovter
gy g10; =00

ot on a utilisé la relation (060'1)3 — 1 de la triangulation, et les images to, t1 de o}, oy dans

I'application G' — G'|T vérifient

2 =12 = (tot1)’ =1
de 3 (en tant que groupe de Weyl del’
t identiquement l'identité.

qui sont les relations génératrices algebre de Lie sl3). Enfin,

on s’assure que ni o ni t; ne son
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1. l = 3
LeS bIl S de a carte ()rlglnale forment une sous faﬂllne de ceux de ].a tr]allgulatloll Stable

pour I actio de (of) g1 q P .
t1 n et 5 action 1 d N de t €
u evient Celle respectivement de 0o et g1 On € d dul la suit

1——-} F —)Gl—>23————)1

i)

G

i

E ’ ’ l 1 1

n général I" n’e : ;
e b fac; ;Zturpzlzs 1solm(gphe a G comme le montre I’exemple de genre zéro & 2 so

quel |G ~ Z/27| = 2, tandis que la carte dérivée, qui n’est pas fflflgrflts, 1
iere,

possede 4 sommets, 6 arétes et 4 faces et u

s oo i t un groupe cartographique a 24 éléments, ce

i SomfnetL aréé.te(sje:ttef carte derlveel s’obtx\ent a partir de la carte tétraéd:arizn((ii:?iéque

T diago,nales dm, aces, en prO(\:edant a la transformation dite “fip” (correspond mi

A sl ;,s u(xil quadrllate\re) affectant deux faces du tétraeédre. On ass ant

i et q ordre 12 (A4) a G' d’ordre 24 (qui & la différence de A4, [I))oss;:dilisri

'Les triangulations dérivées d’une carte ne s ené

possible de partager les sommets en trois classes, l.;ztsg;SmIZtss lel}ilsngti?:;zzsagggii Cellfs‘ Oflll -

enant a chacune

d’entre elles. C’est cett
; e classe plus générale qui i i
. qui intervient dan T i
une telle carte admettra une triangulation dérivée barycentriquz FHSETSaEte, Spaist

2. STRUCTURE COMPLEXE

Aux donné i i
ces combinat : :
{ 1mreshc\l unde c;rte on associe une surface de Riemann compacte. Il s’agit
a sphere de Riemann qui n’ S 2L H I
ul n’est ramifi ’ i :
oo (correspon 3 9 111eé qu aux 1ma,
: Ayani)f 'Ctlan}f I:esl();’fctlvernent aux sommets, “milieux” d’arétesq et “mili gis(;m;erses cetir
ait choix d’un point b itrai LUBIE ™ e thges )
ase arbitraire (hors d i : )
Ceo du groupe fond s de ces trois points), les géné
o 1g I; ; a,.mentle m1 (CPy — {0,1,00}) correspondant & des ci )"t & erat«—?tlrs o, €1,
, 1, 0o et satisfaisant a la relation reuits élémentaires autour

C0C1Coo = 1d.

g ur IeS ﬁbre e recouvrement comme o [y g espe veme S € l) ns de la carte
agissent s S d Ci
0,01, ): I p Cl1 ment sur 1 S DI d 1
1P T fa,lle blef le gI()ll[)e f()IldameIli al Cl-dessus. ()n a dOn h IMOIMOI 11 lle’ S\IC|E
NOtOIlS s ou C un homomo pl S
) {65 f

m—G—1

dont le no 4
yau est engendré par c;°, ¢Z, c"2
. ) ) t les aut l 1 1 3
La droite projecti 5 0/ 3 G111 Godi 1€ utres relations satisfaites par 1 -
¥ le recouvremzn(:‘]j‘:lg'; ; ecﬂiie L la sphere marquée en 0, 1, oo en depux ti?ai?.l N
inverse par A de la tri; é 1e ni ci-dessus et § la projection sur la sphére de RienlagxleS.L"Otf)nS
B lir e moctes | Angu atl’(.m de. la sphere devient la triangulation dérivée d 1 n. L'image
. o ;né i 1s initiales s’identifient & 471[0,1] tandis que 8711, 00] dessi e la carte. En
: me 5~ i €ss1
. bussiond pefmet de felever la. structure complexe qui trans}orme > ;ne el e
B oicction 5 déﬁ’ r.(tevetement a 2A feuillets de la sphére de Riemann ramifiée ur;;_leéface de
< nit, au moyen de la coord 3 ~ en 11, 00).
i orend ) . ordonnée z sur la spheére, un éléme ot
p aux sommets, milieux d’arétes et milieux de faces d’e la carte Iflltuff)tlllci?rps'latltonnel
magine tracée

sur ¥, les v.

) aleurs 0, 1, co : ;
face) p sl ) respectivement qui sont des valeurs critiques. En un sommet (milieu 4

ce v : ) . : milieu

. , la fonction z s’exprime comme (t— ts)” 1 £ . , @

Hormisant local, & une racine v-iéme de I'unité ( G=t,)” ) en fonction d'un parametre

> e 'unité pres (siv =1, il n’
‘ = 1,1l n’y a pas ramificati
ion). Dans

cette construction i
1on il est clair t i
surface ; > que toute symeétrie de la ¢ : ) .
de Riemann laissant la fonction B invariante e provient; dfhu sxtortetphisie de

La su eut e e e
rface 2 p & (]
lle meme etre considéré comme la “su f d i
riac € Rlernann” d’une seconde

fOllCtl()n rationne t d en 24 o) nts d E 1 se
Ile Y prer € Vvale onnee par exem[)e (o] [) (o4 u
ant un al ur 1 (
)
¥s 1 q
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points distincts de CP,—{0,1,00} (qu'on aura tout intérét & prendre ou rationnels

que n’étant pas entierement spécifié, satisfaira une

équation polynomiale de degré 2A a coefficients polynomiaux en & définissant une carte algébrique.
On note que au dessus du point 1 la fonction z posséde A points de ramification d’ordre 2.
Donnons une description équivalente de la structure complexe de E. Choisissons par exemple
un recouvrement simplement connexe de ¥ moins 871{0,1,00} par un plan hyperbolique H en
identifiant CP; — {0,1,00} 2 H/T(2) ot ['(2) est le sous groupe de niveau 2 du groupe modulaire
(le groupe modulaire étant le quotient PSLy(Z) et le sous groupe I'(2) c PSLy(Z), étant formé des

. On représentera alors 5—f~ 10,1, 00}

projettent en 24
ou algébriques). Dans ces conditions y, bien

matrices ch d = [ modulo 2, quotienté par son centre 1)

t d’indice fini dans T'(2) (précisément d’indice 24). Soit z la fonction qui
applique H/ I'(2) sur CP— {0,1,00} normalisée en demandant qu’elle prenne les valeurs 0, 1, co aux
trois points paraboliques. La projection 3 est alors donnée par M € H/T' — z(M). Enfin I’action
du groupe cartographique sur les 2A brins s'identifiera & celle de r(2) sur ['(2)/T. En d’autres
termes, il existera des homomorphismes surjectifs T'(2) — G —> 1*, tels que I'(2)/T ~ G/B. En
un sens, on peut alors considérer & comme une courbe modulaire.

On peut remplacer dans cette construction I'(2) par un groupe triangulaire A de signature
ng, M1 = 2,nz et un sous groupe T C A d’indice fini (24) dans A. Le quotient H/T apparait alors
comme un modéle, en général singulier de I, I' n’étant pas nécessairement fuchsien (c’est-a-dire

agissant avec des points fixes).

En se référant a la remarque qui clot la
application f3 : 5, —» CP,, ramifiée en 0, 1, oo, on pourra toujours lu
composée B = fofen passant a la triangulation dérivée appliquant respectivement les sommets
¢ =0,1,00 sur f(z) =0, les “milieux” d’arétes x = —1, %, 2 sur f(z) =1 et les “milieux” de faces

— 1V gup f(z) = oo soit en respectant les notations classiques de Klein

2
fz):1—f(z):1= 27z%(1 — ) : (22* - 3z — 3z +2)2 42—z + 1)3
ble z comme le birapport de 4 valeurs distinctes et f

En d’autres termes, on consideére la varia)
comme l'invariant sous 'action du groupe de Klein 3 6 éléments, image des permutations:

SLy (Fy) ~ PSLy(Z)/T(2)

z) = 1 sont tous égaux a deux.

par le quotient H /T oules

section précédente, si on dispose en général d’une
i associer 1'application

Bien entendu les ordres de ramification de ' au dessus de f(

3. STRUCTURE ARITHMETIQUE
physicien commence 3 perdre pied. Le résultat le plus important — @

C’est & ce point qu'un
Belyi comme indiqué dans l'introduction.

la vérité pour linstant le seul de ce domaine — est di &
Nous allons esquisser (une partie de) la démonstration pour son intérét constructif dans un sens,

en regrettant de ne pouvoir en dire autant dans D'autre sens. Reprenant les termes de 'auteur

Théoréme 1 (Belyi). Une courbe algébrique régulicre et compléte sur un corps de carac-
téristique nulle est définie sur Q si et seulement si on peut la présenter comme revétement de
P, ramifié aux images inverses de 0, 1, co.

La restriction & 0, 1, oo n'est pas essentielle puisque le groupe des automorphismes
(algébriques) de P, est transitif sur les triplets de points. Soit donc une courbe X sur Q (dite
alors arithmétique) et ¢ un élément du corps rationnel sur la courbe dont U désigne ’ensemble fini
des valeurs critiques (qui peuvent contenir le point a l'infini) de sorte que U (ou U\{oo}) soit dans

le plus grand sous groupe invariant de F(Z) d’indice fini contenu dans
eur de I' dans

d’indice fini

* Le noyau de cet homomorphisme est F',
T.Dou G~ F(Z)/F', B~ F/F'. Enfin le groupe d’automorphisme est le quotient du normalisat

T'(2) par . On notera au passage une conséquence du théoréme de Nielsen-Schreier :tout sous groupe
7 du groupe F(T) (groupe libre & deux générateurs) est un groupe libre & 7 + 1 générateurs.

12

Q. Cette donnée permet d idé
> e considérer X comme i
e . recouvrement de P; ramifié ¢ i i
i 1si agtx't mamtenant' de passer de cet ensemble & (0,1, 00). Belyi procede ‘::uxdlmages oy
gp cation Polynomlale on passe de U a V tel que V (ou V'\{co}) soit d 25 Q) & t?mps. i
seconde application polynomiale de V a {0,1, 00} FEHSSIRR B B s
Soit 6 ini : Bcients
Lvapplicat;gn 1(} polync;lme minimal- a coefficients rationnels qui s’annule sur U (ou U\
4 N / . 2 . . )

i gy hl](z)t esbt} ratrmﬁe: aux élmages inverses de l'origine, des valeurs crliloqou}e)s
’ ° 1(€) = 0} et peu étre de l'infini. Soit hy un 6 ini
flc:leif;ic;zrrlltns rationnels qui s’annule aux valeurs critiques hq(€) € é OnS: ((:ioer;dhpoiygome I?mlmal :
i (ilnilen: cla:.ss1que. Les valeurs critiques de I’application hyo kot son: en c>eogr(()eel’%1 i
s Igo l(lqrsu;e‘s,a rft;orinelle) et les valeurs critiques de hy en nomiore strictement inf’ér;e I.I r}age de
g iy, g(th ?sorze, en un nombre d’itérations inférieur ou égal a degré (h;) ;’1 Zbc‘:llei

b = l )
ey g 4 Cétoe};[s;n(;iég l?ldo t n"ayan]tjl que des valeurs critiques rationnellels Zt
e : : ni de points. Dans un d il s’agi ,
g : second te
l’onpga}; 3?;2: g (a c:efﬁcwnts rationnels) de valeurs critiques 0, 1, oo et tel (;?1285;(1%/5) an]{tOdel s
ac 0 icati ’ |
| onparsh recou(‘);les r;::lrte c;m Ftel polynomftia g, 'application go f donnera la présentation clier’ciloé}e. ds :
: e P, non ramifié en dehors des i i .
i 1 o images inverses de {0,1,00}.
(elnsemble};/l eC Qutrzlpoizn‘;)me 51, ayant des propriétés analogues a ¢ mais rel{at’ivézme}ntsélul ifx)losons
— y7s1 2 =
i Si?,on - tlr(L)ije}r 3 eler;len:c giof € Q(X) aura comme valeurs de ramiﬁcast(i);lrsl
. n polynome a coefficients rati
s = ; rationnels g, admett
¥ pOIyn(A)mees vz}xlleur;’crlthues et tel que I'image de 0,1, s = ¢;(¢) appartier?rfe a l’enezntbﬁo, 107 i,
C 3 __ 7 ’ i m
- qu’ongse r(:rcnéize;a alors g1~ g2 ogkl). Répétant autant de fois qu’il le faut cette cons:rl{xc’til}7
u cas ou ’ensemble V' est réduit a troi i i
e eduit a trois points que par un auto 1
p01yn;3me;; Coeﬂ'if:iioier de. la forme 0,1, s = ", m, n entiers positifs et a la constrtjrclf'rph:is’me
: ents rationnels, dont la dérivée s’annule en 0 et 1 et qui ie ol 5508
ensemble 0, 1. Un tel polynoéme p est o emvore B et s sus

(m + n)mtn
e

En 0 ou 1 ce polyné ) ;
ynome s’annule tandis qu’en s = =2 |’uni . o
btannile, 5a valeur est 1, QUIEIL 5 == I'unique point distinct de 0, 1 ou sa dérivée

p(:l’) = 1-'"(1 _ x)n

La récipro A . .
ue, & sav .
inverses de {0 (1] oc’>} - 01r)q(ue s1 X est ;n recouvrement (fini) P, non ramifié en dehors des im
¥ = » alors peut étre défini su 0 . < 7 ages
St ; r Q est une At é ST
cr1 . ropriete <
9 tgfe de Weil. On a vu ci-dessus que le théoreme d’eXiStenCepdepR' de r;g’lglte quil repose sur un
e Riemann compacte : lemann définit X .
en fait comme une b Shri comme surface
b C 12 courbe algébrique (compléte). Si :
ssant Q fixe, so g s plete). Si o est un automor
G iQ s (ie n?ﬂ actlgn sPr X définit un autre recouvrement de Py ramifié aux Iijrilsme
e Riconnn ,Co;llpacf (eme egrel(de méme nombre de feuillets). Pour que X7 soit une a;ges
3 be (connexe) il ne : ) . . surface
isomorphe & X (il vient au mém)e d d.peut y ?LVOIT qu'un choix fini de o tel que X7 soit non
e dire que chaque tel
un sous o1 q el recouvrement d 4 <
R )glguile’ d’indice n dans m; (CP;\{0,1,00}) et qu'il n’y a qu'u e digreﬁn ci)lrrespond a
es). En d’autres n nombre fini de tel
dire que dans cette si terr'nes ;iour presque tous les 0, X7 = X. Le critere de Weil revi e
Nous ne e situation X peut étre défini sur une extension finie de Q R
sommes pas surs de bi e
, ien comprendre ¢ : .
(ou la donnée est I’action finie de 7 (CP; pO ette preuve. Mais en examinant des cas concrets
(ce qui est rare) on se convain ! 1\{0, 1oo}) sur les feuillets de recouvrements) et “solubles”
. Cc qu 7N , S S
ol qu’on est amené a résoudre des cascades d’équations a coefficients

Donnons d’ab

B . ord quelques 1 2

déc g s LIESIERSIEDIES, Peut étre le plus f K s p

rivant les conjugués d’un dessin d’enfant o sensppropi:;)pant est-il celui présenté par Oesterlé

ur une st [j e ge d d
ace d g nre Zéli) Slll)])(bS()llS quon lSlN)Se e a])]) (0)
S 3 3 .
un llCa,t

By —
ENPI === Pl
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dont les points de ramification appartiennent a I’ensemble 871(0,1,00). 11 s'agit de construire

Papplication rationnelle

_ P
Qy)

y apparaissant comme un générateur du corps des
r & y une transformée homographique, on peut
Q # la forme y™ + ... et s’assurer
par exemple —1 — (et

T

ott P et Q sont premiers entre eux (sur Q),
fonctions rationnelles sur ¥. Quitte & substitue
supposer deg P = deg Q =n, degré du recouvrement, normaliser
que la valeur y = o correspond & un point régulier d’image rationnelle —

’on pourra choisir (d—‘;—fT\ L= 1) ce qui revient a écrire
g—+=0

P gt ay® 4.

Q yrtbyriA.

e 2n — 1 coefficients & déterminer. Puisque seules les préimages de 0, 1, 00 sont des

0 entraine QP(Q—P) =0, c’est-a-dire, comme

entiers positifs ag, a1, @0, €t

a+b=1.

De la sorte il rest
points de ramification, il s’ensuit que P'Q-Q P=
Q P et P—Q sont premiers entre eux, que I’on peut trouver trois
un polynéme S tels que

peo(Q — P) Q= =(P'Q~ Q'P)S
< 9n — 1. En effet factorisons (sur C) P'Q-Q'P

D’ailleurs on pourra se limiter & ag + o1 + Qoo S
de degré inférieur ou égal & 2n — 1, en produit de trois polynomes pop1Poo tels que les racines de

po (respectivement p1, poo) annulent P (respectivement Q-P Q) La multiplicité d’une racine

de p; est majorée par deg p; de sorte qu’on peut choisir o; < deg p; et ag + 01 4 i S 2n—1

impliquant un nombre fini de triplets {e;} possibles.
Effectuant la division euclidienne de P (Q — P)*1 Q%> par P'Q — Q'P, opération rationnelle
dans le corps engendré sur Q par les coefficients, on obtient un polynome en y de degré inférieur
ou égal & 2n — 2. L’annulation de ses 2n —1 coefficients fournit ainsi pour tout triplet {a;},2n—1
conditions algébriques qui ont au plus un nombre fini de solutions correspondant aux applications
de Belyi de genre zéro et de degré n. Celles ayant un ordre de ramification 2 en =1(1) correspondant
aux triangulations dérivées décrites ci-dessus.

Donnons l'exemple classique (Klein) de la décomposition tétraédrale de la sphere, carte
réguliere et de la carte dérivée en douze paires de triangles. Dans la normalisation choisie y = o0
est 1'un des points de ramification — on pourrait y remédier par une transformation homographique
_ et correspond & un “milieu de face”, envoyé sur z = 1, tandis qu’on envoie les sommets en T = 0

et les milieux d’arétes a infini.

Posant
s=y(y*+8), o=y 4208 +8, f=("-1)

tels que —s® + a? + 64f% = 0, on définit
_ P(y) _ 8%
Qly) d

g: y—=¢

et on vérifie que

PQ-P)@=—3(PQ-QP)saf

Le groupe cartographique identique au groupe de symétrie est le groupe alterné & 12 éléments Ay

et la courbe est définie sur Q.

A vec leS memes conventions Ies cartes ré u g p 2y 3, 4 P
3 g heres de roupe S 5 5 COorresponc ]el t
. . . 9, . PN . .
reSpeCtl VeIIlelli aux appllcatlons deﬁnles sur Q pour la
y ( 1 delnlele VOII Flgu[e 3)

Y === .T:yz

3 2
v — o= (55
Uil of!

1 [(48y* — 8y? + 3) (16y* + 402 + 1)]°

64 [y (49® — 1) (16y* + 8y?
Ile“t \~~ . “ y +8y +9)(1444+82 ’

xiste aussi une construction “transcendante” du générateur du ycorps ?ie:fi)] ti

nctions rationnelles

dan ].e cas deS cartes Ié e\ P p .
S guh res de la S he\le (COIIeS ()Ildallt aux SOll(ieS Iéguhers)
I{eplenolls d abOI d 1 exenlple dll letlaedle lég UheI Cl-deSSUS et l apphcatl()n de Be y
1 1

L
(y® — 20y® — 8)?

g

€ mverse d u deu“ plall IIH T > 0 est un trian le da.IlS le pla'Il Y dont l( S coteés

:‘ ne ima, g

]}e 1 ICs cer S (C p Il nt a u 1S1 TrycC rlq ut \dl/ ) OUI].
ver elre (leS a (le ercle OI'TESPO; (la [a S [)(hV S10: ba ent ue (1 etrae (53 €

application de Schwarz
t= /I S S
0 z173(1—2)1-%

transforme le demi pl s es
e plan Im z > 0 dans le sixiéme d’un triangle équilatéral d’
2, %, Z. La fonction inverse y(t) satisfait quilatéral d’angles au sommets

dy 2
6— Y
( dt) -y

qui est ’équatio i,
e rec((l)uvre;eifii?iz Ilaeslahc‘ourbe elélpthue F? (la courbe de Fermat de degré 3 et de 1)
A pheére ramifiée aux sommets du tétrae BENIE
y est & normalisati X ) . s du tétraedre et le corps 4 N
b ciiant 3 pf;’tf’l’ Plrest, 1? f(?rcllctlon de Weierstrass sur cette courbe. La conitrihc?'rhe ;Q(g(t)) o
: . ' e tétraedre régulier co : § ion s’interpréte
identification des coté : . SERINE T ensemble de triangles équilaté
6tés. La fonction de Belyi cherchée est alors une fonction floibiiullater?qxdavec
ment périodique

d()]lt la. (lell\/ee S allllule aux SOInmetS, pIelldIlt 2 fOlS Chaque Valeul daIlS une CGHUIe elenlentaue

du groupe de tra i
J nslation (rapport 2 .
Weiorstracs, (rapport modulaire e ”'/6) : a translation preés, c’est la fonction de

Y

On Peut Ie[)etel une const ctio nalo € [)O 1 oct edle ou 1 on trouve que le co pPs rat l()IlIlG[
ruction a. ] gu ur a\ 11 1 L
CheIChe est un sous COIpS de CelUl deS fOIlCtJ()IlS meromeor phes sur une COurbe de genle 4, lIlple
P T 2 d un octas (1[ 1 1€1
ram aux 1m g m 1Im [ 1
recouvremer (le la S l ere “e ages Verses (leS 6 SOIY ets € € egu €r,

d,équation a.ﬂ i] e
dy :
el G
4(12 t) =y _20y3 8

on — d
( posera v = 1251)

nnn ].e cas ([e [ ]1:()Sae(l]e (]()] e comime gene ate]] ne 10 10! eromao. he sur une S]]Ifac
,
E ﬁ 5 g r ,
L f 1C 1 1M [) €
T u
[} p P 1 g 1 rses S de
:le genle 25 SeXtu le recouvement (le la. S }le]e Ia]lllﬁe aux 1mages inverse (]eS somimets
A notre connaissance 1 eXeHlple le plus SllIlple de carte ayant deS con uges gal 1s1ens est ui (]
1 ELtlou(du deSS)]n d ellfallt d Oesterle. Il COIIeSpOnd au Symb()le femlnln etop()sse(le dellX
g . S 1 ces 1 ne u té e 1tre 1 I ] l
O d a a d X Ia , 1u a CO a O
:n.lugues Il ure 4 (:e 0} €S cartes eu eu n cnercne

IIC une Tra -() a )
Ctl 1 rationnell ( I) )
', € de l orme ou S(Z) est de deg 4 O, t u 1 centre d :
do f f re 1 e e € la ce a

k)
le dessin te de I'autre face étant & I'co. Fixer |
aux dil ; . . Fixer le sommet d’ord S & N - T
llatations pres. Alors s(z) est de la forme £24(z + t)sgz,f) aostreta l;olrlgme e
—t est la position du
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les racines sont les positions des

lq(z)2 \ , ~
L ol les zéros du polynome

isir £,t,u, les

sommet d’ordre 3 et ou p est un polynéme unitaire de degré 3 dont
s(z) _ 1 soit de la forme

trois sommets d’ordre 1. Demander que S,
re ¢ sont les milieux d’arétes amene a un probléme d &limination. Il faut cho

de ¢ de telle sorte que le polynome

04 (2 + tYp(2) = (2 + ) — La(=)”

ent, donc il reste dix équations
nts inconnus sont polynomiaux

unitai
trois coefficients de p et les cinq

soit identiquement nul. Les coefficients dominants se compens
homogenes en onze variables. On montre alors que les coefficie
entetu,etquetetu sont liés par la relation de degré 3

£+ 9tu + 99tu? + 105u® =0

dont les trois solutions sont

t 6
= -3—- —+4a,
o

- -2
-3 - 9J—+4j2a,—3— 6~ +4ja
u a «
o j = expg%7L et o est la racine cubique réelle de 6.

La premiere solution est réelle, et pour des raisons de sym
au symbole féminin original. En général, il est difficile sauf en tragant numériquemen
réciproque du segment [0, 1) pour chaque solution, de voir quel dessin conjugué est associé a une
solution donnée des équations algébriques satisfaites par la fonction de Belyi. Les deux conjugués
du symbole féminin illustrent déja ce dilemme (voir Figure 5).

En plus de ceux qui figurent dans la contribution d’Oester
dans les articles de Shabat et Voevodsky (voir ci-dessous) et Wolfart.

Les considérations qui précedent sont de nature trop élémentaires pour éclairer 'action de

Gal(Q/Q) sur les cartes et 1a liste des problémes ouverts est énorme. Citons parmi ceux-ci:

étrie, elle est donc associée
t 'image

1é on trouvera d’autres exemples

x cartes régulieres pour des familles aussi larges

1. Caractériser les courbes correspondant au
he connaissons meme pas la solution pour les groupes de permutations.

que possibles. Nous
les cartes dont la courbe est définie sur @ 2 Examiner les réductions modulo

2. Quelles sont
un nombre premier.
3. Pour un genre
carte y étant une seconde fonction ra
y) chercher, par un choix approprié de ¥,
4. Caractériser la représentation du group

positif, dans un modele affine P(z,y) = 0 ou x est la fonction de Belyi d’une
tionnelle sur la courbe (et donc P(z,y) de degré n = 2A en
3 minorer le degré en T.

e d’automorphisme sur les formes harmoniques

discretes.
u se résumer en une seule question:

Cette énumération pourrait se poursuivre longtemps o
lues sur une carte et quelles sont les

Quelles sont les propriétés arithmétiques susceptibles d’étre

cartes associées par Gal(Q/Q) ?
la question 3, donnons une construction, celle du diviseur

Pour répondre partiellement a
tant de la classe d’équivalence correspondante — susceptible de

canonique — ou plutot d’un représen

fournir des renseignements utiles.
Soit z la fonction rationnelle correspondant 3 l'application de Belyi & — Py et 34

les images réciproques par B des valeurs critiques 0, 1, co. S’ s’agit d'une triangulation
d’une carte, ce sont les points correspondants respectivement aux sommets, arétes et faces dela

carte initiale.
La différentielle dz est alors mé

canonique K
div(de) = 3 (v(s) = Ds + D _(v(@) —Ha = S () +1f

sES a€A feF

Aet F

dérivant

romorphe et son diviseur est un représentant de la classe

16

( )
p 1 ( p p Q) IlIlelles u 11 S
S( 1t l ls espace vector el a priori sur (: ou lllt()t sur deS f()IlCthIlS ratio sur Z telle

) ) y € L(K) <= div(y) + div(dz) > 0
e sont des fonctions dont les zé .
. s s zéros appartien : Oles
e 1es 28t PP nent a F, les poles a A U
b enfﬁn ‘ y a un zéro d’ordre au moins v(f) + 1, en tout i te}les s Al
= t,h’ n en tout.s € S un pdle d’ordre au plus v(s)’—— 1 AT Horke er Rl
éoréme de Riemann Roch implique qu’en genre posit'f
i
. t {(K)=dim L(K)=g¢g
pour g iffé i
CO(; Sidért()::lts g,ibigflxl), y dz différentielle holomorphe possede 2¢g — 2 zéro
e cas particulier de genre 1. Il &’ i r "
. Il s’ensuit que L(XK') est unidimensi
ensionnel. En

d autr s terme n y [) =
€ S une teue f()n(:t on est um ue a un fa(i eur constan res € € 1 (l 1
us y dar d est

une diﬁ”r ﬂtiell hO OINOoI )l € sans zero
e €re: e l :
' e . . . Da.ﬂS ces COndltiOIlS 1€S .Ilé l. S é 4 ente, eV
. g : 1 ga 1ites pr Ced entes d ieIlIle]lt

div(y) = D (o(f) + 1)f = > (v(a) = Da — 3 (v(s) — 1)s

feF oy o

Dans le cas d’une tri i
ri erivé
angulation dérivée v(a) = 2 pour tout a, par conséquent

nombre de zéros de y = Z(v(f) +1)=F+24
fer
nombre de poles dey = A + Z(v(s) —-1)=34-S5
Ces quantités sont bien é i -
: n égales puisqu’
Riemann — que ] . P quengenre lona S+ F =A. 1 s’ ' j
que les paires z,y, éléments de Q(T), satisfont a une rela.tiinsl i)nosl‘;i; t'OLII‘]OurS apres
j miale

P gt
telle que (2,9) =0

deg,P =24+ F
deg, P =24

donnant un plongement ¥ — P; x P,

On adaptera ces rai
raisonnements sur les degrés si i
grés si la triangulation de Belyi
elyi est arbitraire au
1quel

cas on aura
deg,P = deg(B) = Z o(f) = Z )
deg,P = |F|+ deg(fﬂe)f S€S

Dans le cas géné
général (¢ > 1) on aura défini
Bonctions rationnellos o ura défini par le procédé précéd
el o s : precedent un ; 5
un nombre égal 3 celle‘sdS N hfl éairement indépendantes. L’une quelconespace vectoriel L(K) de
ui de ses poles (comptés avec leur multiplicité) c’estq}led.prend chaque valeur
) -a-dire

deg(y) < 3 (v(a) = 1)+ Y (v(s) ~ 1)
. . a€A s
our une triangulation dérivée on a donc N

B . : deg(y) <34-S
— F =2(g — 1) ceci est équivalent &

Pinégalité ¢tant 2 e
nt remplacée par une inégalité en genre 1
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précédemment on en conclut une relation polynomiale

P(z,y)=0

Comme

quel que soit y € L(K) avec
deg, P < F+2A+2(g-1)

deg, P = 2A

Ajoutons quelques remarques:
) Nya dissymétrie de ces expressions entre

considérant les relations entre y et 7.
(i1) Les raisonnements précédents ne permettent pas d’affirmer qu'une paire z,Y engendre
uement tres vraisemblable.

effectivement le corps Q(z,y). Clest cependant génériq
(iii) Le groupe d’automorphisme de la carte agit sur L(K). Resterait a exami

cette action.

(iv) On pourrait examiner plus généralement L(nK).
truction qu’on vient de décrire fournit un moyen effectif de relier les
ant d’aborder dans certains cas ’analyse du corps

ombres, extension finie de Q.

sommets et faces, qu’on pourra compenser en

ner de plus pres

Quoi qu'il en soit la cons
données combinatoires et anal
Q(T) et son éventuelle restriction, un corps de n

ytiques en permett

3 Shabat et Voevodsky en genre 1 qui

on on va analyser un exemple dit
rte tracée sur un

Q (\/7) et donc & un unique conjugué. Soit la ca
tore formée de 8 faces (triangulaires) de 12 arétes et de quatre sommets groupés en deux paires
(s;', s7 ) chacun de valence T et (s.‘;, s5 ) chacun de valence 5. Le degré de I'application de Belyi

est donc 24. Soit z la fonction correspondante qui prend la valeur zéro en sli points critiques
d’ordre 7 et sét points critiques d’ordre 5, la valeur 1 aux douze milieux d’arétes (indiqués par
des cercles sur la Figure 6a) points critiques d’ordre 2, enfin la valeur oo aux huit milieux de
faces points critiques d’ordre 3 (puisque les faces sont des triangles). Superficiellement la figure
admet une symétrie Z /21 x 1/21 indiquée schématiquement par des axes de symétrie, l'un d’eux
échangeant les sommets st et s7, Vautre les sommets s et s . Plus précisément, il s’agit de deux
anti-automorphismes de la surface de Riemann dont le produit est une involution qui échange les
faces fi «— fi ,remarque qui va se révéler essentielle dans la suite. D’ailleurs on vérifie sans peine
que le groupe d’automorphisme de la carte définie comme ci-dessus se réduit A cette involution.
Montrons que ces données permettent de construire une fonction méromorphe sur la surface de
Riemann correspondante de degré deux comme On s’y attend pour une courbe elliptique. En effet
soit y dz 'unique différentielle holomorphe 3 facteur pres.

La fonction y (de degré 32) a des poles d’ordre 6 en s,
aux douze milieux d’arétes tandis qu’elle a des zéros quadr

gensuite que la combinaison

A titre d’illustrati
conduit au corps de définition

d’ordre 4 en 3:2}: et des poles simples
uples aux huit milieux de faces fi- 1l

z=z°(z — 1)%y°

Lction cherchée ayant deux poles simples en s
alors que z a quatre points critiques (ol d2

z

'it et deux zéros simples

est & un facteur pres la for

en sE. Le théoréme de Riemann-Hurwitz implique
2 phiq
4z gannule simplement). Pour le voir il suffit de décomposer la sphere ou Z

ou si on préfere =3
y 5 ~ \ ’ . . 3
prend ses valeurs en deux polygones a7 cotés dont les sommets sont ces points critiques, de relever
cette décomposition sur le tore en quatre polygones 3 n cotés possédant 2n arétes et n sommets:
— 4. Une autre fagon de le voit

Comme la caractéristique d’Euler s’annule n — m+4=0etn
consiste & remarquer que sur le tore les formes différentielles ont autant de zéros que de poles. Or
es quatre points sont insensibles a la

normalisation S
ent

échangeant les deu o
x demi-arétes de s
nnipoinh B et 16 el ces quatre arétes). Donc fi a la mé
” ilieu d A . £ a la méme e \
soit quatre points fixes. En Zﬁ?ets qutatre arétes. Mais les automorphismes dPrOI-t’rlete, et possede
5 N et si t est \ X un tore ont 1 S
une translation (sa: . un parametre uniformi b so1t zéro
ns po 5 ] ; rmisant, u . .
(quatre points ﬁ)Ees carp2;ni gxe) soit la composée d’une translation’ e? gutﬁmorp}.nsme est soit
donie i(E) =, of, At —dtalgugi(:ire solutions). Choisissant Porigine en € lnYersIclion t iy —f
; ) — —dt. Paf définition d’ un point fixe de /i on :
conséquence y — — . n d’un automorphi Hoon a
: y donc z est invari phisme z (donc d:p) est i .
Femini lex oo, ariant. On a alors le ré 7 3 - st invariant. En
s points fixes d’un auto . e résultat général su . ;
, . morphisme s . 1vant: sur une surf; de
méromorphes invariant non trivial sont points criti ace de
gl es par cet automorphi points critiques de toutes les f ;
triviale. Les foncti . g orphisme. Dans not 5 A es fonctions
le. bees At anfiesidams . re cas particulier la démonstrati
a1t point fixe, Onen dédi [ sont les fonctions de #2, d ) nstration est
- 3 éduit que les quat i - , donc leur différentielle 5
critiques de la fonction i y quatre points critiques de la fonction i : lelle a un zéro
. ion invariante z situé onction invariante z sont :
oints criti uées sur les quatre aré ; ont les points
P e su;iuest d;hz ;ont les quatre milieux d’arétjs o aaretes globalement invariantes. Donc les
an abat et Voevod k , a2, Az, a4.
rationnelle de z. Défin sky cherchons maintenant & ;
$%/2° se comportDeﬁmssonsf = [li<ica (z = 2 (fiF)) polynome izc-(t)n-Stn:;re z comme fonction
€ co == itaire ; .
mme z' pour z grand et comme 275 pour z tenda te degré 4. La fonction
nt vers zéro. Le ;
. produit

3/.5
z¢°/2° est donc
] une constante pui A
trois aux milieux des faces Pospuls(me sans pole, et on vérifie alors que z a bien d 9

. ons len des poles d’
ordre

r_¥
‘ x 2 ‘
ou p est une constant i N
e. On constate qu’il s’agit bien d’une fonction de degré 2
egré 24. Il faut alors

b
s’assurer que Tt — 1 :
a des zéros d
: oubles aux d “H
zZa & X 5 ouze m Yon A
des points critiques simples. On posera ilieux d’arétes parmi lesquels ay, as, a3, ay ot
) ,a3,dq4 OU

a= ] (z-2(a)

’ ' 1<i<4
et I'équa o
quation de la courbe cherchée pourra s’écrire

u2 = a(z)

pG_l):aTﬂsz ()

ot f est a son tour .
X un. 01 iy,
la sphére 2 des huit milIi)euin(;)’m?td u quatrieme degré dont les zéros sont les i :
de (*) et (**). Il est plus si i"lre . restants. Reste & exprimer I'égalité d “HERE PRr PRI HE
simple d’égaler les dérivées par rapport & z de ces f{xpreSSIOHS de @ firée
es deux équations ce qui
qui

fait disparaitre I’inconnue p. Il vient ainsi
2 [q., Lt
¢°[32¢' — 5¢] = B[z (a'B + 2ap") — 5af]

) p y un 1T g . h q re est fa tor € en 1t
(e% /3 son rols polynomes 1ta eS(le (16 164 en z C aque IIle!Ilb Cltorise e produ

polynéme de degré

4 gré 4 et un d 3

compatibles avec les égalités e degré 8. On constate que les termes de plus haut degré
egré sont

tandis que

ou ¢,
d’un

324' —5¢ =18
7¢2 Z(a’ﬁ+2&ﬁ')—5a,3

Il

Ou 1
eéncore en éliminant A3

49 2 = ! — I
s inconnues . @ (za 5(1) (32¢ — 5¢) + 2« (322¢1/ _ 2Z¢')

dz a deux poles doubles donc quatre zéros. C

(multiplicative) de z. Comme nous l’avons remarqué, les automorphismes d’une carte provient
d’automorphismes de la courbe arithmétique associée. Nous notons fi ’automorphisme du toré:
associé a 'automorphisme p de la carte. Il est facile de vérifier que p laisse 4 arétes fixes (€8

obt ont les huit coeffici .
.iesenons € apparence huit équati pents d s (.leux polynémes unitaires a et ¢ tandi
168 coefficients de 28 sont & quations en identifiant les deux membres de 1’6 andis que nous
é : 5
d gaux. Cependant I'une des équations est consézctlliatlor(liprecedente ot
nce des sept autres [
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ce qui reflete le fait que 1’échelle de z est arbitraire. Ceci n’affecte pas la valeur de linvariant

modulaire. On trouve pour équation de la courbe avec k = +/7
W2 = 2t 4156 2° + (17150 + 4256 k)z*
+(4452140 + 1690304 k)z — (279416375 + 10544000 k)

soit pour l'invariant modulaire deux valeurs positives qui encadrent 12°
=48 -3 k*(2+ k)$(10 + 3 k)®

j = 4(114302 + 43141 k)

e définition de la carte initiale est Q (\ﬁ ) et qu'elle n’admet qu’une
conjuguée (Figure 6b). Resterait a associer la valeur positive, /7 disons, & l'une des deux cartes, ce
que nous n’avons pu fai t. Nous avons commencé par tracer 'image réciproque
du segment [0,1] par Ik e de la fonction z (Figure 7a-b) avant de
remonter sur le tore. Le dessin orig gué a k = +/7 (voir
Figure 8a-b).

Parmi les faibles informations dont on dispose sur les cartes qui se déduisent par action du
groupe de Galois figure le fait que les nombres Sy et Fy de sommets et de faces de valence v sont les
(et bien sir le nombre d’arétes est conservé). Ceci suggere la définition suivante.
lles ont les mémes valeurs de S, et Fy pour tout v — sans

n a le résultat suivant de théorie des groupes — facile
e des représentations linéaires

On confirme bien que le corps d

re que numeriquemen
application de Belyi sur la spher
inal est associé & k = —/7, et son conju

mémes pour tout v
On dira que deux cartes sont associées si €
qu’elles soient nécessairement connexes. Or o
3 vérifier —. Soit G un groupe fini d’ordre |G, G son dual, ensembl

irréductibles (sur C) Ci, Cs, C; trois classes de G

¢, de triplets g1, 92,93 avec g; € C; tels que 19293 = 1 est donné

Lemme. Le nombre N¢,,Ca,

par
_|GilICa| |C3| Z X (C1) X7 (C2) X" (C3)
th,cz,cs - \G‘ EG dxm,

ot dim, est la dimension de la représentation r et x"(C) la valeur du caractére correspondant sur

la classe C de cardinal |C).
La donnée des Sy, Fu tels que 24 = S, vSy = 3, vFy nous fournit trois classes de Soa €t

un ensemble de cartes associées. Le nombre de triplets oo, 01, 02 avec 7o € HU(U)SV, o1 € (2)A
et o2 € Hv(v)F v (avec la notation standard des classes du groupe des permutations) tels que
ga0109 = 1" est égal a la somme sur ces cartes associées (c’est-a-dire de tels triplets a équivalence

rés dans $24) des entiers [B24] oy H est le groupe d’automorphismes.
p TH| p

On en déduit Dégalité F({S»Fu}) =

(24 - ! o (ML) x" (%) x [LM™) _ 1
2 dim, ) - cartes;gsociées ‘Hcartel

R Sl A
11, pSvtFeSUF! 4
r€¥2a

qui conduit au critére de rationalité suivant

ant donnée une carte (connexe) telle que

Proposition. Et
|H|F ({So, Fu}) =1

alors le corps de définition est Q.

Ce critére est évidemment a rapp
énoncé dans 'exposé de Serre cité en ré
|H| est I'ordre du groupe cartographique).

ue) du critére de rigidité

rocher (mais est moins intrinseq
tre qu’au cas régulier o4

férence (qui ne s'intéresse en ou

Exemple: Le tore.

* Dans certains exemples nous avons inversé lordre 020100 = 1 (au lie

évidemment pas la nature des résultats.

u de ggo102 = 1), cecl n’affecte

Ona; §= = =

1(, A =3,F =2 et le genre vaut 1. On peut choisir:

oo =(1,4,2,5 = .
o e e }71 ) ’316)3 g1= (1’5)(2’6)(374) = Ugv 02 = (1’2 3)(4 5 6) = o3
e permutiz?p ique est abélien d’ordre 6, de générateur og, isom h’ . -

ons : -
qui commutent avec og, 01,02, forment un groupepisirzZ/GhZ. (1
orphe (la carte est

regulléle). 'HI - 6 En se servant (le' (db e des caracteres (le E l I). ]Vl 1I'Y ag lan ] € l l (510) ¢
T ’Id l d 6 ; y
Of Gr up Reprﬁ ntati ove: ew O:. € \% (&} 1 a eva
O S€. ons D (
T, I\ Y rk (1 3), pa.g 146) on trouve qu la quar t1t .
" 96 é & aluer

est
6 x 5!
o 1 1 2
611! 322! (14'1“5_5_'16_126> =ik
ce qui est bien ¢ !
o ce qu’on attend pour la courbe elliptique d’i i¢ ire j
g q invariant modulaire j = 0 “définie”
e méme on vérifi e . N
e que la carte de genre zéro représentée sur la Figure 9 est défi
est définie sur Q.

O a trace sur cette ﬁ ure 1 lmage iverse pa.I la. f()Il(itl()ll de Belyl dll segment O )

Un cas tréS par 1 -(‘ ) S t
]Cuh er ou I’On a.LlIa' € [ F S
t sans rOp d pe'x € éVa uer F t
vy U}) €s Celui Ol‘l

la carte n’a qu'un s
] ommet ou qu’ ) Ny e
F, = 0 sauf Fos = 1) qu’une face (c’est-a-dire tous les S, = 0 sauf Sy4 = 1, ou tous I
=1, ou tous les

ce cas, Cco ne [)alll es represent t
, . ,
|)aIlS 1 u par 1S
(q bl ) \ e 1 2] P atl.ons (.16 En Seules Cenes aSS()CiéeS aux 1t1
+ ont un caracter qul 1 nule paS ldenthuem nt sur 1 cyc ( ) .
t t e s'an e € y le n) on pellt utiliser le

résultat que
3 (P (Hw)"") _ILG -t

ptg=n—1 z—y

qui donne

i dim, 4 :<n—1>:<n_1
p q

(@) = (-1

etsin=2A4

X" ((2)4) = (= [241) (A - 1)
B

ou le crochet dési artie entiére
esigne la 1 i 4
1 b g parti tiere, résultats qu’on aura l’o 1 ‘utilise n
1 ccasion d ut-llis T plus 101

s usv:;,&:z/‘l;l(t”)sv (t’u)FU‘ F({S.}{F.})

= A(A-1)
S (DA ek (O)ch (¢) Leimenir Tl gl = 1)1
I (bimpair — oain)

£>0,>...5024>0
Les indi B 4 =A(24+1)
Indices £; > £y >
. 2 .. > fy4 > 0 indexent I
g . — 2A boites, 1 ; es tableaux d’Youn . .
egal a celui des ¢ impair; (a’sozn \m(; est restreinte aux termes tels que lf r?(}), axllot dzns éa oL,
3 c'est-a-dire A) enfin 1 B mbre des pairs t
groupe linéair A ; n les fonctions de Schur généralisé es
e) sont exprimées en fonction des variables §, = L ( elgenetr,a)hsees (caracteéres du
v— ouvo, = -y par
ch.(6.) = det Pf.'+io—oj(9-) licii<2a ’

? 2/pp(6) = exp le 2", .

Il eSt €n tal DOSS. I) e t ouver une f()n(:f 1011 gene. atr ce (les ua ités F S E O a
1 ].e d q
I e
g T 1 Il &
C ({ U} ’ { 1)}) u

|H| P q sur 1
ne porte ue es cartes assoclees connexes a 1 a,lde d une inte Iale Hlatl](:lelle
g
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le des matrices hermitiennes N X N et A une matrice

e sur ’ensemb
d'L. Kostov) le développement

Soit dM la mesure de Lebesgu
A — oo on a (grace & une remarque

définie positive. Dans le régime

asymptotique
fdM exp (—%tr MAMA+ YT gktrM,;->

[ dM exp (—%tr MAMNA)

In
F

T Fo({S:) (Bt AT (A7)

mes traités dans la section suivante, on ne dispose pour I'instant

Hélas A la différence des proble
¢étudier cette fonction génératrice en dehors de l'expression donnée

d’aucune méthode efficace pour

ci-dessus.

4. DECOMPOSIT '"ESPACE DES MODULES

TONS CELLULAIRES DE L

A. La caractéristique virtuelle
considéré chaque carte séparément. Il est possible Q'utiliser des familles de
dules des courbes. La technique

écomposition cellulaire de 'espace des mo
d’obtenir des résultats concernant la topologie de cet espace
suivante deux exemples frappants.

Jusqu'ici nous avons
cartes pour donner une d

des intégrales matricielles permet alors
de modules. Nous donnons brievement dans cette section et la

Soit T'gn le groupe Mo
quotient discret du groupe

possible de trouver un espace ¢
d’Euler virtuelle X (Tg,n) le quotient de la caractéristique

sous groupe d’indice fini [Tgn : '] agissant sans point fixe sur T, par
limitera au cas n > 0,2g—2+n> 0 et on pose
Selon Harer et Zagier pour g >0

dulaire correspondant 3 des surfaces de Riemann a n points marqués,

des difféomorphismes par ceux qui sont homotopes 3 Didentité. 1l est

ontractible 7 sur lequel agit ce groupe et on appelle caractéristique
d’Euler de 7 /I, ou " C Tyn est un
Iindice en question. On se

ra d’abord n = 1.

()
x(rg,l>=§g<—1> o

aniere suivante. On considere un polygone 3 2r cotés et on
és conduisant a une surface de genre ¢

la carte obtenue ne contiennent que

ol Dentier Ag(r) est obtenu de la m
Xglr) d’appariements distincts des cot

point marqué) tels que
Ces cartes sont donc telles que

compte le nombre
orientable ('unique face correspond au

des sommets de valence supérieure a deux.

2A = 2r =zvsv > 35
v_>_3

r > 2g étant évidente. Pour
les. Soit M D’espace

et si M désigne ul

d’on l'on tire 7 < 69 — 3 comme indiqué ci-dessus, l'autre borne
obtenir la quantité voulue passons par lintermédiaire des intégrales matriciel
vectoriel des matrices hermitiennes & N lignes et colonnes, dimpM = N?

&lément générique soit
am = T[] amJ[dRe Mi; d1m M
1<i<N i<j

nvariante par ’action adjointe du group

la mesure de Lebesgue sur Mi
Gvr | BV = 2r} et posons

alors une partition ¥ de entier 2r, Cest-a-dire v = {v1, -

t, (M) = H (tr Mj)ui

J
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e unitaire U(N). Considérons &

L arétes} — r 1 _
~ larestriction intr

D7 A\ \ .
apres les régles perturbatives de Feynman la valeur m
oyenne

-3Tr M?
<t,,> _ JdM e~zTr ty, (M)
| - dM e=3 Tr M
s’obtient comme s !
‘ omme sur des produits d
o e et o L e g e cartes connexes ayant au tot i
e i (COZ poids égal ;; NF (F nombre de faces) Spsame il
jue nexe ou pas) est décrit .
cinitons (s B rite par un groupe cartographi <
jets) oo et oy, avec Ui?' =1letoyg €y, en fiexilflicgli Tngendre o
v, es partitions avec

les classes de conj :
s jugaison du grou d :
I’ensemble d . groupe de permutations cor
> des classes. Rappelons que le nombre d’ élémentsr:;:plon(iant’ Zor, dont on notera %,
> la classe v est g

27 .
v ( ”) '
(0] g 1 2r p p] . .
€ 72
] lg -—V( ) 1 ’
P 1ir un éelement o E o6n ecrira a[f()]s g our (leS ner sa ciasse a he 1 g (3e a etan

ayant choisi un repré
présentan . g
t,(M), les régle .t 09 € v, ce qui revient a indexer les 2 :
v ) gles perturbatives s’expriment sous la form s 2r matrices M figurant dans
e

<tz>= Z Z NE#
HEZ,, 01€[27]
("’0”1161

ou 'on somme s
ur les permutati
ongets 1 de age ’p» ’ ‘atlons o1 € [27] pondérées par NT#i | u; étant |
001, c’est-a-dire le nombre de faces de val 7%, py ctant le nombre de cycles de
ence 1.

Introduisons les caracté
. ractéres ¥ (Y un tabl 4 3
aux relations d’orthogonalité et de complétudzau < oniag B felies) G0 e R By QIR

Y s aY (5 (2!
ZY:X @) = e

> XY (T (o) = (2r)6yys

TE€ET2,

_x(a)_
X ([1%7])

Y
ou y ([12’"]) est bien évidemment la dimensi
imension de la représentation indexée par Y. U lcul
. Un calcu

immédiat donne
<t5> = Z <tz>
wehy =

(te) (tu) |
== - ~lv |[2r Y or Yy
N = N = (2r)]!| Zy X ([ox])gf[lgﬁ))xv(w

Lo symétri
métrie de cett :
ech e expression reflete 1'é
ange d e ’échange d
ge des sommets avec les faces). ge des cartes avec leurs duales (c'est-a-dire

}teVell()nS a l Fa] (] la] € Oon Vo que lie Cal(: ll 116 7 revie. a evaluation de
X y
( g ) ’\g( ) n 2 1
¥ § > >

( [27‘ > = T M q O 3 11 t
< > ul 11i1n rodult qu d S cartes connexes PIUS pré i
t t € ae €l exe ciseme

(te
WO
- NEwi
By =p2=0
A k. Tp;=r41-2g
tion 2 3 =
gg:uéxpri Ig;or?ll’)re de faces de la carte duale connexe & un seul
b L sd ,of? :l?tlent une surface de genre g, tandis que e
e = = ¢
nition de Ay(r). Cette restriction rend malais/jélle CZI2 1 g rf\ﬂ?tj
cul de Ay(r
g

.
4
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sous cette forme et justifie des développeme

et Zagier.
Sion
en revanche de voir & l'ai

T N () = ()

9<(3]

introduit une quantité intermé
de des expressions données ci-dessu

2r — 1!
(——7’2——)—coeff. de y'*! dans (

jouant de nou

1l est cependant possible en
peut encore écrire

x (T'g,1) . Observons qu’on

<tﬁ> (27] 2r

Ag(r) = Z N ey

gkt
o1 =2 =0 HJJ Hi

Spi=r+1-29

2r N
U3, H4,...
Y3ps +4pa + o = 2r
TSpi=r+1-29
Les conditions de sommation impliquent que
w3 + 2pa +3p5+...:4g—2

suivante due a Penner. Soit

_ka—zy%‘i >

k>3

et justifient la remarqué

Z(N,z) = <exp

alors

$(N,z)= log Z(N,z)

ent perturbatif formel en contribut
de puissances de N

s(N,z) =Y ¢s(@)N*

admet un développem
réorganiser en une série

s>1
avec 6g-3
pi(x) =y 27 (2(—1)”‘&’2%3)
r=24

921

=3 a7 x (T)
g

nant dans Z(N,z) est formelle.

Bien entendu I’intégrale interve
de la fonction T' d’Euler est équ

que la représentation intégrale

(2mz?)

24

vers zéro a
1/z mkrk
[_1% dm exp (—— D o

(emz);lf 1 —o0
1/2F )" foo dm exp (—ﬂz-)
—00 2

nts combinatoires fort élaborés dan

diaire €-(g) obtenue en levant cette rest
s en termes de caracteres que

1+y
1-vy

veau sur la dualité de trouver une faco

Soit en clair
Ag(T) _ 1 z _1_ tr 1\43 3 L L7 J\{[4
H3! 3 [,L4‘ 4

jons de cartes connexes qui peu

s Varticle de Harer

riction, il est facile

%

n élégante d’évaluer

t se

Pour lui donner un sens remarquons
ivalente pour z réel positif te

)

nda.llt ]

1 eme (] eve. € y P ot 1€ pour r — X [()]]]] lle
A (leS ter mes exponentlel i ¢ 3
o ) ; ; i 1 ment p tlts Ii)res, ].e d lopp ment asympt iq
ter me, on [)() 1rra V] 1 13- qu ¢ de ?IOI)pE,InSnt perturba,t if (1@ cette iIltégI a,le ll\ )Ollr( Chaqlue
21 ',O ) B'Ce‘n( re k ]nterva]le d’lntégration Z\l (_OO +OO) C’fSt le sens qou on va dOIlIleI
pres € Cl-dessus a & i : ‘ : ,
a (Nex, )eq\s n ! ; Ppres avoir eff ctu l,.
T 1 matricie (&} (] lntegrale “aﬂ ul ire”
t: (1 ‘ Vi (< . g aire COmpaCte I'edul‘saﬂt
2: ,l‘ )a‘ '11“6 1I ieg' rale sur le- S v,a"' leu!s p'I opres /\l Chacune lim]tée E\l une l'Ilt er \/alle Semi lllilnl
T N a ser1 as mptOt’lqu perturbati e D la sorte n ‘ . o
—00, = sans m()dlﬁer erie Sy € \% € $ € ous obtenons avec la.

notation A(}) = H1§i<j<N (hi =)
Z(N,z) = _1__/ -
m)VE [N pl 1:[ (d/\i9(1 —hiz) (1= Nz)=" e%) A(N)?

ou B(u) est .
repré(qezlt:;iola‘fOl}Ctlon saut d’Heaviside, 8(u) = 1 pour
= n intégrale de la fonction I' donnée ci-dessus u f> 0, 6(u)
3 nous fournit

vy - [ (3)] 2
> -—2— = d t 2
T o iv ol = I;I (1 +pa )’OST,@SN~1

= 0 pour u < 0. La

; N
[t ]
L T N-
V2rz? <z2> (1+pa:2) !
Pour compléter le c 1 1
alcul, il suffit d’utilise
, r la formule as i
ymptotique de Stirlin
g

2\
€n(ﬁ\/i—1‘ (i) - Z Bin P
2mz? z2 = 2n(2n — 1)z

S 1O O 1 ” sont relies aux po nomes de Berno 1 B i ‘DT Q
1 . .
n ( )
ou les nombres (le ”el poly ul nlU ) Par les expressions

Biw) = ¥

1 N—r
n B,z
0<r<n

tetu t"
-1 Z Bn(u)—
n>0 n.

de sorte que

Z pkzm

1<p<N-1 k+1
et
¢(N,z) ~N o~ B,
) L e ni=2
21: 2n(2n — 1)‘T
2k k+1
+Z(_1)k+l%l:L—N-ZNT<k+1)B ;R .
k>1 ¢+ 1 ktl—r — —— r +1
il " k+2;N ( i )Bk+2—rj!

Ten
ant compte de ce que pour k > 1, B i i
2 1, Br41 s’annule si k est pair, on trouve

$1(z) = Zx(I‘g,l)z“g*? - 2149-2@
29

921 e

Do ¢
U le trés remarquable

Theor:
héoréme (Harer-Zagier, Penner)

B
N X(F ‘ ] _ﬁ )
20U ((s) est la fonct; a N il
| a tfonction ¢ de Riemann.
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la caractéristique virtuelle de l'espace des modules de
) n'est autre que le coefficient de N™ dans

pourn>0,2g——2+n>0

En poussant ’analyse, on montre que
surfaces de genre g A n points marqués (non distingués
le développement de ¢(N,z) et le calcul précédent montre que

_, ¢(1—29) 29 +n—2
F n) = | n—1 5\~ "I/
X (Tg.n) (-1) 2g +n—2 i

Cette formule est a prendre en un sens limite le cas échéant. Par exemple

1
=0 =4 -
g = = X="q
1 il L
= n = Rt
g X 12

sens, elle s’applique 3T, =T,0 sans oint marqué sous la forme
> g 9,

' _ X(Fg,l) " C(1—2g)
x(Ty) = 5 _ -Z—g_- = “2‘_"‘2—g"

Enfin lorsque P’expression a un
g>1

B. Formules d’intersection
uable des méthodes d’intégration matricielle est due &

our lapplication la plus remarq
l’espace des modules des courbes de genre g an points marqués

mble-t-il aux dégénérences possibles des
ités que des points doubles a tangentes
confondre avec ces singularités). En
du fibre cotangent L et pour une

Ace]
Witten et Kontsevich. Soit My

et Mg n une compactification adéquate (correspondant se
t au plus comme singular

courbes projectives planes n’ayan
rqués ne viennent pas s¢

distinctes et tels que les points ma:
chaque point marqué, on considere la premiere classe de Chern
suite {dy > 0} ou f indexe les points distingués telle que

de=3g—3+n=§:iki

1

f
k; = {nombre de dy =1}

on pose
X k; d dn
<T(;‘°...Ti > = J g (Ly) i (Ln)
Mg
M n ayant la structure d’un quotient de Vespace de Teichmiiller correspondant par le groupe
bres d’intersection” sont des rationnels, d’ailleurs positifs. Comme le montre

s positifs (et méme égaux a
de cohomologie stables suf

modulaire, ces “nom
Witten, il sont reliés par des relations triang

'unité le long de la diagonale) aux nombres
Miller qui s’expriment par des inté

o0
<exp z T,'ti>
0

ato pour la hiérarch

ulaires & coefficients entier
d’intersection des classes

Mgo introduites par Mumford, Morita et grales analogues suf

Mgo-

La série formelle

F(t)={nZ(t)= >

koy.-eskivee
est uniquement déterminée par le
Théoréme (Witten, Kontsevich)

(i) Z(t.) = exp F(t.) est une fonction 7 au sens de 8
Kortweg et de Vries), ce qui revient a dire que U =

ie des équations du
a—zf—(,—g satisfait au%
ETH]

systeme intégrable KdV (

conditions
I R
ot = Bte a1 (% oo

ou les polynoémes (différentiels) de Gelfand-Dikii

R, =u
Ry = u? d*u
........... 2 120
.
B, =
" onl +

i . ’
atisfont a la relation de récurrence

g 3
2 9 10
( n+1)6t0Rn+l :( +2u a au)Rn

) 106 2o T o
(tl'l) Z(t.) est un vecteur de plus haut poid 0 .
m entier supéri 41 s S pour u ¢ i
uperieur ou égal a —1 on définit ((—1)!! = l)ﬂe algeébre de Virasoro. Précisément, si pour
2w =3 _ @+t 2 1
Fromd (2(k —m) — 1) k—mak"*‘ 5 Z (2k + 1)11(2¢ + 1) ¥
" ) ke l=rmi—1 Ot 0ty
—(2m +3)!! L b 1
8t7n+1 . m+1,0 + gém,o

ol ém,n est le symbole de Kronecker, tels que

[LmsLa) =(m —n)Lopyn , m,n > —1

alors

Lm Z()=0, m>-1

Les assertions a; )

ssez O

s ds()t;rtp.rle:nantes du. théoréme sont & prendre au sens des séri
i s o 1l est qu.estlon dans la seconde partie est nsf it 1tne s e
B ﬁe tne pas fait apparaitre la “charge centrale” eI’l alP dire In v oy
- xtension centrale de 1’algebre de Lie de Di s L

e 1}‘13, ondantes mais bien entendu compatible ¢ e DTS Enfi fes conditions

ragr é ¢ 3 .
graphe va étre consacré a la démonstration de ce théore
éoréme.

Donnons d’ab
ord quelques indicati :

A:‘g,n T représznfsrn;ixfat{on’si helas. un peu imprécises, sur le model i

B e eeter | (h) a l'aide d’intégrales sur des matrices h i sl
? () & Daide ¢ : . ermitiennes. Il s’agi

sommets sont au moi 1 e 5l

b iy présentée par une carte (
une longueur i & , de genre g, ayant n f . Fque g i
positive a ch ey ' o e s .
symbole a C f désignant 1;‘3:16 ?rete. a — £, et a chaque f;ce f un Pérrlie \Tetnquy e
9. . B m -
ation d’incidence. On attribue a chaque cellulz o pil‘— Zacj e
une dimension égale

au nombre de variable indépe €
ol s g lndep ndantes lorsque le S é €
t ol ) o que les ps sont fixés, c’est-a-dire A (01‘1 le nomb
F re

A=2g-2+S5+F  242>35

on tire
A-n<2(3g-3+n)

0u‘ 17' ] sy o
nal (l €1ls SO valent COITEespo. a X mension
1
m Ll nts, LT p nd nt au 11 I d
ega 1té 1eu 1€ S1 tOous les son cellules de d

Maximale (= di
) ImgpM, ) celles auxquelles on se borne dans la suit
suite.

A une i b
: ace or €e ae vale €. oraee 1 [0) €.
1en
k. d al 1C k I'd aj 1 2
p es aretes a 3y A2y ..., Qf danS t
5 ce rdre, a P rmutation

que pres i
; on fait alors correspondre la 2-forme

> d<ﬁ>x\ i(4
1<i<j<k-1 \Pf Pf

u)f:

26

27



utation circulaire. Kontsevich montre alors

gement d’échelle et une perm
ous la forme

invariante dans un chan
riment dans ce modele s

d’intersection cherchés s’exp

d
oty oo Tl ) = / wa’
f
mension 6g — 6+ 2n

e sur les cellules de di
mmets trivalents affectées d'un

que les nombres

olt le signe somme est 3 interpréter comme une intégral
sur ces cellules, Clest-a-dire des cartes connexes a SO
inverse de lordre de leur groupe d’automorphisme. A vrai dire, il est difficile de
ticle original on trouve une preuve ou une assertion de ce fait (il s’agit 13 d’une
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