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Résumé

Il existe une méthode de génération aléatoire de mots facteurs gauches de Motz-
kin et de chemins sous-diagonaux, méthode due & Barcucci, Pinzani et Sprugnoli et
opérant en temps et espace linéaires en moyenne. Nous proposons une généralisation
de ce procédé & un ensemble plus vaste de langages. Nous définissons une classe de
langages, les fg-langages, pour lesquels sa complexité moyenne est aisément calcu-
lable, notamment de facon automatique 3 I’aide de logiciels de calcul formel. Des
applications sont données pour quelques langages particuliers.

1 Introduction

Soit un ensemble de lettres A = {ay,as,...,ax} appelé alphabet. On note A* le monoide
libre engendré par A, c’est & dire 'ensemble des mots finis composés de lettres de A. Un
langage est un sous-ensemble de A*. Etant donnés un langage L et un entier naturel n,
notons L, I’ensemble des mots de L de longueur n, et I, le cardinal de L,. La génération
aléatoire et uniforme d’un mot consiste & tirer au hasard un mot de L, avec une probabilité
égale a 11;

Les travaux concernant la génération aléatoire et uniforme de mots s’inscrivent dans une
problématique plus vaste : la génération d’objets combinatoires. Celle-ci s’avere utile pour
laide & la résolution de certains problémes, comme par exemple ’étude de la distribution
d’un paramétre sur une classe d’objets combinatoires. Dans la plupart des cas, le nombre
d’objets de taille donnée n croit exponentiellement ; générer tous les éléments de taille n
devient vite une tache impossible. Apparait alors le besoin d’une étude statistique, via
Pobservation d’un “échantillon représentatif” de ces objets. Un tel échantillon ne peut étre
construit que par génération aléatoire et uniforme d’un nombre suffisant d’objets de taille
fixée. La génération aléatoire et uniforme d’objets combinatoires trouve donc son utilité
dans des domaines tels que :

- Pétude de la distribution de parameétres, ou de valeurs moyennes de certains para-

metres dans des objets combinatoires;

- la visualisation d’objets combinatoires “moyens” de grande taille;

- les tests de complexité moyenne d’algorithmes portant sur des structures combina-

toires.
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Ces champs d’application peuvent fournir une aide appréciable a la formulation ou a
J’affinement de conjectures sur le comportement d’objets de tres grande taille.

Létude statistique d’objets combinatoires entraine la génération d’un nombre impor-
tant d’objets de grande taille. Tl est donc nécessaire que les méthodes de génération offrent
une complexité raisonnable en fonction de la longueur des mots. Nijenhuis et Wilf pré-
sentent dans [10] une méthodologie de tirage aléatoire et uniforme d’objets combinatoires,
pouvant s’appliquer 3 de nombreuses classes d’objets. Cette méthode a été récemment sys-
tématisée et généralisée dans [7]. 11 sagit d’un algorithme dont la complexité est d’ordre
polynomial en fonction de la taille des objets générés. Cependant son déroulement fait
intervenir explicitement le nombre d’objets de taille n, ce qui altére sensiblement les per-
formances lorsque ce nombre est exponentiel par rapport 3 n. De ce fait, la complexité
d’un tel algorithme ne pourra en aucun cas étre linéaire.

Dans certains cas, il est possible de réduire le probleme de génération d’objets combi-
natoires & un probleme de génération de mots. On sait énumérer des familles d’objets
combinatoires en utilisant des bijections avec des langages, et particulierement des lan-
gages algébriques [13]. Ces bijections sont en général constructives, de sorte qu’a tout mot
du langage on sait associer son image dans la famille d’objets combinatoires; de plus, un
certain nombre de parametres sont “transportés” par la bijection, de 'objet combinatoire

vers le mot associé.

Exemple 1.1 Considérons la famille des animauz dirigés @ une source Sur réseau carre.
Un animal dirigé est un objet combinatoire issu de la physique statistique, composé d’une
configuration de points sur un réseau & coordonnées entiéres, deus o deuz adjacents et se
développant par ajout de nouveauz points voisins dans une direction privilégiée. On montre
dans [11] que cette famille est en bijection avec le langage des facteurs gauches des mots
de Motzkin. Le paramétre aire (nombre de points) d’un animal correspond au parametre
longueur du mot ass0Ci€.

Plus généralement, pour une famille d’objets combinatoires donnée, on définit le para-
metre taille dont la valeur s’exprime comme une fonction de la longueur des mots associés.
Ainsi, le nombre [, de mots de longueur n est égal au nombre d’objets correspondants
de taille f(n). Il s’avere parfois grandement profitable de scinder le probleme initial en
deux parties : il s’agit d’abord de produire un mot, puis de construire 'objet combinatoire
correspondant.

Il existe deux types de procédés de génération aléatoire et uniforme de mots, pour
lesquels les calculs de complexité different.

Les algorithmes dits déterministes autorisent le calcul de la complexité “dans le pire des
cas”. Pour certains langages particuliers comme celui de Dyck, il existe des algorithmes per-
formants, de complexité linéaire en temps et en espace mémoire [1, 12]. Plus généralement,
I’algorithme de Hickey et Cohen [8], qui permet de tirer aléatoirement et uniformément
des mots de tout langage algébrique non ambigu, est similaire a la méthode de Nijenhuis
et Wilf [10]. De ce fait, il possede les qualités et les défauts de cette méthode, & savoir
une complexité polynomiale dans tous les cas, mais des performances altérées du fait de

'utilisation explicite du nombre de mots de taille n. De ce fait, une génération efficace de
mots de trés grande taille par ce procédé semble exclue. .
Les méthodes dites @ tirage* procedent en quelque sorte par une suite d’essais-erreurs, et

LTerminologie due & Jean Berstel.
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de ce fa,it: l«}e nombre d’opérations nécessaires pour générer un mot n’est pas borné. Seul

complexité moyenne peut alors étre prise en compte. Elles peuvent néa.nmoins'coi : tune
une alter.natxve in.téressante, comme en témoignent les travaux de Barcucci Pinzsa.:liuz:
Sp.rugnoh. Ceux-ci ont présenté [2] un tel procédé appliqué a la généra.tion’a,léa.to'r t
uniforme de facteurs gauches de Motzkin. Sa complexité en temps de calcul s’avére li 5
en moyenne. (_Qua.nt 3 l’espace mémoire nécessaire, il est linéaire dans tous les ca;neEa)Jllie
es’t aussi appllquée 4 la génération de chemins sous-diagonaux (3], qui constitue t -
glexlerra.h’sa.’tlon des facteurs gauches de Motzkin. Cette méthode es,t notamment :til;:é:
?éseaugilalﬁzr en temps moyen et espace linéaires des animaux dirigés & une source en

Nous nous i’ntéressons ici & lextension de ce procédé & un ensemble plus vaste d

langa.ges.. Nous évaluons sa complexité moyenne dans un cadre général, puis nous déﬁnissone
une fa.m%lle de langages, les fg-langages, pour lesquels elle peut étre ob,tenue de fagon si ls
en fonction de leur série génératrice. Enfin, & ’aide notamment des logiciels de cafcul ;g:lnrie?

AYQ [6] et Maple, nous calcul ité 4
vl g ulons la complexité de la méthode pour quelques langages

2 Le procédé de génération de mots

2.1 Présentation

Considérons tout d’abord 1 i i géné
% rd le pseudo-programme “naif” suivant, qui génére un mot w de

Méthode 0:
Entrée: Un langage L, un entier naturel n.
Sortie: Un mot w de L,.
début
W €
tant que |w| <n faire
début
a « hasard(A)
w — wa
si|wl=netw¢gl,
alors w + €
fin
fin
Siw fefst'. un mot de L, |w| représente la longueur de w. L’appel de la fonction hasard(A)
Z potuf e el’;l .de alr(:itm;;';lelr\I une lettre choisie aléatoirement dans A avec la probabilité (ol
est le cardinal de A). Nous supposerons que 1’appel ion s’ :
Syl q ppel de cette fonction s’effectue en temps

La méthode 0 consiste donc a i
construire un mot de A™ avec la probabilité
recommencer le traitement tant que ce mot n’appartient pas a L probsiiie s
e

Soit v un mot de L,. La probabilité d’obtenir v apres avoir généré ¢ mots de A™\L,, est

égale a
Ly
B(o) = (1 - 7:) > (21)
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donc la probabilité pour que v soit résultat du procédé est

p(v) = Tpilv) = ,l (2.2)

>0

et la génération s’effectue bien de fagon uniforme.

Le nombre moyen de mots tirés pour aboutir 3 un mot de L est l‘l% Si on sait reconnaitre
un mot de L, en temps T'(n), alors la complexité moyenne en temps est égale a % En
particulier, si L est un langage algébrique déterministe, c’est a dire s’il existe un automate
a pile déterministe qui reconnait les mots de L, alors elle est égale 3 %

Soit le mot w en cours de construction par la méthode 0, tel que |w| < n. Pour améliorer
la complexité du procédé sans altérer I'uniformité du tirage, nous utilisons 1'idée simple
mais féconde exprimée dans [2] : détecter des que possible si la construction en cours peut
ou non aboutir & un mot du langage. Supposons que I’on puisse décider s’il existe ou non
un mot u de L, tel que w est facteur gauche de u. En cas de réponse négative, le traitement
peut alors étre recommencé sans attendre que la longueur de w atteigne n.

Notons fg(L») I'ensemble des mots facteurs gauches d’un mot de Ln; 1

décrite ci-apres tient compte de la remarque précédente.

Méthode 1:
Entrée: Un langage L, un entier naturel n.
Sortie: Un mot w de Ly.
début

w — €

tant que |w| <n faire

début

a « hasard(A)

w — wa

si w ¢ fg(Ln)

alors w « €

a méthode 1

fin
fin

2.2 Notations
Les définitions et notations introduites ici nous permettront d’une part de montrer que la
méthode 1 génére des mots de L de facon uniforme, et d’autre part d’étudier cette méthode

du point de vue de sa complexité.
Soit I un langage sur un alphabet A. On note L, ’ensemble des mots de L de longueur
n, et L<y, 'ensemble des mots de L de longueur inférieure ou égale an. Soit fg(L) ’ensemble

des mots facteurs gauches d'un mot de L
fo(l)={ue A*/IwelL, e A, w=uv}
On note L le langage des mots n’appartenant pas & L, mais dont le plus grand facteur

gauche propre est dans L. ~
I=LA\L
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tho(];esl n(llots qui‘détermjnent I’exécution de I’affectation w « ¢ dans la boucle de la mé
; /Ze , donc qui font recommencer la construction de w, sont exactement ceux du langage
9(Ln)<,,. Pour plus de clarté dans les notations, nous écrirons e

—_—

R = fg(Ln)¢,

On définit les séries énumératrices de ces langages, £(t) pour L et R(t) pour R

L(t)=)_ bt

n>0

R(t) =Y rait’

=1
2.3 Uniformité

uMn(;IIPLt:;nS %ue la tgénéra’cion d’un mot de longueur n par la méthode 1 s’effectue de fagon
e. Un mot w sera cause d’une nouvelle exécuti € i et &

: E on de la mét

si w € R. La probabilité de cet événement est cthode & si et seufement

p(weR) = i:p(w €R)

LI (2.3)

Silonr ni )
i 'on remarque que L, et {R;A"™* /i € [1,n]} forment une partition de A™, alors on

a:
K*—1, = grn,;k"“ (2.4)
et donc d’apres (2.3) et (2.4)
l
pwgL,) =1--"=
(e L) =1-1

Soit maintenant v € L,. On
. - montre alors comme en (2.1) et (2.2 ilité
pour que v soit généré par la méthode 1 est égale & G Bl et

p(v) = ll

n

2.4 Complexité moyenne

1l i ité
duesrfozgmfeste quedla,lcomplemte moyenne en temps de la méthode 1 dépend étroitement
re moyen de lettres tirées pour obtenir un mot de L i
- en d : ot de L. Soit a € A. Le test de la
Dansocieqllliczlr:?tlst;e ) cﬁl’erchelr1 st wa € fg(L,), sachant que le mot w appartient & fg(Ly)
! , nous l'appellerons test de maintien d’un mot d ué
a chaque fois qu’une lettre est tiré e
| irée. Pour que la méthode 1 soit rai i
0 1 e € raisonnable, il est do
- ;ezs:1;: I;]l?:hladcogn(ple?(lt? en temps de ce test soit négligeable par rappor,t a celle cIlltcl
bex éthode 0 (qui n’est effectué que tous les n tirages). N ¢
1c1 essentiellement des langa P o et e eagie e ot
) ges pour lesquels le test de mainti i
constant. Le résultat suivant est alors immédiat : FE e
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Proposition 2.1 Si le test de maintien d’un mot dans fg(Ln) peut étre effectué en temps
constant, alors la complexité moyenne en temps de la méthode 1 est égale au nombre moyen

de lettres tirées pour générer un mot de L.

D’autre part, nous pouvons des maintenant évaluer le gain maximum en temps occa-
sionné par la méthode 1 par rapport 3 la méthode 0. En effet, soit m le nombre moyen de
mots générés par la méthode 0 pour construire un mot de L,; le nombre moyen de lettres
tirées est donc égal & mn. Remarquons que m est aussi le nombre moyen de mots générés
par la méthode 1. Supposons qu’une exécution de celle-ci a permis la génération d'un mot
de L, en i étapes. Dans le meilleur des cas, les ¢ — 1 premiers mots contiendront une seule
lettre, et le nombre total de lettres tirées sera égal & i — 1+ n. Notons Co(n) (resp. Ci(n))
le nombre moyen de lettres tirées par la méthode 0 (resp. la méthode 1). Alors

-1+ C
Ci(n) = Zn—mﬁco(n) > _‘lr(lﬁ)_

et on en déduit Pencadrement qui suit pour Cir(n)-

Proposition 2.2 Soit Ci(n) le nombre moyen de lettres tirées lors de la génération de
mots de L, par la méthode 1. Alors

k" k™
= & C](TL) __<__ T
l (8

n

Autrement dit, pour que la méthode 1 soit efficace, il est nécessaire que la méthode 0
s"eff i ble, d B soit, d’ord lynomial. E iculi
Jeffectue en un temps raisonnable, donc que - soit d'ordre polynomial. n particulier,

~ . ’ s . !ﬁ _ o
Cy(n) ne pourra étre linéaire que si 3= = O(n*), avec a < L.

Nous nous intéressons maintenant 3 la valeur de C;(n) en fonction des séries énuméra-

trices £ et R. Pour ce faire, il nous faut introduire les notions qui suivent, empruntées a

la Théorie des Codes? [4].
Soit g la distribution uniforme sur A*, ainsi définie :

1
Yw € A” Wo(w) = W

On étend 7o & tout langage L C A* de la fagon suivante :

mo(L) = ), mo(w)

welL

mo(L) est appelée mesure du langage L.
Un code préfize est un langage X tel que, si w € X, alors aucun mot facteur gauche de

w w’appartient & X. La longueur moyenne d’un code X (relativement & o) est définie par

MX) = 3 [wlmo(w)

weX

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant

2] es notions de mesure et de longueur moyenne sont habituellement définies de fagon plus générale, en
fonction d’une distribution appelée mesure cylindrique.
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p 1 n 2- P 9
I ropos tlo ,3 Le 'nonlb?e "loyen de t” ages de lett7 €S NECESSAITES POoUT ENETET UN mOt

A(R)
mo(Ln)

P’euvﬁ. Le y
IlOIane moyen de mots €] (& p
neres pour aboutl! a un mot de L est nous 1 avons
g n ) n

i 1
vu, 7, soit —+. Chacun de ce iré o
7o. Donc moEn) s mots est tiré dans L, U R selon la distribution uniforme

; Gin)=n+

—
WO(Ln)

_ MIn) +A(R)
7r0(Ln)

A(R)
7r()(I/ﬂ.)

uel\}j)tttjn; que les longueurs moyennes A(L, U R), A(L,) et A(R) n’ont un sens que parce
q 7 , L, et R sont des codes préfixes, ce que 1’on peut vérifier aisément. O

Ci(n) = AL, UR)

car L,NR=10

=n++

3 fg-langages

e e o e e | SiCeo st e[S e
. , it ent irréguliere en fonction de n. Le ch d’applica-
tion de la proposition 2.3 se trouv imité i 4 frer tronves, dan
le caDs général, une expression de j((]ii(;n:nl lfxf)lxllt::ii((i)lxll t:::tlfl ‘tletoz.ne peut captrer frouver, dans
" 10n21seiit$ oseecntllrc:n,d no;s ?eﬁm?sons une class? de langages, les fg-langages, pour lesquels
R XinSiel e sbexpnme de fagon sun.ple en fonction de la série énumératrice
e u,n fg-lanéa » le nombre moyen de lettres tirées lors de I’application de la méthode
ge sera aisément calculable.

3.1 Définitions

Définition 3.1 On dit quun langage L est préfixiel si fg(L) C L.

Définiti . 5

e;:;;u::;on :1.2 Oz dit qu’un langage L est préfixe-complet si pour tout mot u € L, il
mot v € L tel que u est un préfize (ou facteur gauche) propre de v (i.e u # 1; et

u est préfize de v).

Les deux définitions précé i
précédentes sont classiques en Théorie des Lan,
V2 . . ’ . a e t
d’énoncer la suivante, qui décrit la notion nouvelle de fg-langage. Boses ¢t permettent

Définition 8.3 On dit qu’
i it qu’un langage L est un fg-langage s’il est preéfiziel et préfize-

On montre aisément la propriété suivante :
Propriété ]
priéte 3.4 Si L est un fg-langage, alors pour tout mot u € L et pour tout entier

n > |ul, i eziste un mot v € L, tel que u est préfize de v.
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3.2 Complexité
. . o on
Voici maintenant notre résultat principal, qui permettra un calcul aisé du nombre moy:

de lettres tirées par la méthode 1 pour un fg-langage L, en fonction de sa serie génératrice.

Théoreme 3.5 Si L est un fg-langage, alors le nombre moyen de lettres tirées par la
méthode 1 pour la génération d’un mot de L, est égal a

_ molln1) (3.5)
Cl (n) = 7!'0(_[,")
ou de facon équivalente o
fagon ég oot — [t"](r:tﬁ(i)) (36

Ce théoréme est une conséquence de la proposition suivante, qui présente une propriete
plus générale des fg-langages.
Proposition 3.6 Si L est un fg-langage, alors
Vn >0, AR) = mo(L<n-1) — nmo(Ln) (3.7)

Preuve. Soit u € (fg(L))<n- Alors u € Ly car L est préfixiel. Donc’ il existe v € j[;n&el)qtz
u est facteur gauche de v, car L satisfait la propriété 3.4. En conséquence, u € fg{Lln),

on en déduit que fg(Ln) = (f9(L))<n Yn € IN. Finalement, fg(L); = fg(La); Vi <n et
donc .

AR) = Mf9(L)<n)

D’autre part, LA = f ?(L) U L, du fait que L est préfixiel. En particulier, Li-1A =
fﬁ). U L; Vi <ndonc
AMR) = MLgn14\L<n)
& klia=k

=Y =5

0

Preuve du Théoréme 3.5. On déduit aisément des propositions 2.3 et 3.6 la formule (3.5).

Soit maintenant ne1 .
% (%)

n>1 \i=0
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alors

g5
n>0

m>1

- (LY
T 1-t&5 "\k

et on obtient le résultat (3.6). O

Le théoréme 3.5 permet de calculer un équivalent asymptotique du nombre moyen
de lettres tirées lorsque I’on connait le comportement & I'infini de I,. En particulier, si
ln ~ cn™k", avec @ > 0 et ¢ > 0, alors le tableau suivant, extrait de [14], donne des
équivalents pour la moyenne et la variance du nombre de lettres générées, en fonction de
o (K est une constante dépendant de £(t)).

a moyenne variance
1 n an?
=l Iea | T
a=1]| nlogn (nlogn)?
a>1| Kn° K2n*

4 fg-langages algébriques

Il est naturel de s’intéresser au cas particulier des langages algébriques, car ceux-ci in-
terviennent dans le codage de nombreux objets combinatoires. Les facteurs gauches de
Motzkin et les chemins sous-diagonaux sont notamment des mots de langages algébriques.

Nous nous intéressons plus particuliérement aux langages algébriques déterministes, car ils
présentent la propriété suivante :

Proposition 4.1 Si L est un fg-langage algébrique déterministe, alors le test de maintien
dans fg(L) peut étre effectué en temps et en espace constants.

et sa conséquence immédiate

Corollaire 4.2 Si L est un fg-langage algébrique déterministe sur un alphabet A a k
lettres, alors

= la complezité en espace de la méthode 1 est linéaire,
= la complezité moyenne en temps de la méthode 1 est égale d

) (5£(4)
Ci(n) = —————~
& [)((1))

La preuve de la proposition 4.1 découle du résultat suivant.
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Lemme 4.3 Si L est un fg-langage algébrique déterministe, alors il est reconnu par états
d’acceptation par un automate & pile déterministe A vérifiant les propriétés suivantes:

_ Détat initial de A est un état d’acceptation,

- si g est un état d’acceptation de A, alors q est origine d’une transition au moins

vers un état d’acceptation,
- si q nest pas un état d’acceptation de A, alors il nleziste aucune transition de ¢

vers un état d’acceptation.
Preuve. Soit L un fg-langage, reconnu par états d’acceptation par un automate 3 pile
déterministe A = < A,Z,Q,21,q1,A > Nécessairement, ¢, est un état d’acceptation car

e€ L.
Supposons qu'il existe un état d’acceptation g qui n’est origine d’aucune transition vers

un état d’acceptation. S’il n’existe pas de calcul valide menant & g, alors ¢ peut-étre 6té de
’automate A. Nous pouvons donc supposer qu’il existe un mot w € L dont le seul calcul
valide est de la forme .

(wa g1, Zl) F (Cs q, h)
et comme L est un fg-langage, il existe au moins un mot u de longueur |w|+ 1 appartenant
4 L, et dont w est facteur gauche. Donc il existe au moins une transition menant de ¢ 3

un état d’acceptation, ce qui contredit I’hypothese.

Supposons maintenant qu’il existe un état ¢ qui n’est pas un état d’acceptation, et
qui est origine d’une transition vers un état d’acceptation. Si aucun calcul valide ne passe
par ¢, alors g peut étre supprimé de l’automate. Sinon, il existe un mot w € L tel que

w=uz, u€ A", vE A et donnant lieu au calcul
(wa QI,zl) F ('an,g) F (QQF, h)
olt qr est un état d’acceptation.

Soit i = |ul]. Alors u € (fg(L))i, donc u € L; car L est un fg-langage. Donc ¢ est un

état d’acceptation, ce qui est absurde. 0
Le résultat de la proposition 4.1 est obtenu en parcourant ’automate 3 pile défini par
le lemme 4.3 au fur et & mesure de la construction de w. Alors w € fg(Ly) si et seulement

si le parcours mene a un état d’acceptation.

5 Applications

5.1 Facteurs gauches de Motzkin et chemins sous-diagonaux

Nous retrouvons ici de fagon simple & 1'aide de Joutil de calcul formel AT [6] les résultat
de Barcucci, Pinzani et Sprugnoli [2, 3] concernant la génération de facteurs gauches de
Motzkin, et plus généralement de chemins sous-diagonaux.

Rappelons que le langage des facteurs gauches de Motzkin est I’ensemble des mots sur
’alphabet {z,y,z} dont les préfixes ont un nombre de y qui ne dépasse jamais le nombre
de z. Ce langage est engendré par la grammaire non ambigué suivante

L — zsMyL + zL + zL + ¢
M — zMyM + zM + €

dont la donnée permet, avec l'aide de AYQ, de calculer directement la complexité de la
méthode 1.
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Voici le programme AT correspondant.

typeL=xMyL|xL|zL|e;
M=xMyM|zM]|e;

= atom(1/3) ;

= atom(1/3) ;

= atom(1/3) ;

= atom(0) ;

=tS|t;

= atom(1) ;
F=LS;

to_analyze: F, L ;

¢ o NS M

LCIEquE ce FICgIaaInInB s EXECUtE7 1‘1&2 Calcule IES an:thnS COUMET3 tIl:ES :( ) Eb
3

SH)L(E) (ou S(t) = X)), ainsi
\ 3 == ainsi que les val : §
diveloppertaits an Sérlietres;ectifs_ eurs asymptotiques des coefficients de leurs

Cela donne ici:
wi(e)) = 7‘%+ otk

[t"] (ﬁﬂ(é)) = % +0(Q1)

et donc nous avons bien

Ci(n) = 20 + O(1)

Comme Cy(n) = ndt — IR o] .
Pordite de /. In é:‘., , alors le gain en temps par rapport a la méthode 0 est de

Les chemins sous-dia, 6 i

gonaux sont une généralisation des facteurs i

i auches d
il)sczczlnt codﬁs par des mots sur un alphabet {zy,...,24,21,...,2 gyl Y. ; I%?ltzrl:lmi;
: . s Z1ye -y Zhy Ylye-- 3
i I:j'un ]; eimmAsous-dlagonal si et seulement si, pour tout préfixe v ;le u; 029 |v] o<
ais,zlln en:,. u ne ameéme fag/(;r‘lr (S;)ue précédemment, la donnée de la grammaire pe’rm:;ld’éél;i;a
programme calculant la complexité
o un p . , plexité moyenne en temps de la méth
entir;r:p(fh;at‘:on iu corollaire 4.2. Il est nécessaire cependant de fixer deIs) valeurs pzurol(i:
terminalés Vzri:i) 1 Tg ne pe;mettlant pas de traiter des grammaires & nombre de lettres
e. Comme dans le cas des facteur: h i
e les v _ . s gauches de Motzkin, les résultat
mor},cel:]C;:I'PII'IZ'anl f’t S>prugnoh [3] sont confirmés par AT : la méthode 1 e,st de cornpales;ci(iz
in€aire si a > c, exponentielle si a < c. Remar 1
3 quons toutefois que, d i

cas, le calcul de [t"]£(t) suffit pour conclure, & I’aide de la propositioan 2’ s e dermier

5.2 Autres fg-langages

Un f _1 ) ’ ’ .

. Si rz:rr:ge:%emxll o:;st1 pas forcément algébrique. Ainsi, le langage des facteurs des suites
ol tg(-i :Jrll’iige. g)n ranoIrlxtre [5, 9] que le nombre de tels mots de taille n est
; re de n°. La proposition 2.2 permet d’en déduire immédi
que la méthode 1 est de complexité exponentielle dans ce cas Hluireimmedatement

Ra !
nombripio;s qu’un fzf,cteur igaucl.le de Dyck est un mot de {z,z}* dont les préfixes ont un
qui ne dépasse jamais le nombre de z. Un mélange de deux facteurs gauches
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de Dyck est un mot w € {z,z,y,7}" tel que w privé des lettres z et T est un facteur gauche

de Dyck sur ’alphabet {y,7}, et w privé des lettres y et § est un facteur gauche de Dyck
sur I’alphabet {z,z}. Un tel mot code un chemin du plan comportant des pas élémentaires
Nord, Est, Sud et Ouest, débutant & lorigine et se développant exclusivement dans le
premier quadrant du plan. On montre que l, ~ %n"4”, donc la méthode 0 s’effectue en
temps moyen Co(n) ~ Zp?, et la méthode 1 en temps Ci(n) ~ nlogn, occasionnant un
gain sensible.
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Permutations a motifs exclus et
cartes planaires non séparables
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De PO >
" srlll(i)zr;:)rzzg(taeuteiurs Ee sontt 1ntleresses a I’énumération des permutations dont certains motifs
- xclus. En particulier, Knuth [7], considérant 1’ensemble d i i
par passage dans une pile, appelé parfois pe tati U
r pas : tations de Catal ¢ qu’
i , . permu atalan, a montré qu’elles -
tra;s;lltl ; Il) linser,nbli d[els2perr§1utat10ns ne possédant pas de sous-suite ’de type 231qnoté S ?ggi(e)spDozs
s récents [12, 13] ont eu pour but d’é 8 i dant :
R p ut d’énumérer les permutations ne possédant pas divers
W el T o :
n H(lasto s[;JG]t s’est 11\1teresse au probléme des permutations triables par deux passages dans une pile
e I; énéI;aI?Sr;iiéigle du' Ci]’eu’ du typlg “tour de Hanoi” pour les empilements, probléme différznt
considérée par Knuth [7] qui n’imposait au t i
caractérisé ces permutations en termes d i Sl el
: e motifs exclus; les motifs i i
el s et it ; 4 otifs interdits sont 2341 et 3241, ce
cas ou il est lui méme sous-suite du motif 3524 ’
) = 2o s 1 :
%Ventsernble 5,(2341,35241) désigne ces permutations sur [n] S
es . ’ & :
démonirzznjectlge.lgue le nombre de ces permutations est 2(3n)!/((n + 1)!(2n + 1)!), conjecture
s Variab{);rd 8(11 er‘g‘er (18] d.e maniere analytique (preuve faisant intervenir une équation en
S :)3 I'egrebl r;es.lzectl’fi 6,8 et 9 résolue en utilisant le logiciel de calcul formel Maple)
uligne le fait qu’il avait vainement cherché 1 i '
e o i e une preuve combinatoire de ce résultat.
. que ces nombres énumerent les cart i inté 5
sulzz,mlt) .le nombre d’arétes (travaux de Tutte [14]). USSR sk
o :r Iﬂ:;ctt;i i(il;spfesent ‘zra.vaill est de relier combinatoirement cette famille de cartes & une famille
[ a motifs exclus, ceci constituant § i i
conﬂecture de West que nous donnons dans [5]. i
planziferemu.are ,partxe de’ ce travail est consacrée a ’obtention d’un arbre de génération des cart
e :uﬁ);;mtees \noln s?faraliles, arbre que nous caractérisons par un jeu de régles permettant :13:
, ces regles étant liées a certains parameétres sur le
du Bomn;et pointé, degré de la face pointée). e S
o . ;
faminzsd ea. ie;uxnzrr:.e partie, nous montrons que cet arbre est exactement ’arbre de génération de la
- param}gtr:snl l?r 1;);5 Sn(241t 3,t 1.11352() pour lequel les regles de construction s’interprétent suivant
permutations (nombre de d élé i 2 i
et escentes, nombre d’éléments saillants 3 droite,
Nous dédui i '
2(3n)'/((ne_(*1-ui§(')(nzs; (f: 1;1'3)3 f;ntsb tque les lpermut‘,a,tions de S,(2413,41352) sont énumérées par
' ! !) et obtenons plusieurs formules d t 1 istributi
Rt nelend ! onnant les distributions de ces per-
parametres. Elles sont déduites des f .
Blecnives oot tior e \ e es formules donnant le nombre de cartes
parables & n arétes suivant le n
Tutte [2]), ou relativement au degré de la f: inté T el ool Bt
g a face pointée (travaux de Brown [1]).
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