de Dyck est un mot w € {z,z,y,7}" tel que w privé des lettres z et T est un facteur gauche

de Dyck sur ’alphabet {y,7}, et w privé des lettres y et § est un facteur gauche de Dyck
sur I’alphabet {z,z}. Un tel mot code un chemin du plan comportant des pas élémentaires
Nord, Est, Sud et Ouest, débutant & lorigine et se développant exclusivement dans le
premier quadrant du plan. On montre que l, ~ %n"4”, donc la méthode 0 s’effectue en
temps moyen Co(n) ~ 2p?, et la méthode 1 en temps Ci(n) ~ nlogn, occasionnant un
gain sensible.
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Permutations a motifs exclus et
cartes planaires non séparables
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De PO >
" srlll(i)zr;:)rzzg(taeuteiurs Ee sontt 1ntleresses a I’énumération des permutations dont certains motifs
- xclus. En particulier, Knuth [7], considérant 1’ensemble d i i
par passage dans une pile, appelé parfois pe tati U
r pas : tations de Catal ¢ qu’
i , . permu atalan, a montré qu’elles -
tra;s;lltl ; Il) linser,nbli d[els2perr§1utat10ns ne possédant pas de sous-suite ’de type 231qnoté S ?ggi(e)spDozs
s récents [12, 13] ont eu pour but d’é 8 i dant :
R p ut d’énumérer les permutations ne possédant pas divers
W el T o \
n H(lasto s[;JG]t s’est 11\1teresse au probléme des permutations triables par deux passages dans une pile
e I; énéI;aI?Sr;iiéigle du' Ci]’eu’ du typlg “tour de Hanoi” pour les empilements, probléme différznt
considérée par Knuth [7] qui n’imposait au t i
caractérisé ces permutations en termes d i Sl el
: e motifs exclus; les motifs i i
el s et it ; 4 otifs interdits sont 2341 et 3241, ce
cas ou il est lui méme sous-suite du motif 3524 ’
) = 2o s 1 :
%Ventsernble 5,(2341,35241) désigne ces permutations sur [n] S
es . ’ & :
démonirzznjectlge.lgue le nombre de ces permutations est 2(3n)!/((n + 1)!(2n + 1)!), conjecture
s Variab{);rd 8(11 er‘g‘er (18] d.e maniere analytique (preuve faisant intervenir une équation en
S :)3 I'egrebl r;es.lzectl’fi 6,8 et 9 résolue en utilisant le logiciel de calcul formel Maple)
uligne le fait qu’il avait vainement cherché 1 i '
e o i e une preuve combinatoire de ce résultat.
. que ces nombres énumerent les cart i inté 5
sulzz,mlt) .le nombre d’arétes (travaux de Tutte [14]). USSR sk
o :r Iﬂ:;ctt;i i(il;spfesent ‘zra.vaill est de relier combinatoirement cette famille de cartes & une famille
[ a motifs exclus, ceci constituant § i i
conﬂecture de West que nous donnons dans [5]. i
planziferemu.are ,partxe de’ ce travail est consacrée a ’obtention d’un arbre de génération des cart
e :uﬁ);;mtees \noln s?faraliles, arbre que nous caractérisons par un jeu de régles permettant :13:
, ces regles étant liées a certains parameétres sur le
du Bomn;et pointé, degré de la face pointée). e S
o . A
faminzsd ea. ie;uxnzrr:.e partie, nous montrons que cet arbre est exactement ’arbre de génération de la
- param}gtr:snl l?r 1;);5 Sn(241t 3,t 1.11352() pour lequel les regles de construction s’interprétent suivant
permutations (nombre de d élé i 2 i
et escentes, nombre d’éléments saillants 3 droite,
Nous dédui i '
2(3n)'/((ne_(*1-ui§(')(nzs; (f: 1;1'3)3 f;ntsb tque les lpermut‘,a,tions de S,(2413,41352) sont énumérées par
' ! !) et obtenons plusieurs formules d t 1 istributi
Rt nelend ! onnant les distributions de ces per-
parametres. Elles sont déduites des f .
Blecnives oot tior e \ e es formules donnant le nombre de cartes
parables & n arétes suivant le n
Tutte [2]), ou relativement au degré de la f: inté T el ool Bt
g a face pointée (travaux de Brown [1]).

*E-mail : name@Ilabri.u-bordeaux.fr
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Nous terminons ce travail en donnant les différentes étapes conduisant a la preuve combinatoire
de la conjecture de West, le chemin emprunté faisant apparaitre plusieurs familles de permutations
3 motifs exclus qui sont en bijection. Les deux extrémités de ce chemin correspondent d’un coté
aux permutations de S, (2341, 35241), c’est 3 dire aux permutations triables par deux passages dans
une pile, et de autre aux cartes planaires pointées non séparables, et celui-ci passe par la famille

S,(2413,41352) considérée dans ce travail.

1 Définitions et notations

1.1 Permutations a motifs exclus.

Soit S, l’ensemble des n! permutations sur [n]={1,2,+--,7}

Définition 1 Une permutation T de S, contient une sous-suite de type T € Sy st et seulement st
il eziste 1 < i) <ir2) <--- < i) S telle que m(i1) < m(iz) < ... < m(ik) -
On note Sy(7) lensemble des permutations de Sy qui ne contiennent pas de sous-suite de type T.

Exemple. La permutation 7 = 614753 appartient a 57(2413) mais pas a 57(3142) car la sous-suite
(x(1),7(2),7(4),7(6)) = 6173 est de type 3142.

Définition 2 Une permutation barrée 7 sur [k] est une permutation de Sy dont on distingue un
dlément. On note T la permutation sur [k] identique & T mais sans distinguer 1’élément, et 7 la
permutation sur [k—1] constituce des k—1 éléments non distingués de T ramenés ¢ une permutation.

Exemple. 7 = 41354 est une permutation barrée sur [5], 7 = 41352 et 7 = 3142.

Définition 3 Une permutation T de S, contient une sous-suite de type 7 de Sy si et seulement si
x contient une sous-suite de type T qui n'est pas elle méme sous-suite d’une suite de type T.

Exemple. 7 = 41352. 7 = 614753 € S7(7) car la sous-suite (x(1),7(2),7(4),7(6)) = 6173 qui est
de type 7 = 3142 est sous-suite de (v (1),7(2),7(3),7(4), n(6)) = 61473 qui est de type 7 = 41352.

Définition 4 Pour toutes permutations 1, ..., Tp, barrées ou non, sur, respectivement kil - - -, (ko)
on note Su(Tiy- -+, Tp) = Sn(m)N...N S l1p)-

Définition 5 Pour toute permutation m de Sn, on considere
saillg(w) le nombre d’éléments saillants gauches de T, c’est a dire
saillg (7 )=| {n(t) pouri € [1,n), tel que m(s) > (j) Vj € (1,2}
sailld(r) le nombre d’éléments saillants droits de m, c’est d dire
sailld (r )=| {r (i) pouri € [1,n], tel que () > 7(j) VJ €li,n]}H
desc(r) le nombre de descentes de m, c’est @ dire desc(m)=|{i € [1,n], tel que m(i) > w(i + 1)}
mont(r) le nombre de montées dem, cest d dire mont (r)=| {¢ € [1,n[, tel que 7(¢) < w(i+ 1)}

1.2 Cartes planaires pointées non séparables.

Les cartes et en particulier les cartes planaires sont des objets combinatoires sur lesquels de
nombreux travaux ont été réalisés depuis ceux de Tutte dans les années 60. Ainsi, Cori (3] en a
donné une représentation par un couple de permutations (o, @), ol « est une involution dans le cas
des cartes et de nombreux travaux ont porté sur ’énumération de familles de cartes : Tutte [14, 15,
Brown [1, 2], Mullin [11], Walsh [9, 10], Cori et Vauquelin 4, ...
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(a) (b)

Figure 1: une carte planaire (a) non séparable (b) séparable.

Notre propos ici i
tre prop portera ici sur les cartes planaires pointées non séparables, c’est & di
planaires pour lesquelles un brin est distingué i Sdon o
D ; st distingué, et qui ne possédent pas de point d’articulation
oSt pour lequel il existe une face passant au moins deux fois par ce s t

o 1,1, , cela correspond au fait que la carte ne peut étre séparée en d i nexes
en “coupant” en deux un sommet (voir fi s it %
e r figure 1). Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer
Ao t()31s de ori [3] ou aux travaux de Tutte [14] sur les cartes non séparables

n e des cartes planaires pointées non séparables a n arétes. L’énuméra.tio.n de

ces cartes a été obtenue par Tutte [14] qui a montré que |NS,4; | = ____2___(3n)
e o n+1)(2n +1 '
onnée une carte c de NS, le sommet distingué de c est le somrrget con)t(ena,:l:c l()e brin distingué

(sommet dont est issue ’aréte pointé istingué
pointée) et la face distinguée est la face située “4 gauche” de ’aréte

pou]tee (CVCIe Qo Contenant le brln dlstln ue dans la IepIeSeIlta,thIl de la carte pa.I un (:Ouple de
pEIH]‘ltEt'l : ([’E) [E]) g

Définiti fini
nition 6 Pour une carte ¢ de NS,, on définit ds(c) le degré du sommet distingué, df(c) le

» f . g ,
g l
deg') € de Ia ace dlstln uee) S(C) € n07nb1€ de so"”nets de la carn te C, et f(c) le 1LO1llb1e de faces de

Exemple.

I A

s

: ctte :E.‘Ite pla’na'lle pOIHbee ca FOUI SUHHI]et dlstlngue 15 sommet s et P our fEL:E [l]E tlIlngE C IE fEL:E
J’ I S, l C F 0SS€ |'E E ElIEtBS et dé([) 3’df(c) 1"E( ) E,f(C) E (y Ccnlplls la‘ fELEE lnﬁnlf)

2 Enumération des permutations de S,(2413,41352)

Théoréme 7 L’ens
emble des permutations de S,(2413,413 jecti
cartes planaires pointées non séparables a n + 1 7(;5‘&683,41352) oo e Mjetion aoes Vemsemble de

Ainsi, | S,(2413,41352)| = (ﬁ‘— 3n)

POuI’ démo IS .

k. plan:itrl:r ce thfaoreme, I,lOllS exhibons dans un premier temps un arbre de génération d

e S p;lmtees non separa,blesZ arbre qui contiendra au niveau n ’ensemble complet d:s

permuta,tionsnti: S, ?;legorg—;;ons ensuite que ce méme arbre permet d’engendrer l’ensenrl)ble dez
u .

Bne des 1o " ) ) qui se trouveront toutes au niveau n. De plus, une analyse plus

gles de construction d : i
S,,(2413,41§52). n de cet arbre nous permettra d’obtenir les distributions suivantes sur
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Théoréme 8

|{r € Sn(2413,41§52) : desc(r) = k} |
1 sik=0

= k+1 Yiom—k—1\[n+k p
9 E—1 ok +1 sinon.

| {r € S.(2413,41352) : saillg(r) = k}| =|{r € 5.(2413,41352) : sailld(r) = kY|

ka1 | LD (394 2)(2j —k—1)(j—2)!Bn—j -k 1)!

“@n-k+1)! J},}H -7+ I — k= DI — k)l(2k — 7 +2)!
|{r € $n(2413,41352) : sailld(r) = k + 1,desc(r) = k}| |
=|{r € 5,(2413,41352) : saillg(r) = k + 1, mont(7) = k}|
1 (n\(n— 1
B ESAUAN: Q
2.1 Arbre de génération des cartes planaires pointées non séparables

W L n A WA LW

Etant donnée une carte ¢ de NSy, on considere les deux opérations suivantes permettant de cons-

truire un certain nombre de cartes de NS,41 par ajout d’une aréte a c.
Opération F. Cette opération consiste en la division en deux faces de la face distinguée de c, de

‘ df(c) — 1 fagons différentes, par ajout d’une nouvelle aréte issue du sommet distingué de c, cette @
' aréte ajoutée devenant l'aréte distinguée de la carte construite. On note F(c), la i¥m¢ carte ainsi

obtenue, c’est a dire celle dont Pextrémité finale de 1’aréte distinguée est le 7m¢ sommet de la face

distinguée de c.
fv Opération S. Cette opération consiste en la division du sommet distingué de c en deux sommets

de degrés i et ds(c) —t+2 (2 <1 < ds(c)) par ajout d’une aréte qui devient l’aréte distinguée de
]a nouvelle carte obtenue. Une telle carte est dite valide si et seulement si elle posséde un point |
d’articulation lorsqu’on lui supprime son aréte distinguée. On note Si(c) la carte ainsi obtenue de ‘

sommet distingué de degré i (¢ € (2, ds(c))]).

W A W L A WA A A N W

H

ANNAAANAAAAAAAAAAAAAA

W

i%éé@@@@%@l@@éﬂ@@lm

(%]

! Remarque. Toute carte obtenue par ’application de S ou F 3 une carte de NS, est une carte pla- Fi
| igure 2: Arbre de génération des cartes planaires pointées non séparables.

‘ naire pointée non séparable de NSpt1.
xemple. La carte S(c) de I’exemple précédent est identique & la carte Fp(c') suivante

Exemple.
, F ~

" —  fle)= =5(c)

F
— K(o)= E(c)=

| Définiti
nition 9 On considére I’ infini ;
arbre infini A, dit arbre de générati
1 : 8 e génération des ¢ ; inté

non séparables construit de la maniére suivante R
S(c)= st = . nté .
) cine(A) := la carte planaire pointée non séparable d 2 arétes

pour tout sommet s de A correspondant a une carte c, ’

fils(s) = {S,(c), -+ iy (€), Fa(0); -, Fipg-1(c) : 2 < i < ds(c)et Sy, (c)valide}.

S. so-= (0=

' Dans cet exemple, la carte Sa(c) n’est pas valide.
La fi ure 2 ) 73 . .
g donne I’arbre de génération A jusqu’au niveau 4 et indique la répartition des 91 cartes

au niveau 5.

Remarque. Les cartes Si(c) non valides sont les cartes planaires pointées non séparables pouvant

atre obtenues par une opération F sur une carte ¢ 3
roposition 10 A I’
ens :
planaires pointées non sé e;n bl(fz des sommets de A au niveau n correspond Uensemble des cartes
‘parables d n + 1 arétes, chacune apparaissant une fois et une seule.
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Preuve.

On suppose qu’au
le cas au niveau 1). Soit ¢ une carte planaire pointée non séparable de NS
distinguée de c. Deux cas se présentent.

S; ]a carte obtenue est non séparable, on distingue I’
métrique négatif. On obtient une carte planaire pointée non sép
obtenue 3 partir de ¢’ par application de l'opération F.

Si la carte obtenue est séparable, on réunit en un seul sommet l'origine et Pextrémité de 'aréte
distinguant la seule aréte conservant la face et le sommet distingués de la carte ini-

lanaire pointée non séparable ¢ a n arétes telle que c soit obtenue a
0

niveau n — 1 toutes les cartes de NS, apparaissent une fois et une seule (c’est
at1- On enléve DVaréte

aréte suivant celle otée dans le sens trigono-
arable ¢ & n arétes telle que c soit

supprimée en
tiale. On obtient une carte p
partir de ¢’ par application de Popération S.

Afin de caractériser Parbre A, nous allons associer a chaque carte non séparable une “étiquette

formelle” et définir un jeu de “regles de dérivation” basé sur ces étiquettes et permettant de cons-

truire récursivement cet arbre.

Définition 11 Etant donnée une carte ¢ de A, nous définissons son étiquette par label(c)=
(z|df,ds, s, f; D1, Ds,...,Da—1) ot T est le nombre de fils de ¢ dans A, df = df(c), ds = ds(c),

s = s(c), f = flc) et oi Di = {dy,...,dp} contient les degrés d; des sommets distingués des cartes

de(F’;(c)) non valides.

Exemple. Soit la carte ¢ suivante

Cc=

Cette carte ¢ a pour étiquette (4/3,3,3,3;0,{3}) car Fi(c) (figure 3(a)) donne trois cartes par
’opération S qui sont toutes valides (et donc Dy = 0) et Fy(c) (figure 3(b)) donne trois cartes par
S, dont une, ayant 3 pour degré du sommet distingué, qui n’est pas valide (et donc Dy = {3}).

s | &-DAW

(a) (b)
Figure 3: (a) Fi(c) (b)Fa(c)

Remarque 12 Pour toute carte planaire pointée non séparable ¢, Sa(c) et Sas(c)(c) sont valides.

En effet, la carte Sa(c) privée de son aréte distinguée a pour point d’articulation le sommet origine
de la seule aréte qui reste accrochée au sommet distingué. De méme, la carte Sas(c)(€) privée de son
aréte distinguée a pour point d’articulation Uextrémité finale de I'aréte qui était distinguée dans ¢.

Remarque 13 L’ensemble Dy pour une carle ¢ est aussi U'ensemble des degrés des sommets dis-
tingués des cartes Si(c) non valides. Ainsi, on a x =df+ds—2—|D1] .

En effet, pour toute carte ¢, la carte S;(c) privée de son aréte distinguée possede un point d’articu-

lation si et seulement si S;(Fi(c)) privée de son aréte distinguée posséde un point d’articulation.
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Lemm : énérati
iy :y:t:t i :ﬁ)rre; C.Ai‘(ng?gzneratt;on;zes cartes planaires pointées non séparables est isomorphe a
étique ] e
i s el quette (2]2,2,2,2;0) et obtenu par application récursive des regles de
(z|df,ds,s, f; Dy,...,Dyg_1) — (df+i|df+1,ds;,s+1, f; Di, D3, D3, ..., Dy )
pour tout i € [1,z — df +1] s
« { dSl =9
ol .
ds; = min{k:k > ds;_; et k¢ D;} pouri>1
et D = D;N{k:k < ds;}
— g'+2—-z —(|Di| = |Dy|)|df —i+1,ds+1,s,f+1;D;,
is1U{ds+1},...,Dgy_1 U {ds+1}) , pour i € [1,df — 1]

La fi : 3 i %
gure 4 donne I’arbre obtenu a partir de ces régles de dérivation jusqu’au niveau 4

fi(iesexdcfzi 11:. gzemée. So.i:t uBe carte ¢ d’étiquette (z|df, ds, s, f; D1, . .., Dgs—1). On cherche les étiquettes
¢ dans A. De 6 i
B o s ux cas se présentent suivant que ces fils sont obtenus par application de
K . -éme 2
;’af; .Oiohtélz{ulia; ; - lc)alje ;?hde obtenue par S & partir de ¢ (z € [1,z — df + 1]). Des remarques 12
o i = Sp(c) avec p=2 pour ¢ =1 et p = min{k : k > ds(b;_1) et k ¢ D;} pour
On a df(b;) =
121;.aU £ ((eb,c Lrted];giif let dqnc b; donne df (c) cartes par F. La carte Sg,(s;)(b;) est valide (remarque
3): The c i(b;) pour j < ds(b;) est valide si et seulement si la carte S;(c) est valide. Ainsi
mbre de f:artes valides obtenues par S a partir de ; est 1 + (¢ — 1). On : dédui - que b,
possede df + 1 fils dans A. ' e dedult wlors que
gn a ZS(bi);(pﬁ{(bi) = f(c) et s(b;) = s(c) + 1.
our k <= ds(F1(b;)), Sk(Fi(b;)) est valide si et seulement si
: ) ) i nt si Sk(Fl(C Pest. S, s . :
Ziltled;ugemargtie 12).- Donc ’ensemble des degrés des sommets distir?;ués des dc;?tt;))x(lﬁ(%a)u)'?t
Sk(F.(b.))p::t v:l'pdartl.r de F1(b;) est [?1 N{l:1<ds(b;)}. De méme, pour k <= ds(F;(b;)) et j 1> Glzs
el CJ pénsemble :1 e(; s(;eegtr 2:1(111:?;1::;:1 fk((fi‘j;'l(c))’l’est. Sas(F;(5:))(F5(b:)) est valide (Jremarque 12)’
ets i ‘
dDe R e istingués des cartes non valides obtenues par S & partir
onc b; a pour étiquette (df + i|df + 1, ds; Dt D, D / :
ds{}et{ pou & |ldf +1,dsi,s+1, f; Dy, D5, D, ..., Dy ;) avec D = D;n{k: k <
’ dsf' =‘min{k tk>ds;_1et k¢ D} pouri>1
Pas g OI} s intéresse a la carte b = Fi(c), pour ¢ € [1,df — 1].
dar deﬁmt".lons, le nombre de fils de b est ds + df — i— | D; | . De la remar 13 édui
OS+£_1,Z_|Di|=z+2—i—(|Di| = | D1]). e 1% o et
h _ :
00 8 410) =) i 41, 80 =)+ 1 19 = (0 + 1 o 0 = o0
e o —-12, k(FJ(b)) est valide si et seulement si Si(Fiy;-1(c)) Uest. Suy)(F;(b)) est
R dcga;eti )1, ta'1n51 que Sggp)-1(F1(b)) puisque le *me sommet de la face di;t;ng;ée de ¢
R point car cula (;on pour Sd,(b)Tl(.Fl(b)) privée de son aréte distinguée. On déduit alors que
Fi(h) ost D, Pa‘refres; es somr.nets distingués des cartes non valides obtenues par S 3 partirqde
» sommet.s. 1 on 're(,ipour gz, Sds(b.)_l(Fj(b)) n’est pas valide, et donc 1’ensemble des degrés
ngués des cartes non valides obtenues par S a partir de F};(b) est D;y;_1 U{ds (%))}
+5-1 s

Ainsi, b a pour éti ;
’ quette (z+2—i—( | D; | - N
1},..., Dy_y U {ds +1}). (| Di| — | Dy| )ldf—i+1,ds+1,s, f+1; D;, Dipy U {ds +

O
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552,52 {10

44,242(},(1,(} <§g1§:1:3:f{]}£3}},13(;
{}
{

3
3
414,24,3:{ L{}1(}
514,3,4,3;{1,{},(3
313,2,3,2:{ 1,{} 413,3,3,3;{},{3} é 5|3,4,3,4;§ ;,g,‘{t}}
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Figure 4: Arbre obtenu par dérivations formelles.

2.2 Arbre de génération des permutations a motifs exclus

S,(2413,41352)

Définition 15 On considére Parbre infini T construit de la maniére suwante.

racine(T ) = la permutation 1 de 51(2413,41352). B
pour tout sommet s de T correspondant a une permutation o de 5,(2413,41352),
fils(s) :={m:m est dans Sp41(2413,41352) et 7 donne o par suppression de U'entier n+1}.

Propriété 16 A Pensemble des sommets de T au niveau n correspond l'ensemble des permutations
@ motifs exclus de Sn(2413,41§52), chacune apparaissant une fois et une seule.

Preuve. On suppose qu’au niveau 1 — 1 toutes les permutations de Sn-1(2413, 41352) apparaissent
tion 7 de Sn(2413,41352). Consi-

une fois et une seule (c’est le cas au niveau 1). Soit une permuta
dérons la permutation 7 obtenue a partir de 7 en enlevant Pentier n. Puisque  ne contient pas de

sous-suite de type 2413, ni de type 41352, T n’en contient pas non plus et est donc une permutation
de S,_1(2413,41352). o

La figure 5 donne l'arbre de génération T jusqu’au niveau 4 et indique la répartition des 91

permutations au niveau 5.
Afin de caractériser Parbre 7, nous associons a chaque permutation une “étiquette” et définissons

un jeu de “regles de dérivation” basé sur ces étiquettes qui permet de construire récursivement cet

arbre.

Définition 17 Un élément w(i) d’une permutation © de Sn(2413, 41352) est actif si et seulement

si il vérifie 'une des conditions suivantes

(i) i <7 i(n) et w(1)...w(i = n +1x(i)...7(n) € Sn41(2413,41352),
(i) i> 7 (n) et w(1)... r(in+1r(i+1)...7(n) € Sny1(2413,41352).
Par la suite, nous parlerons d’élément actif gauche lorsque I’élément vérifie la condition (¢) et dréle-
ment actif droit lorsqu’il vérifie la condition (7%).
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Figure 5: Arbre de génération de S,(2413,41352).

Exemple. La permutation 5146 3
23 de S¢(2413,41352) posst 3F
i : g " 2) possede deux éléments actifs 1
57((24f;rﬁ%1t5a2t)1)01: t75:>iletﬁx23élztr§2ttdanst‘f7(§413,41352)) et 6 (la permutation 514%21213112:;111:1;:2:
3 nts actifs droits qui sont 6 (la permutati €
S57(2413,41352)) et 3 (la permutation 5146237 étant dans S7((241§ 41{");))‘0‘1 AR (et Se

Propriété 18 L’€l¢ ’ 1 3
¢lément n d’une permutation de S,(2413,41352) est actif gauche et actif droit

En eﬁet la peIIIlul’,a.tIOIl Obtenue en Ser l p- l p
mn ant 7l+1 a a.UChe Tres d O te de n da.ns une eIIIluta.thﬂ
) g Iro1
71 de Sﬂ(2413741352) ne peut Contenlt de SOuS-Sulte de type 2413 ni 41352. [m]

Définition 19 Etant donné
2 onné un sommet s de. T ]
B lon ur : correspondant 4 un 1
1 e(st > ,ntlniz?),dnouls définissons son étiquette par label(s)= (z | sd,sg,d m'ereémumtzg;’n g
. ’ 9090y 1 g/ o sd— !
T, e ﬁls+d; ; gsns T,t.zdzé;'r-éazlllld(w), sg=1+saillg(7r),d=2+d’esc;7r)2m=2,+1:01112(7($
3 e B p;j est le p;y™"° €élément saillant gauch e )
ans la permutation obtenue en insérant n+ 1 d droite du ié""g ez;gmee:: :aijfa:i:zt P‘f:;“’f gouche
roit de .

Exemple. La i 6t1
rnentspSaillan ge;f;?tt:t;o?l’hl%z a pour étiquette (53,4,4,4;0,{4}) car elle a 5 fils dans 7T, 2 élé-
B deotte du oo é,l ; I;ezznex{tl; sa.lllanf,s ga.uchea?, 2 descentes et 2 montées. Lorsque 1’on ir,lsére 6
Rillocty ot g s sal dant droit, on obtient 143562, permutation dont tous les éléments
R o hes son ifs (et donc G, = 0). Lorsque I’on insére 6 & droite du deuxieme élé
» on obtient 143526, permutation dont le 3°™€ élément saillant gauche (5) (:sr;eue emet?' ;
on acti

(et donc G, = {4}).
Rﬂmarque.

Pour tout ion T )+ T)=n— T
e permutation 7 de Sy,(2413,41352), mont(r)+desc(r)=n — 1. La longueur de 7 n’app
a-

Taissant pas dans D6t  lul
iquette qui lui est ié g
mont(r) et desc(). q est associée, on conserve dans I’étiquette les deux parametres
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Lexllllle 20 I; a b € J de eneratloﬂ des peIIIluta ons de S 35 est OIMO: phe a 1 ar ble
tl )it n(2413,41 2) 1S0mMor
T DT g
aya:nt pour racine ].ethuette (2‘2,2,2,2, 0) et Obtenu pa,l apphcatlon recursive deS Iegles de derl'

vation suivantes :

(z|sd,sg,d m; Gy, .-, Gsa—1) — (sd+i|sd+1, g, d+1,m; G, GGy, ., Glgmt)

pour tout ¢ € [1,z —sd + 1]
.| osqr =2 ‘
ou sgj:min{k:k>sg,-_1etk¢Gl} pour ¢ > 1
et G = G; N {k:k<sg} ' v L
s (@t3—-i-(Gi] -|GI|)|sd—z+1,sg+1,4,m+1£,,1]
GipU{sg+1},...,Gsa1 VU {sg+1}) ,pourt€ [L,s

T y .
La figure 4 donne ’arbre obtenu 3 partir de ces regles de dérivation jusqu’au niveau 4.
La preuve de ce lemme s’appuit sur plusieurs propriétés.

S[é: ; tation T de T , il reste inactif pour
Propriété 21 Lorsqu’un élément n'est pas actif pour une permu ,

tout fils de = dans T . - |
1 troduit
En effet, si linsertion de n + 1 dans une position de la perrnutatlon\ w de Sn(?413, 411322()1 ;gsr(t)ome
N esou; suite de type 2413 ou 41352, alors l'insertion de n + 2 & cette méme plac
une -

[)e]lllllta.tlo]l ag ()bte[llle a pa,ttll de ( paI mser tlon de 1 entle] n + 1 lntlodult aussl une SOUS‘Sulbe

de ce type. )
Propriété 22 Pour toute permutation T de S,(2413,41352)

; lé ] 3 si et seulement si 7 (
] t un élément actif droit pour ™ st e : st » ot ¢
82)7(;:)7:2‘:) est un élément actif gauche pour T alors 7(1) est un élément saillant gauche

i) est un €lément saillant droit de 7.

- i) n’ i i il existe
t)ir)elsl(‘)’:c (i) un élément actif droit de 7. Supposons que 7 (1) n’est pas saillant droit. Alorsile

3 i ; . ¢
(4) »j > i, tel que w(i) < 7(j). La sous-suite formée des éléments n,w(2),n + 1,7(j) est de type
7r > 2 . . . .
41]552 ce qui est en contradiction avec le fait que 7r.(z) est actif.
Récip;‘oquement, soit 7(¢) un élément saillant droit de. . Montr e ) A e B
Iinsertion de n + 1 & droite de (i) crée une sous-suite 7r(zQ,(n)+ (37;(12(.,) 3t e
] 616 i i -suite 7(21),7(2), m(22), (23) €s 13,
t un élément saillant droit, la sous-suils ) ' : : o
coﬁ(ﬁeezgzzme;ossible puisque 7 est dans 5,(2413,41352). Si cette( 11;sert1<)(g) crele unli :(;1;: :i;te
pr é Si w(z1) > (), alors -
3 3 3 3142, deux cas se présentent. 51 m(t1) > 7(2), .
L ; i la sous-suite 7 (¢1), 7(i2), 7(3), 7(13) de 7 est de
; ) ). n+1,7(i3) est de type 41352. Slnon', a so : ; : ) ) gy
:(11)%7551222)’5(5111)1;ne s ,E én22413,41§52), il existe 7 (i4) tel que 7(i1), 7r(z2),'7r(z),?r(z3) soit siuls jrlzll ;
dype(i ) 1r(z ), m(i4), ©(2), 7(i3) de type 41352. Dans les deux cas, la sous-suite m(41), 7(32), n+1, E
il 2 ? ’ . .
est sosxs,-suite ,d’une sous-suite de type :111352.8 Donc 7(z) es; :E‘;,;f.n’est N S ot
1) Soi ] slément actif gauche de 7. Supposons qu n’ : . h
(”')stseo;:(;'r)(lz' u<nz'e fel que 7(3) < m(j). La sous-suite formée des éléments 7(j),n +1,7(z),n est lje
exi : : ! .
type 2413 ’ce qui est en contradiction avec le fait que m(¢) est actif. d
, . . 7[‘ e
Propriété 23 Soit (1) un élément actif gauche [re.sp. drozt]. d’une peT;t;tZ:i i
S,(2413,41352). Lorsque l'on insére Uentier n+ 1 entre (i —1) et w(i) [resp. (e )
2 ’ . . . . .
é;éments actifs w(j) tels que j < i [resp. J > i] restent actifs. ) . .
Preuve. Soit () un élément actif gauche [resp. droit] .de s ‘da,ns Sn(2413"L)112321.ai?f;ztwg(iuche
élément actif gauche [resp. droite], avec j < ;4£?sg.411§§2 z]l.a szxzfaggn ki s
_ droit] et 7 n’a pas de sous-suite de type 2413 ni 2, : : -
g:??) . 1r(]2 —1)n + 1x(i)...w(n) [resp. r(1)...7@)n+1r(E+1)... r(§)n+2r(i+1) (n)] y
contient pas de sous-suite de ce type.

ons que (i) est actif droit. Si

174

Remarque 24 Les positions p; de lensemble Gy = {1 + py,...,1 + P} sont les positions des
éléments saillants gauches non actifs pour v dans S,(2413,41352). Ainsi, z=sd — 2+sg— |Gy .

Preuve du lemme 20.

Soit 7 € 5,(2413,41352) d’étiquette (z]sd, sg,d,m;Gy,.. ., Gyd-1). On cherche les étiquettes des
fils de m dans 7. Deux cas se présentent suivant que ces fils sont obtenus en insérant n+1 3 gauche
d’un actif gauche ou a droite d’un élément actif droit.

Cas 1. Soit m(g) le ™ élément actif gauche de = (i € [1,z — sd + 1]) . Soit 7 la permuta-
tion de S,11(2413,41352) obtenue & partir de 7 en insérant n + 1 & gauche de 7(g), c’est a dire
r=m(1)...7(g — 1)(n + 1)x(g) ... 7(n).

7 possede ¢ éléments actifs gauches (propriétés 18, 21 et 23) et sd éléments actifs droits qui sont
aussi les éléments saillants droits (propriété 22), donc sd+ fils dans 7. On note sg; = 1+saillg(7).
Le premier élément d’une permutation de S,(2413,41352) étant toujours actif, le premier élément
actif gauche est le premier élément saillant gauche, et donc sg; = 2. Des propriétés 18, 21 et 23
et de la remarque 24, on déduit que, pour i > 1, le i et dernier élément actif gauche est le
(I = 1)*e saillant gauche, avec ! =min{k : k ¢ G; et k > sg;_1}. De la propriété 22, on déduit
que desc(r) =desc(r) + 1 et mont(r) =mont(r). Enfin, soit o la permutation obtenue & partir de
7 en insérant n + 2 a droite de 7(d), le 7™ élément actif droit, pour j € [1,sd], c’est & dire o=
7(1)...7(g=1)n+1n(g)...m(d)n+2m(d+1)...(n). Les éléments saillants gauches de o qui créent
une sous-suite de type 2413 ou 42352 lorsque 1’on insere n+3 & leur gauche sont les éléments saillants
gauches 7(s) tels que s < g qui créent une sous-suite de type 2413 ou 42352 lorsque l’on insére n+2 &
leur gauche dans la permutation obtenue & partir de 7 en insérant n+1 & droite du (§—1)*®° élément

actif droit de 7 (le premier pour j = 1), c’est & dire ceux de Gj_y N{k : k < sg;} (G1N{k: k < s¢;}

pour j = 1). Donc I'étiquette de T est (sd + i|sd + 1,sg;,d + 1,m; G}, Gi,Gs,..., G, ) avec
i ; 81 =2

=Gy kel sgf ot { sgi =min{k: k > sgi_1 et k ¢ G1} pouri > 1.

Cas 2. Soit T € 5,41(2413,41352) obtenue a partir de 7 en insérant n + 1 & droite du *™ élément
actif droit de 7 (i € [1, sd — 1]).

7 possede sd — 7 éléments actifs droits qui sont aussi saillants droits (propriétés 23 et 22), sg
€léments saillants gauches dont sg—| G; | actifs, et donc z+2+| Gy | —| Gi | —i fils dans 7T (re-
marque 24). De la propriété 22, on déduit que desc(r) =desc(r) et mont(r) =mont(r) + 1. Enfin,
soit 7(d) le j*™ actif droit de 7 et o la permutation obtenue en insérant n + 2 & droite de 7(d)
dans 7, pour j € [1,sd — i]. Pour j = 1 (donc 7(d) = n + 1 (propriété 18)), les éléments sail-
lants gauches non actifs de 7 sont exactement les saillants gauches non actifs de o. Pour j>1
(donc 7(d) = x(d — 1) (propriété 23)), I’élément n + 1 (le sg"™) devient inactif car la sous-suite
n,n+3,7(d),n + 2 est de type 2413. Les autres éléments saillants gauches de 7 sont actifs si et
seulement si ils sont actifs pour la permutation obtenue & partir de 7 en insérant n + 1 & droite
de 7(d — 1), c’est & dire si et seulement si ils ne sont pas dans G;;;_1. Ainsi, Pétiquette de 7 est
(z4+2+|G1| — |Gi| —i|sd—i+1,sg+1,d, m+1; Gi, G4 U {sg+1},...,Gy—; U {sg+1}). O

2.3 Preuve des formules d’énumération .

Preuve du théoréme 7.

Des lemmes 14 et 20, on déduit que les arbres A et 7 sont isomorphes et donc que |S,(2413,41352) |
2

3n

= ) \ , ‘ -

(n+1)(2n +1) ( n ) d’apres les résultats de Tutte [14]
reuve du théoreme 8.

Des “regles de dé{jva,tion” établies dans les lemmes 14 et 20, on déduit
{re Sn(2413,41352) : sailld(7) = 4, saillg(r) = j, desc(r) = k, mont(r) = 1} |
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=|{c€ NSnp1: df (c) = i+1,ds(c) = j+1,s(c) = k42, f(c) = 1+2}].

Plus précisément, on a | {7 € S,(2413,41352) : desc(r) = k}| =|{c € NSpy1: s(c) =k + 2} .
, . ] —2)(2n—ji—2)}
Brown et Tutte [2] ont montre que |{c € NSy : s(c)=1+j}l = ﬁ‘(ﬁz_lil(%’_;_‘)r
On obtient ainsi le résultat annoncé, a savoir
sik=0

1
|{W€Sn(2413,41§52) s desc(n) =k}| = { k+1\ " [2n—k—1\(n+k .
sinon.
2 k-1 2k +1

De méme, on a | {7 € $n(2413,41352) : sailld(r) = k}| =|{c € NSn41: df(c) = k+1}| et

|{r € Sn(2413,41352) : saillg(r) = k}| =|{c € NSppa ds(c) = k+1}| . Brown [1] a montré que
3 I _ min(n+1,2k+2) 3k—2;5+2)(25—k=1)(7—2)!(3n~ i—k4+1)!
| {c € NSpy1: df(c) = k+1)]= (’zvf_—tkl?f)"!zﬁkﬂ (n—]j+1)!(;—k—l)!(]j—k)!(2k-1j+2-;!-)—‘ Par dua-

lité, cette opération conservant la propriété de non séparabilité des cartes [14],0n a
| {c € NSp41: df(c)=k+ 1} | =| {c € NSpy1 ¢ ds(c)=k+1}].On obtient ainsi le résultat an-
noncé, a savoir
| {r € Sn(2413,41352) : sailld(r) = k}| =|{r € S,(2413,41352) : saillg(r) = k}|
popl  menEerd(gh 95 +2)(@) —k — 1)(j - 2)!3n—j —k+1)!

=GR e @od G-k -2

Enfin, on a

| {r € S.(2413,41352) : sailld(r)=k-+1,desc(r) = k}| = |{c € NSps1: df(c)=k+2, s(c)=k+2}|

et |{r € S.(2413,41352) saillg(w)=k+1,mont(7r)=k}l = |{c € NSp41 : ds(c)=k+2, f(c)=k+2}| .
Enumérer les cartes planaires pointées non séparables de NSn11 qui ont k + 2 sommets et dont la
face distinguée est de degré k + 2 revient 3 énumérer les polygones a k +2 sommets et possédant
(n+1)— (k + 2) arétes intérieures ne se coupant pas. Ces objets sont en bijection avec les arbres

planaires & n arétes (n + 1 sommets) ayant k + 1 feuilles, donnant ainsi la distribution 3 sur les

nombres de Catalan (8], soit E‘lﬁ(:)( ;1)

Par dualité, on a

| {c € NSy - df(c) = k+2,s(c) = k+2} | = |{c€NSu cds(c) = k+2, f(c) = k+2}].On
obtient ainsi le résultat annoncé, a savoir

|{r € 5a(2413,41352) : sailld(r) = k + 1,desc(r) = k}|

_|{r € 5,(2413,41352) : saillg(r) = k +1,mont(r) = K} | = E‘iﬁ@ (" . 1) o

3 Preuve de la conjecture de West

Dans cette partie, nous indiquons les différentes étapes qui constituent la preuve combinatoire de
la conjecture de West sur ’énumération de la famille S,(2341, 35241) des permutations triables par

deux passages consécutifs dans une pile.

Pour cette preuve, nous sommes amenés & considérer une suite de sept familles de permutations a
motifs exclus qui permettent de relier combinatoirement les cartes planaires pointées non séparables
3 la famille S,(2341,35241) des permutations triables par deux passages dans une pile. Ces familles
sont en bijection, soit parce qu’elles possédent des arbres de génération isomorphes, soit parce
qu’elles sont reliées par des bijections classiques sur les permutations comme le miroir (pour uné

permutation 7 de Sn, la permutation miroir de 7 est la permutation 7* telle que () = 1r(n+1—i)),
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Cartes planaires pointées non séparables NS, l

arbres de génération isomorphes (A et 7)

S.(2413,41352)

_.)I*..

arbres de génération isomorphes (A et T)

Sn(2413,45312)

*
| — —
—

S.(2413,21354)

—)I<_

arbres de génération isomorphes (.A;)

il
S,(2413,51324)
i

*,—1

S.(2413,42315)

_)I(_

arbres de génération isomorphes (A;)

Sn(2314,42513)

(_n_)I‘_

5n(3241,24153)
T

arbres de génération isomorphes (A3)

Sn(3214,24135)

_’I‘_

*
|
—

!
Lpermuta,tlons triables par deux passages dans une pile : S,(2341,35241) I
)

lg . D t p
pla.na.lr S p IIlutatlons
l ure “‘ es cartes € ()l]ll €€es non Sepa.l‘a.bles aux €r
lii Fa‘] :li“lx ]JELSSEI.gES :la'ns une ; n(z‘ 11’ E21]‘)
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le complémentaire (7°(i) =n+1— n(¢)) ou 'inverse (x=1(i) = j si et seulement si 7(j) = 1) Le
chemin conduisant & cette preuve est composé de quatre arbres de génération dont deux seulement
sont identiques et passe par la famille S,(2413,41352) considérée dans ce travail (voir figure 6).
Une analyse des régles de construction de ces quatre arbres nous permet d’obtenir des formules
analogues & celles obtenues ici et donnant les distributions de ces permutations suivant divers

parametres.
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Abstract

A bijecti
Ab J;eocr 1tv}:aeproofbof the hook length formula is presented. This is the famous expres
=il dnu(;n er o.f standard Young tableaux of a given shape. A variant o? th-
vander mur;tie; et':immefxfl;t proves that the formula can be written as an a.lternating
omial coeflicients that enumerate i
el nia certain tableaux. An inte i
ese as describing rat races suggests a bijection that proves the formulrapmtatlon

Key words. Young tableau, hook length, Vandermonde, bijection

1 Introduction

The well-known hook length formula by Frame, Robinso
[ : ; n and Thrall i
:ﬁéfye:!;;rflss;?n vi(;lr the;hnumber of standard Young tableaux of [;]ggll\:,:; iﬁfs:rinf:ly
e Comer,,i,n : l(;rle he hoo.k—lengt.h h"'j is the number of squares in the hook with’
i quare 7, j (u‘smg Latin filagrammatic conventions). No really attracti
al explanation of this formula is known. The proof presented in thiys no::Cu;Z:

a rewriting of the formula as an alt i . .
A= (2,2,3) we get ernating sum of multinomial coefficients. For the shape

(2-1)(3-72!)(5-4-1) = (2,;,3) B (1,;,3) + (0,;,4) B (2,1,4) H (1,1,5) - (0,2,5)

21 = 210 - 140 + 35 - 106 + 42 - 21

II re we . . .
m rpl‘ the multlnomlal COefﬁCientS as enumerating mor: gen ra.l l ux 11 d
€ W te et e € tab ea calle:

rat races and we defin i i
e an involution n i
o : L . on rat races whose fixed pOlIltS are precisely the
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