. . . . . o, |

iverse n-cyc es 1n utol A m,mn). ]\/IOIOeVeI since H S Xed we m st ChOOS e]th aJ or a
1 1 A ( 9 ) 1 ﬁ 3 u e er

nver: y

but not both for any given j. Hence

» . =(-1 ka) H
%(Ha,,):wq(Haaﬁmaji; aaji;) (—1) @, (H)

and finally, by Theorem 1.3, the coefficient

_zn B
Z Sx(z),]_:[ 11_ :c;" > = HGSRZHT(A)MI(H)
= Z @q(Hox)
rEAuto(hmin)+
= @o(H)+ >, Qq(Hdafaf;...aix)

1<j1 <2<+ <Jk;1<k<e

= i(—l)k ( :: )“—’q(H)
= I(CTO— 1)°w,(H) =0

o] lf thele are more .
S thall one EIQHIGIlt m SIE.H 1 (A m, 11«), then the Welghts wlll CaIlCeu out We
’ il

have hu hown h i i i licity-free.
at the series is multlp . o
e t H L xm',‘ Loy b a.nal zed in smnlar manner.
Th i ot —— and []; 7= can be y
€ series Hi T+z™? Hi T+z™? 1 T—z7
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THEORIE COMBINATOIRE DES T-FRACTIONS
ET APPROXIMANTS DE PADE EN DEUX POINTS

Emmanuel ROBLET et Xavier Gérard VIENNOT!
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F-33405 Talence cedex, France.

INTRODUCTION

Nous résentons un modele combinatoire our les fra.ctions continues de ThI'OIl Th ou T-fractions
’ ’
qlli s’écrivent sous la forme

1 it Ait (1)
L—bit— 1-bt— T bepgie

Ces fractions sont moins connues que les fr

actions continues de Jacobi ou de Stieltjes, dont les
formes générales sont respectivement

1 A t? Axt? 1 At Aet
t) = e — e = —_— ... Cne o
iy = 3= bot— T—bt— 1= bt o St =3— I = 1 = (2)

L’interprétation combinatoire des fractions de Jacobi et de Stieltjes a été initie par Flajolet [FI]
avec des chemins valués dans le plan discret Z x Z (respectivement appelés chemins de Motzkin et
chemins de Dyck) et est devenue un sujet classique (voir par exemple [Fr-Vi], [Go-Ja], [Vi]).
Dans le modeéle développé en section 1 pour les T-fractions, nous utilisons & nouveau des chemins
de Dyck valués, mais avec une régle de valuation différente de celle correspondant aux fractions de
Stieltjes.

Si les réduites successives des fractions continues de
approximants de Padé ”classiques”
en deuz points, auxquels est consac

Jacobi ou de Stieltjes fournissent des
; celles des T-fractions conduisent 3 des approrimants de Padé
rée la section 2. La notion de T-fraction duale d’une T-fraction

Enfin, en section 3, nous interprétons combinatoirement des développements en T-fraction
relatifs & certaines séries hypergéométriques et i leurs g-analogues. Nous retrouvons ainsi des
résultats de Dumont, Kreweras [Du-Kr] et Zeng [Ze]. L’interprétation repose sur une bijection entre
permutations et certaines histoires combinatoires. Cette nouvelle bijection, exposée au paragraphe
3.1, joue pour les T-fractions le méme 16le que celle de Francon et Viennot [Fr-Vi] pour les fractions
de Jacobi et que celle de Foata et Zeilberger [Fo-Ze] pour les fractions de Stieltjes (voir [dM-Vi])
Nous adoptons pour les fractions continues la notati
dans [Jo-Th] : ainsi, ’écriture

on "horizontale” utilisée par Jones et Thron

Ao a; An-1
e S 3
bl+ 62+ bn+ ( ) ( )

désigne la fraction continue (finie ou infinie)

!Travai] rédigé

lors d’un séjour au LACIM, Université du Québec & Montréal, grace & une bourse de la coopération
franco-québécoise.
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ao . (4)

a

b + az

by +

an-1

e
b+ (")

1 CHEMINS DE DYCK ET T-FRACTIONS.

: inatoire. .
Le modéle combina o U n est un entier
o i Dvck est un chemin sur IN x IN d’origine (0,0), de ﬁftl (zg’d(l)ccc;ndants o1 et
¢ del ' ont de deux sortes : pas montants ou nord-est e P‘; (;tons k|, Un chemin
iti t les pas s nyr de w et nous la n :
positif et don tité 2n est la longueur u ¢
indi 1. L, qoiansite : tive dont les seuls sommets
comme l’indique la figure i k de longueur strictement positi
. ; t un chemin de Dyc g : L 1. sErTErEEh O 1 St
e ?rem;ler:osnt ses extrémités. Un pic d'un chemin de Dyck westu
) e nuile s
(\j o;dgzzinontant et un pas descendant consécutifs.
au

A

M

&

% PAS
v T VA

(¢}

w

[S]

) Figure 1 : un chemin de Dyck valué par A et 3.

y s if K. Nous posons
t B = (Bx)k>1 deux suites d’éléments d'un corps commutat)lserons e Te b
Sojent ) = (%\k)lel e;c ainsi la suite b. Au cours de ce paragraphe, nons Su%p(()\ i1 (Br)k>1))-
R geﬁgl?efltl::rminées c’est-a-dire que K est le corps des fractions k)k>1; 2
et les Bk sont des in )

—

Nous appelons § 1a translation d gauche définie sur I’ensemble des suites : s a= (an)nzl est
une suite, le n-iéme terme de la suite 8a est @n+1. Nous notons 6v la valuation associée aux suites
X et 64 et 6D(A, B;t) ou 6D(t) 1a’série formelle D(8),6p;t). Enfin, pour un nombre entier k, noys
désignons par Di(X, B;t) 1a série génératrice des chemins de Dyck dont tous ]
ordonnée inférieure oy égale a k; nous dirons que ces chemins sont bornés qy

niveau k
Proposition 1.— 1) La série Dy(t) est une fraction rationnelle et elle vaut -
1 ’\lt /\lc—lt
D (t = =T " e —— . 7
K(?) L= (B = M= 1= (8, - ay)i= L— Bk — M)t — Mt (™

Le degré du numérateur de Di(t) est k

— 1 et celui de son dénominateur est k.
2) L’approzimation sutvante est vérifié

eent=0 :

D(t) = Di(t) + o(2*)

premiers termes des séries D(t) et Di(t) coincident Jusqu’au degré k.
admet le développement en T-fraction :

(8)

c’est-a-dire que les

3) La série D(t)

1 At Apqgd
¢ S ., Dkt
HlRi=g e I=bit— " T—pas 9)

Démonstration : 1) tout che

min de Dyck
de Dyck premiers. Nous en dédui

se décompose de facon unique en produit de chemins
sons ’égalité

I —u(t)’ (g

ol u(t) est la série génératrice des chemins de Dyck

derniers. Si w est premier, on a Dalternative suivante :
® ou bien |w| = 2 et I'on a v(w) = By;

® ou bien |w| > 2 et w = éné ol € est un pas montant, £ un pas descendant et 5 un chemin de

Dyck non vide translaté verticalement d’upne unité; de plus, on a 7] = |w| — 2 et v(w) = A1év(n).

Par conséquent, la série u(t) vaut Bt + Mt(6D(t) —1). Grace 3 Iégalité (10) et & un raisonnement

par récurrence, nous obtenons, pour tout nombre entier k > 1 :

_ 1 Alt Ak—lt
i) = 1— (B8 — M)t 1— (=M= L= (Be = M)t — X 08%D(1) ° (11)

Il suffit ensuite de constater que substituer Akt1 €t Biyq par 0 c’est-a-dire borner les chemins
q + +1 P

de Dyck au niveay k) transforme D(t) en Dy(t) et 6"D(t) en 1. Nous en déduisons I’expression (7). |
Le résultat portant sy : i

Solt un paS d un Che!ll n de D‘ Ck w dont l Or dollllee de 1 lg n . nous S
1 g origine est Iw O de .l]l]SQ()l!S ]a \alllatlon
{ o
de 6 comime suit :
1 sl f est un paS nlontant’?

jacent & un pi ©)
1 t et est adjacent a un pic, '
= si € est un pas descendan : ] : 9
e /jk si g est un pas descendant et n'est pas adjacent a un pi
k

d t. venons
d 1 t (o] ‘l ] as; nous conv
I t t es ar 5 it . des \‘alua 1008 de ses p N j i
a vValuation de w, no ée viWw [) deﬁn] 1011 le pr dul : " i i
"al 37 ai ation d’\l Chen])(]] C)i’e i()] guem nul]e est La Série génératrlce deS Chellllns d J
q 1 1 1 1 . e D Ve
ue yalualtl 1
] 1 k ains

valués est

L ) t) = E v{w)t ’ (E)
y o € (0) 94 en 1 ]I
e Ite sur us ]e hEmin de D vCl\. I\ us a.br ,ger ns parfols D(A 3 )
ou Ia. SOMIN: po 10 S G S

n’y a pas d’ambiguité.

3) Résulte de (7)

continue ( 9).




1.2 L’exemple des histoires d’Hermite restreintes.

Une histoire d’Hermite est un couple (w,p) constitué d’un chemin de Dyck w et d’un 2n-uplet
p = (p1,- - -,P2n) de nombres entiers, appelés choix. La valeur de p; dépend du i-eme pas & de w,

de la facon suivante :

)1 si {; est un pas montant, (12)
Pi=19 1,2,...,k si& est un pas descendant dont l’ordonnée de l'origine est k.

La longueur d’une histoire d’Hermite est par définition celle de son chemin de Dyck. Introduite par
Flajolet, Frangon, Viennot et Vuillemin dans [F1-Fr-Vu] et [Fr-Vi], la notion d’histoire est utilisée
par Viennot dans la théorie combinatoire des polynémes orthogonaux de Sheffer. En particulier
(voir [Vi]), le nombre d’histoires d’Hermite de longueur 2n est égal au moment d’ordre 2n des
polynémes d’Hermite, c’est-a-dire 1 X 3 X - -+ X (2n — 1), qui est aussi le nombre d’involutions sans
points fixes sur 2n éléments. D’apres le paragraphe 1.1, ce nombre est aussi égal au coefficient de
t* dans D(),fB;t), ou les suites sont données par Ax = Br = k pour tout entier k > 1. Voyons
maintenant un cas o A et 3 sont deux suites distinctes.

Nous dirons qu’une histoire d’Hermite est restreinte si elle vérifie la condition supplémentaire
suivante : pour tout pas descendant ¢; adjacent a un pic, le choix p; vaut 1. Le nombre h,, d’histoires
d’Hermite restreintes de longueur 2n est le coefficient de t* dans D(A, 53; t),ou Ay =ket fr=1
pour tout entier k > 1. La série H(t) = Yn»0 hnt™ admet donc le développement en T-fraction

suivant :
1 1t 2t kt
1-0t— 1—1t— 1—2t— 1— kt—
Le lecteur muni d’un crayon ou de son logiciel de calcul formel favori pourra vérifier que h, = n!
pour les premiéres valeurs de n. Cette égalité sera démontrée bijectivement a la section 3.

H(t)

2 DUALITE DES T-FRACTIONS ET APPROXIMANTS DE PADE EN DEUX
POINTS.

Nous supposons dans ce paragraphe que K = €. Nous fizons deuz suites de nombres complezes
A = (M)k>1 et (Br)k>1. Nous supposons que les éléments la suite b définie par by = B — A sont
tous non nuls. Nous notons L Uapplication qui fait correspondre, au couple (X, B), le couple (X, D).
Un calcul élémentaire montre qu’une série formelle 1 + 3,5 ¢,t" admet une infinité de développe-
ments en T-fraction. Pour déterminer de fagon unique une T-fraction, il faut donc une contrainte
plus forte que 'approximation (8). McCabe et Murphy [Mc-Mu] en 1976, puis Jones et Thron
[Jo-Th 1] en 1977, ont établi le lien entre ce probleme et la théorie des approximants de Padé
en deux points; on pourra se reporter a [Jo-Th 2] pour une présentation compléete. Nous aurons
seulement besoin de la définition suivante.

Définition 2.— Soient (T, L) un couple constitué d’une série de Taylor de la variable t et d’une
série de Taylor de la variable t™ données par :

TH) =1+ it et Lt)= D cat". (14)
n>1 n<-1
Une fraction rationnelle F(t) = P(t)/Q(t) est un approzimant de Padé en deuz points d’ordre k
du couple (T, L) si les trois conditions suivantes sont réalisées :
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o les degrés vérifient d°P < k — 1 et d°Q < k; (15)
® ent =0, on a approzimation T(t) = F(t) + o(t*); | (16)
® ent =00, on a l'approzimation L(t) = F(t) + o(t™*). (17)

(?ér:er:.il:i; xé/er\lﬁer que Asi une telle fraction rationnelle existe, elle est unique, et que P(t) et Q(¢) sont
S a une meme constante multiplicative pré
: e prés [Jo-Th 2]. Nous rappel : i
rationnelle F, vérifiant la condition (15 i e gl ¥ wpe
est 2 . ;s .
SE) = F(2) 4 oftihn) e o (15), est un approximant de Padé "classique” d’une série S si
N ey ; . ; :
tmdu(i);l; r::lus lnteress}?nsl Iln?mtenant a la question suivante : les fractions rationnelles Dy(t) in
paragraphe 1.1 forment-elles la suite des a i < ;
u ] pproximants de Padé en d i )
couple de séries formelles? A cette fin, nou i p ol
7 s allons examiner le co t isi
e el ’ : mportement de Dy () au voisinage
k(t™1). Nous aurons besoin de quelques notatio éfini
' ns. Défi ’
les deux suites vy = (7% )k>1 et a = (ax)k>1 par e ot

A
i et ap = i E
b (18)

Yk =
brbrs1

Nous notons J D’application qui i
S qui envoie le couple (), b) sur le couple (v,a). Définissons le couple

(ma)=L Y y,a)=(L1oTo L) (\B). (19)

Remarquon ¥ icati i icati
quons que I'application J — et par suite I'application £~ 0 J o £ — est une involution. La

relation ci-dessus est donc symétri
. ymetrique par rapport aux coupl ace a
sion (7) et aux notations (18), nous obtenons : piee (4 F) et (1,2). Gréce & lepres

Di(t™Y) = —ayt nt Vk-1t
. 1— (llt— 1- azt— 1-— akt + 'kak+lt
e lcl):; isr(:srnc;neg dolzu(: amel:ies a gonsidérer la série génératrice D(v, a;t) (resp. la série Dj (7, ;1))
€ Dyck (resp. des chemins de Dyck bornés au ni k i és
P il Sl bt ; niveau k). Ces chemins sont valués par
¢on qu’au paragraphe 1.1 : les pas tant ¢
e ——— : E pas montants sont valués 1 et, pour
> ont 'ordonnée de origine vaut k est : ;
. \ : . valué a; ou 7, selon qu’i
ou non adjacent & un pic. La valuation correspondante des chemins de Dyck ser:/x notée 1?‘11 .

(20)

écrites explicitement les formules résultant de (19) pour £ > 1 : i
Ak Ak =)
Ve = et - k= Ak1 + Br
Qe =Bk = Brr) & ™ T = B Overs — o) e

Définition 3.— Lors ]
! que les suites a, B, v et \ sont lices l ] ]
et D(v, B;t) sont des T-fractions duales. PUSETEARIR (18 on i qus Rl

L ¢ . 5 _ .

b u(:l :arralct:re 1nvolE1t1‘f de I'application £ 0 J o £ justifie la terminologie employée : la dualité

o ela 1(:ﬂ symetrlq’ue sur les T-fractions. Nous utiliserons la notation D*(A, B;t) ou pl
plement D*(t) pour désigner la série D(~, a;t). il

Théore
- co:::l:z:s (s.::t);fzs;;;lr‘:ron,hMcg?be, Murphy).— Soient a, 8, v et A quatre suites de nom-
. auz hypothéses mentionnées au début de cet 1 )
iy 4 e cette section et vérifiant la rela-
Dk(/\(ﬁ.)t)Nozt.?,mppelo.ns que a) = (,5/1—/\1) 1. Alors, pour tout entier k > 1, la fraction rationnelle
1P3t) est lapprozimant de Padé en deuz points d’ordre k du couple (D(t), —at™'D*(t71))
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Démonstration : nous savons déja que les conditions (15) et (16) sont remplies. Comme au
paragraphe 1.1, I'interprétation de D*(t) et de Dj(t) en termes de séries génératrices de chemins
valués fournit ’approximation D*(t) = Di(t) + o(t*) au voisinage de ¢t = 0. Autrement dit, nous
avons prouvé que D*(¢t71) = Di(t™) + o(t™%) au voisinage de t = co. On prouve ensuite que

Nt Ye-1t
Di(t) = RO .., 22
i® 1—ait— 1—agt— 1 —apt— i (@2)
et que D*(t) admet le développement suivant en T-fraction :
! mt .. it o (23)

D*(t) = ’ .
®) 1 — (Qk41 — Trs1)t—

1— (e —m)t— 1= (a2 —72)t—

La comparaison des fractions (20) et (22) montre que Di(t™") = —a1tDi(t) + o(tF) au voisinage
de t = 0, ou encore que D(t) = —ayt"1D3(t7Y) + o(t™*) au voisinage de t = oo. La condition (17)
est alors remplie et le théoreme 4 est démontré.

Il est possible [Ro] de déduire de ce modele un algorithme qui, étant donné un couple de
séries formelles (T, L) satisfaisant aux conditions de la définition 2, calcule les coefficients des
développements de T et L en fractions de Thron duales et, par conséquent, calcule les approximants
de Padé en deux points du couple (T', L). Cet algorithme effectue un nombre de divisions de I'ordre
de O(k) pour déterminer les coefficients A, ..., Ak, b1,..., bk & partir de ceux des séries T et L.
1l est donc plus stable que le FG-algorithme, exposé par exemple dans [Jo-Th], qui nécessite un

nombre de divisions de l'ordre de O(k?), pour les mémes résultats.

3 UNE BIJECTION ENTRE PERMUTATIONS ET HISTOIRES D’HERMITE
RESTREINTES.

On connait déja deux bijections entre les permutations et des histoires de Laguerre : celle de Frangon
et Viennot ([Fr-Vi] et [Vi]) et celle de Foata et Zeilberger ([Fo-Ze]). Lorsque I'on s’intéresse a la
théorie combinatoire des fractions continues, on peut dire que la premiére bijection est adaptée
aux fractions de Jacobi et la seconde aux fractions de Stieltjes (voir [dM] et [dM-Vi]). Nous en

presentons ici une troisieme.

3.1 La bijection.

Nous la décomposons en trois étapes. Soit o une permutation des éléments de ’ensemble [n] =
.. z,. La lettre z; est un élément saillant supérieur gauche
) dans la terminologie de Dumont
pour j > i). Nous illustrerons la

{1,2,...,n} écrite sous forme de mot z; .
(resp. saillant inférieur droit) de o, ou record (resp. anti-record
et Kreweras [Du-Kr], si z; < @; pour j < i (resp. si z; 2 T
description qui va suivre par 'exemple suivant, ou n =9 :
oo=2 5 431679 8 1. (24)

Nous avons souligné les éléments saillants inférieurs droits et surligné les éléments saillants supé-
rieurs gauches de 0o. A la figure 2, nous avons signalé par des cercles (resp. des croix) les éléments
saillants supérieurs gauches (resp. inférieurs droits) de oy.
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y —

e oy
R R e R SR S s

@ N » ©

1

12 3 4 5 6 7 8 9
Figure 2 : éléments saillants de oy.

. 3 SIS T
Etape A IJOUS I)OtOIlS 131 , 0 leS pOS]tlons des eleulents Salnallts lllfeIleLlIS dIO]tS de o et
1:..Uyp position “ q 7 1i e I\ et le
u u la 1le(j()][ 0OS1110. (le o te e 1€ Ia (le] l11ere leH]e du mot u soit x ous deﬁIllSSO S S

mots vy,..., v, par
U = 12...(.’[,‘2'—1),
v = (1?,‘2-{‘1) (1','3—1),
» (25)
vy = z; (z; +1)
; | . iy iy ) - n,
e sorte que le produit vyv,. .. v, soit égalal2 n. Enfin nous
vz AU posons
1 =A(0) = yyviugv,. .. u,w,. (26)

Parmi les mots de 2n lettres sur 'alphabet [n

ol le 5y
prietes suivantes : ], les mots A(o) sont caractérisés par les trois pro-

: ;issf)(:lr;t:lr;ilixé; :txietxlcée(rir;znt deux occurences de chaque élément z de [n];
de définir la dfécomposition (ZSﬁjcgzﬁzz'f)c;curences e y
duor:;nzjl'a décomposition précédente, la derniére lettre d'un mot u;
g:::ii;:éor:;(%): 25 4311234560609 287748.5

1on prouve le caractére bijectif de A et met en év

Etape B. Nous défini
. éfinissons une involutj .
la fagon suivant Involution sans point fixe ] = B :
e: |l ; = sur |
et k dans le mot u e’\;;‘:plg' (7:k) forme un cycle de I si une méme le(tl:r)e occu ezslemb]e [2n] de
. 4 '
Bedonaeirs T3 e 1s dirons ‘a.lors que cette lettre correspond au cycle (7 If) es positions j
présentation graphique, sous forme d’arcs. de Io = B( )y (7, k). Nous donnons
’ = Dlko)-

éments de [n] est 1 2 ... n, ce qui permet

est identique & la premiére

. R
idence 'application inverse 4-1.

§ 9 10 1 12 13 14 15 ;6 17 )8

, 3 4 5 6 ¢ 9 "
. R . . 8 7 7
Figure 3 : I’involution sans point fixe I,. Ce

407




5 58) eyl invtion e < 1 ot sl e mertare I
é : <

.pOSi;iot’.J k :n:stf CIZZZ;? :f (1:0_1151’(1:)112::1 sul]1ac()ililen ]d:?o: gu si k — 1 est une bonne fermeture. A la

glg‘:lor: 2lo;lxous avons souligné les positions de Iy qui sont (?es bonnes fermetur?s. Foons BT

i es; aisé de vérifier que, parmi les involutions sans point fixe sur [2n]', les (1;3;0 .1; 1ar b

toutes les fermetures sont bonnes. Soit I une tellfs involution, définie p Py N

sgnt celles dOI-lt k.) avec k; < -+ < k, et 51 < k; pour tout I. Soit p = gy - pa, le .mo.t sl p N

i kll),s.i‘;"gn.;l 31)1 :ier =1 k;. Le lecteur pourra vérifier que ’application I — g ainsi définie es
Hr = -

‘inverse de I’application B. . .

a Etape C I:I’Z‘lle se déduit de la bijection usuelle de Frfmg_on et. Vlen.n%t ;ntret I;%EZ?:?E::
istoi . e (voir [Fr-Vi]). Donnons en une description directe : C([) es $ ; e

h’§t°1res " Lf‘glue” ession des pas montants et descendants de w correspondent.a a success A

g“te (wér}:lr.; e: Zichermetures de I. Les choix peuvent étre définis de la fagon suivante : si (7, k)
es ouv:

est un cycle de I, p; vaut 1 et &

7

pr=1+|{l€2n], j<i<k et I()>k}|
1sé f , k), c’est-a-dire tels que
i ’ I,m) de I croisés avec ’arc (j, k), c’es

t dit, px — 1 est le nombre d’arcs (I, . €5 2 : S

Ait;e;m;cn< rln7 IS]I: la lettre z correspond au cycle (3, k) (voir ’étape B), nous dirons encore qu’elle
J .

correspond au k-ieme pas de w et au choix p.k. ’ e s il son e s
i indiqués sous le chemi .
Dans la figure 4 ci-dessous, les nombres indiq

aux pas descendants.

>

0 14 1 1 1 1 . r ¢ 1
Figure 4 : I'histoire d’Hermite restreinte C (/o).

é : i : isant le mot
Il est utile de penser aux étapes B et C comme a un processus dynamique : en lisan

ag g € ol1te, on ouvre deS arcs pour ¢ aque ettre d u ot u; et o Ieferme certains
4( ) de a\lch a dr 1t n T T h ] . n m 1 n
P . |
p Chaque le tre d un m Vs. L IS d un elle f rmeture — Supp S S pr u1 p
arcs pour 8 (0) O et € e e O ee’ {a) ()(l re en position
L € 2n] — un ou p1u51€urs arcs encore ouverts a gauche de ]v se presenfent. on ]es numEIOfC 1,
’ q p T 1 p It numer .
. e e sorte ue ] arc ouvert, }e lus p OCI e porte le €ero 1 Le I]OIIlbIe
Ly vuey de drO]te a gauch N d sor
Y l TS ]e numer d 1 T 280 q 1 N h 151t L f rmer. On trouvera Cl-deSSOUS pOUI
ke est alo €ro ae arc ouvert ue |'on choisit de ele 3

"1 5 iqué a la permutation oy.
k =7, un "instantané” de ce processus appliq p

[
®

8

5 6

RN
~1

(AN .

A
3

2 1

Figure 5 : le choix p7 vaut 4.
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Soit b = (w, P) une histoire d’Hermite restreinte. Notons k; < -.. < k. les positions des
pas descendants du chemin de Dyck w et posons A; = [20]\{%;,..., k.}. Définissons les parties
Az, ..., A, ainsi que les nombres 7y, . . . »Jn Par la récurrence suivante :

gp = max(A, n [kI]) —p+1 et Ay = A[\{][} . (28)
Définissons I'involution sans point fixe I dont les cycles sont (i, k1)s e oy (U, k.). Grace a l'inter-

prétation dynamique presentée ci-dessus, le lecteur pourra vérifier que 'application h — J ainsi
définie est I'inverse de P’application C.

Nous allons maintenant rassembler les propriétés des applications A, B et C. Rappelons qu’une
permutation o sur [n] est dite conneze si, pour tout entier m tel que 1 <m < n, la restriction de
o a [m] n’induit pas une permutation. Nous dirons que la lettre z dy mot o présente k inversions
s'il existe exactement A lettres strictement plus grandes que z situées a la droite de z dans o.

Théoréme 5.— So;¢ ¥ Uapplication CoBo A. Soient o une permutation sur [n)] et z une lettre du
mot a. Notons ¢ (resp. p) le pas descendant (resp. le choiz) qui correspond d z dans (o) = (w, p).
Notons enfin k ordonnée de Porigine du pas ¢.

1) L’application v définit une bijection entre les permutations sur [n] et les histoires d’Hermite
restreintes de longueur 2n.

2) La permutation o est conneze s, et seulement si, le chemin de Dyck w est premier.

3) La lettre z est un élément saillant inférieur droit st, et seulement si, le pas £ est adjacent ¢ un
pic de w.

4) La lettre = présente h inversions si, et seulement si, le choiz p est égal ¢ k — h.

5) La lettre z est un élément saillant supérieur gauche de o st, et seulement si, le choig p est égal
ak.

Démonstration : 1) Nous avons en effet prouvé, au fur et & mesure de la construction de 1,
le caractere bijectif de chacune des étapes A, BetC.

2) Supposons que o0 ne soit pas connexe et appelons m le plus petit entier tel quel <m<net
que la restriction de o & [m] soit une permutation. Notons o, cette restriction, oy la restriction de
ca{m+l1,..., n} et, avec un abus de notation légitime, 1(o;) = (wi, ;) pour 7 = 1,2. Alors m est
un élément saillant inférieur droit de o, le mot A(0) est égal au produit A(g1)A(0y) et w = Wiw,
n’est pas premier. La réciproque se démontre aisément.

3) Supposons que la lettre z soit un élément saillant inférieur droit. Le mot A(o) s’écrit alors
[-Jeal. ] ek, par suite, il existe une position J € [2n] telle que (5 — 1,7) soit un cycle de Bo A(o)
et telle que = corresponde 3 (J = 1,7). Le pas descendant ¢ est donc précédé d’un pas montant,
C’est-a-dire que { est adjacent & un pic. De plus, le nombre d’arcs de B o A(o) enchevétrés avec
(J—1,7) est nul; par suite, le choix p vaut 1. La réciproque est laissée au lecteur.

4) Nous utilisons ici I'interprétation dynamique des p; :
la lettre présente h inversions;

& il existe exactement A lettres y > z a gauche de z dans le mot o;
& il existe exactement A lettres y > z de part et d’autre des deux occurences de z dans le mot
A(o);

© il existe exactement h arcs de B o A(0) qui recouvrent arc auquel z correspond;
& le choix p vaut k — h.

5) Faire h = 0 dans la démonstration ci-dessus.
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éore i égalité h, = n! oncée 3 la fin de la section 1.
Nous déduisons du point 1) du théoréme ci-dessus ’égalité h, = n! ann

3.2 Séries génératrices et T-fractions. .
. i ) ) o) son nombr -
P ne permutation o, nous notons respectivement inv(o), sid(o), ssg( ) ombre 4o
oesion s i 'élé illants supérieurs gauches.
versions, d’éléments saillants inférieurs droits et d ?lements. sal sup B o
D t’ t Kreweras [Du-Kr], nous disons qu’un élément saillant supérieu lgl che eat coclusf o1
gl ; éfini de méme les élé ts saillants inférieur
i inféri i e méme les élémen :
n’est pas saillant inférieur droit. Nous définissons e e e s rere
ezclusifs et nous les notons respectivements ssge(o) et side(o). A p

nous allons définir quatre autres séries :

F(a,b,q,t)

Z [ E ang(a)bsid(a)qinv(a)] = (29)

n>0" 0€Ln

ssg(o) sid(o)  inv(o) n (30)
Glabat) = T[T am @)
nZl aoenﬁyela:e

N tons F'® et G¢ (resp. F© et G°) les séries F' et G dans lesquelles a*9(?) est remplacé par
ous noto 7 .
a**9¢(%) (resp. b*%°) est remplacé par b*%(?)), =
i - 0|
Les notations [a], et [a],! désignent respectivement un g-analogue de a +n et un g-analog

la factorielle montante (a), :

. 1 sin=0, (31)
1 sin=0, M= .
[a]n:{a+q+”'+qn—l SinZl, et [a] {[a]1[a]z~~.[a]n Sln_>_1.

E ticulier, [1],! est le g-analogue usuel de n!. Mentionnons enfin deux identités élémentaires :
n particulier, [1],!
a [a]n+1! > O (32)
- +1| !=——— pourn>0.
[ag — g].! = ¢"(a — 1)[a]n—1! pourn >1 et [q - ]n £

‘nératri finies ci ] z relations
Corollaire 6.— 1) Les siz séries génératrices définies ci-dessus satisfont au

F(ar ba q, t) (1 - G(aa b’ Q7t))_1 ’ ., (22;
Fc(a b q t) = (1 - Ge(avba q,t))_l et F((aabv qvt) = (1 - G((a7baq’t)) ) (35)
G(a,b ¢; t) = (ab—b)t + G*(a,b,q,t) et G(a,b,q,t) = (ab—a)t+G(a,b,q,t). (

1 -fraction suivants :
2) Les séries F, F* et G¢ admettent les développements en T-fracti

1 [a).t (@]t otk (B6)
F(a,b,q,t) = 1— (ab— [ah)t— 1— (bg — [a]2) 1— (bg*~" — [a]i)t—
1 [a)at o [a)e-1t st s 3
Sk S e (e 7 Tl e e A A e (7 AT
[a):t [a)e-1t iz (EB)
Ge(avb,‘ht) = ] = (bq - [a]g)t— 1, == (bqk_1 - {a]k)t_

2 ‘exi t de P'unicité de la
é ion : i t (34) résultent de 'existence e
nstration : 1) Les relations (33) e . : eyl
dé Drx'l3 rr(;;)ition d’une permutation (resp. d’un chemin de Dyck) en permut‘atlons ‘c?nne’):a:s(G e}: b
}(:Cfnilf)s de Dyck premiers). Les relations (35) résultent de la Temarque su'lvante tles Sii "
((: . G°) ne différent que par leur terme de degré 1, car les éléments saillants super
resp.
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(resp. inférieur droits) d’une permutation connexe sur [

n] sont tous exclusifs dés que n > 2. 1] suffit
ensuite d’examiner le cas n = 1, qui est trivial. :

2) Grace a la bijection ¥ et i ses propriétés énoncées au théoréme 5, le calcul de F(a, b,q,t)
est ramené au calcul de la série génératrice des chemin de Dyck valués par ) et £ ou

Moo= Mt gta=Tal sik>1,
B = ¢ sik>2, (39)
,31 = ab.
En effet, dans Pexpression de ), les termes e R comptent respectivement les choix
P=1,...,k—1 et correspondent respectivement & la présence de k — 1,...,0 inversions; de plus,

le terme a compte le choix maximal p = k et correspond a la présence
supérieur gauche. Dans P'expression de 3, pour k£ > 2, les termes g2
le choix minimal p = 1 et correspondent r

d’un élément saillant
et b comptent tous deux
espectivement a ’absence d’inversion et 3 la présence
d’un élément saillant inférieur droit. Enfin, le cas P1 est a part : c’est le seul cas od le choix p =1
correspondant & un pas descendant adjacent & un pic est 3 la fois maximal et minimal et traduit
la présence d’un élément simultanément saillant supérieur gauche et inférieur drojt (
2 et 4).

Le développement (36) résulte alors de la proposition 1.

Le changement de 8, = ab en B1 = b permet de compter seulement les éléments saillants supé-
rieurs gauches exclusifs et conduit au développement (37). Pour obtenir (38), on utilise les identités

(33) et (34) et le développement (36) déja obtenu. 1I est possible de donner des développements
analogues pour F* et Ge.

voir les figures

Remarque : nous retrouvons le développement (13) en substituant les variables a, bet g par 1.

3.3 Séries génératrices et quotients de Gauss de fonctions hypergéométriques.

On note Q(a, b,q,1) le ¢-analogue suivant de la fonction hypergéometrique ordinaire 2Fo(*h51)
tn
Ua,b,q,t) = Z[a]n![b]n!*' ; (40)
n>0 [1]"
pressions des séries du paragraphe précédent sous forme de quotients
Ces expressions sont basées sur le résultat suivant, que l’on vérifie en

Nous allons donner des ex
de Gauss de la fonction .
utilisant les identités (32).

Lemme 7.— La fonction Q vérifie identité :
Q(av b,q, t) _ 1
Q(aq -9, b’ q, %)

. 41
ATT L5440 )
1 — b g — g e L3S
Q(a» b,q, t)
Apres avoir remarqué que lidentité ci-dessus conduit

, par récurrence, au développement (37)
en T-fraction, nous pouvons énoncer le corollaire sujvant.

Corollaire 8 (Zeng).— Les siz séries F, Fe, G, Gge

, F© et G° s’expriment simplement a ’aide
de quotients de Gauss de q-fonctions hypergéom

étriques; on a par exemple :

Fe(a, b, q’ t) — Q(a7 b’ q7t) Q(a’b’ q’ t)

—~ el F‘(a,b,q,t) = s (42)
Qag - q,b,q, 5) Qa, b — q,q, ;)
Q(g""lvb,q’qt) Q(a,é-f-l,q,qt)
G(abgt)=at—L 277 4 e oF s Wt
(a,b,q,t) = at 2a50.0) et G*(a,b,q,t) = bt e 50,0 (43)
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Les résultats du corollaire 8 pour ¢ = 1 ont été démontrés par Dumont et Kreweras [Du-Kir]
par récurrence sur les coefficients de la série G¢, en s’appuyant sur un développement en fraction
continue de Stieltjes des quotients de Gauss alternés de o Fy, c’est-a-dire qui portent tantot sur une
variable, tantot sur ’autre. Zeng [Ze] a donné ensuite un ”g-analogue” de leur démonstration et a
proposé une autre approche en introduisant la notion de permutations discordantes.

4 UN RESULTAT DE DUALITE DANS L’ENUMERATION DES POLYOMINOS
PARALLELOGRAMMES.

Au cours de la section 3, nous n’avons utilisé que les résultats du paragraphe 1.1 mais pas ceux de
la section 2, concernant la dualité des T-fractions. En rassemblant deux bijections déja connues,
nous obtenons en revanche un curieux exemple de dualité dans ’énumérations des polyominos
parrallélogrammes. Un polyomino parallélogramme est la partie du plan située entre deux chemins
4 sommets dans Z%, ne comportant que des pas nord et est et dont les seuls sommets communs

sont leurs extrémités.

Figure 6 : un polyomino parallélogramme.

Si P est un polyomino parallélogramme, on note /(P) le nombre de ses lignes, ¢(P) le nombre
de ses colonnes, a(P) son aire, c’est-a-dire le nombre des cellules de c6té 1 qui le composent, et
p(P) son périmetre. Remarquons que p(P) = 2(I(P) + ¢(P)) est un nombre pair supérieur ou égal
a 4. Posons
Pz,y,q,8) = 3 zFlyPge(PlyeP)-2)/2 (44)
ou la somme est étendue a tous les polyominos parallélogrammes non réduits a un point, comptés
a translation prés. Voici les premiers termes de cette série, ordonnés suivant les puissances de la
variable t : zyqt + (2%y + zy?)g*t? + ((z3 + 22%y% + 7y%)¢® + 22y %¢" )t + - - -

Dans [Fe-Ro-Vi], nous donnons un développement en T-fraction de la série P dont la T-fraction
duale sera lié a cette méme série P, mais dans laquelle les places des variables seront permutées
(voir le tableau final). Nous présentons ci-aprés un résumé des résultats de cet article.

4.1 La bijection de Delest et Viennot.

Proposition 9 (Delest, Viennot).— Il eziste une bijection g entre ’ensemble des polyominos
parallélogrammes de périmétre 2n + 2 et celui des les chemins de Dyck de longueur 2n, telle que le
nombre de pics (tesp. la somme des hauteurs des pics) de g(P) soit égale au nombre de colonnes

(resp. @ laire) de P.

Nous renvoyons a [De-Vi] pour une démonstration. Définissons les suites A et § par \x = ¥
et B = zq¢* et appelons v la valuation correspondante sur les chemins de Dyck. La proposition 9
prouve que v(g(P)) = zPly(P)=14o(P)4(p(P)=2)/2 et ]a proposition 1 conduit alors au résultat

suivant.

Corollai — i y “fini
alre 10.— La série y+ P, ou P est définie par (47), admet le développement en T-fraction

Y yt yt

?/+P(I,y,q, t)= ~
LH=2qi- 1+ (—2)t= " TF (3 - agh)iz

(45)

Les suites v et a données ar 1 i iz .
re1/y par les relations de dualité (21) s’expriment simplement en fonction de
- zzgkH! -
- et =

(1-=z2¢*¥)(1 - T2gktl) Ve (1 —zzq)(1 = z2q"H) : (46)

A

4.2 La bijection de Fédou et Viennot.

‘M l q p Yy p allelo ra €s €
Jeall arc Iedou Ie donﬂe une bl}ectlon ul tla.nstIHle leS 01 Oominos par g mmines en

Propositi 4 : 2
mesi; :lnt":,nl'll (Fédou, Vlfenn?t).— Il eziste une bijection p entre les polyominos parallélogra
o S;/M l(g;)es let les rl:zultzchames des chemins de Dyck de longueur 2n — 2 contenant chg o
: = p\L), le nombre d’éléments de M est égal & ) Ly . e
des hauteurs des éléments de M augmentées d’une 5":“; c(P) et laire de P est egale ¢ la somme

N N Id . 4 .
Chemiorilss gzng;i';ns le le'(’:teur a [Feet a [Fé-Ro-Vi] pour des explications. Notons v* la valuation des
associee aux suites v et o définies par (49). Soit n > 2: | iti
: ; . >2; la
dz::;ouve; la lzela,t.‘,xon v (w) = (1 — z2q) ¥ 29(P){I(P) ,(p(P)-2)/2 dans laquell)ll;:ollzzoi:rt::nniélri ls)ermet
. ]
gyant TILJL e;ec eernns de Dyck de longueur 2n—2 et 1a seconde sur les polyominos parallélogra(r)nnrlnn:::
gnes. L'examen du cas n = 1 permet de conclure et d’énoncer le résultat suivant

Théoréme 12.— Lq série P satisfait auz équations "de dualite”

y+P(z,9,9,t) = yD(t), (47)
t+P(rt0,57") = ty(y—29)7'D(1). (48)

Nous résumons les résultats de cette section par le tableau suivant

Lo : ) . ;
P e o o S5 [ e o e
nombre de colonnes de P X —
nombre de lignes de P y :
aire de P q :l
périmeétre de P t z=yh
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A TWO-DIMENSIONAL PICTORIAL PRESENTATION
OF BERELE’S INSERTION ALGORITHM
FOR SYMPLECTIC TABLEAUX

THOMAS ROBY AND ITARU TERADA

ABSTRACT

Our purpose is to give a new presentation of Berele’s correspondence [1]. S. Fomin
(2] showed that the Robinson-Schensted correspondence can be presented as a dou-
bly inductive application of “local rules”, which are based on the properties of
Young’s lattice P (the poset of all partitions, ordered by containment of diagrams)
as a differential poset. T. Roby [7], [8] generalized this interpretation to several
variants of the Robinson-Schensted correspondence. S. Fomin’s analysis is based
on a certain poset invariant. M. A. A. van Leeuwen [5] analyzed that a direct in-
vestigation of the bumping procedure, which is used in the original definition of the
Robinson-Schensted correspondence [9] (also [6]), can lead to the same presentation.
Fomin, and later van Leeuwen, also gave a similar presentation of Schiitzenberger’s
Jeu de taquin or sliding algorithm [10]

Our presentation of Berele’s correspondence incorporates these two ingredients.

1. REVIEW ON BERELE’S CORRESPONDENCE BY INSERTION

The usual Robinson-Schensted correspondence gives a bijection from permuta-
tions of a certain alphabet to pairs of same-shape standard Young tableaux. A
generalization of Schensted gives a bijection from permutations with repetitions to
pairs of tableaux of the same shape, one column-strict, one standard. The latter
may be viewed from the standpoint of representation theory as giving the decom-
position of the action of the group GL(n) x S(n) on the k-fold tensor power of the
natural representation ®’°DGL(,,). Berele’s correspondence, originally conceived to
explain a similar representation theoretic phenomenon for the symplectic group,
gives a bijective map from the set of words on a certain alphabet of size 2n to pairs
of tableaux, one “symplectic”, the other “up-down”.

First we recall the basic notion of a partition. Let N denote the set of natural
numbers {0,1,2,...}. When we need to exclude 0 we will use the notation N*t.
A partition ) is a sequence of natural numbers \ = (A1, A2, A3,...) such that the
terms are weakly decreasing, i.e., \; > ), > A3 > ... and only a finite number
of the terms are nonzero. The nonzero terms are called the parts of A\. The

number of parts is called the length of A and is written £(X). The sum of the

parts is called the weight, and we write [Al = 351 Ai. When writing concrete
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