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SUR LES SYMETRIES TERNAIRES LIEES
AUX NOMBRES DE GENOCCHI
Par
Jiang ZENG

Abstract. — In [Du2] DuMONT stated several conjectures about some symmetric polynomial
sequences which are the refinements of the Genocchi numbers. In this paper we shall prove all of
his conjectures. We first show that some special cases of his conjecture can be readily derived from
a result of Wall and then prove this conjecture by computing Hankel determinants. Finally we
present a new symmetric model for the Dumont-Foata polynomials.

1. Introduction. — Un escalier F de taille n 2 1 est le graphe d’une application

. sujective f de [2n] := {1,2,...,2n} sur {2,4,6,...,2n} telle que pour tout k,

f(k) > k. Un point (k, f(k)),1 <k <2n -2, de F est dit maximal si f(k) = 2n, est
dit point fixe s’il n’est pas maximal et si f(k) = k (ce qui implique que k est pair), est
dit surfixe il n’est pas maximal et si f(k) = k+1 (ce qui implique que k est impair)
On note m(F) le nombre de ses points maximaux, f(F) le nombre de ses points fixes,
et s(F) le nombre de ses points surfixes. Si 'on note E, I'ensemble des escaliers de
taille n, il est alors bien connu (voir [Dul, Du-Fo, Ha, Vi]) que le cardinal de E,, est
le nombre de Genocchi Gan+2, qui peuvent étre définis par leur fonction génératrice :

2 t2 t4 tG t8 t'Zn
=t—— 4 _3b <IN SR O 17 N Sl
et 1 T T I S e T

DuMoNT et FoaTa [Du-Fo] ont introduit une suite de polynémes F,(z,y, z) qui sont
définis par Fi(z,y,2) =1 et

Fn(x7y72) = (I + y)(‘r + ‘z)l'?r't—l(:r + 1,y,z) - 1"2F‘n—-1($7 y,z).

Ils ont montré que ces polynémes sont symétriques dans les variables x, y, z et raffinent
les nombres de Genocchi en ce sens que F,(1,1,1) = Gonqe. On connait plusieurs
interprétations combinatoires de ces polynémes (voir [Dul, Du-Fo, Ha, Vi]), mais il
semble que celle la plus simple, en ce sence que la vérification de la récurrence est
facile, est le résultat de Han (Ha] suivant :

(1) Fu(z,y,2) = Y a™O)yf(F) a(F),
FEE,

De 13, DumONT [Du2] a récemment proposé une extension des polynémes Fo(z,y,2)
de la maniére suivante. Pour un escalier F de taille n, un point (k, f(k)) de F est dit
doublé s’il n’est pas seul sur sa ligne, c’est-a-dire s’il existe j # k tel que f() = f(k).
On note fd F' (resp. fnd F ) le nombre de ses points fixes doublés (resp. fixes non
doublés), sd F' (resp. snd F’) le nombre de ses points surfixes doublés (resp. surfixes

467



n doublés) et mp F' (resp. mi F') le nombre de ses points maximaux d ;?'bﬁms.zes :ialres
?;;sp impaires). Les polynémes proposés par DUMONT [Du2] est donc définis p

= = = mi F, {d F_snd FfmpFAfnd F'Esd F.
(2) Pn(zyy721xvyaz) = Z T y z Yy
FEE>2,

j : i les sur ces derniers polynémes.
: cturé plusieures formules remarquab .
Eealfl%?lgi?sgt;)z({n(ig cet afticle est de démontrer toutes les conjectures de [Du2] et en

particulier le théoréme suivant. ) N
TuEoREME 1 (Conjecture 2 de [Du2]). — On a lidentité

t
3 Tulz,y,2, 5,5, 2" = . @y tGt P
n>1 1—(ag+yZ +23)t —

ot le coefficient situé sous le (n + 1)-iéme trait de fraction est
7 z Z+n)—n(n+1)t
1= (& +m)(@+n) +(y + n)(z +n) + (z + n)( :
ety (n+1)(Z+y+n)(y+z+n)Z+z+n)t?

Comme F,(z,y,z) =T'n(z,y,2,2,y, z), on déduit donc du théoréme 1 le
n 1 J n S Bt e R0} ‘ o
CorOLLAIRE 2 (Conjecture 1 de [Du2]). — On a lidentité

t
ZFn(zvyv‘z)tn = (z+y)(y+z)(z+x)t2
n21 1—(zy +yz+zz)t —

dont le coefficient situé sous le (n + 1)-iéme trait de fraction est

—(z+n n +n)z+n)+(z+n)z+n)—nn+1)t
pa B _(n+ ) +y+n)(y+z+n)(z+z+n)t?

En vertu d’une formule de ROGERS- STIELTJES (voir, par exemple, [F]), on déduit
du corollaire 2 une formule explicite polynémiale pour Fy(z,y, z).

COROLLAIRE 3. — Les polynomes de Dumont-Foata ont l’ezpression symétrique
polynomaiale suivante :

x [[le+ )y +3)+ @ +)(z+3)+(z+ i) (e +35) -G+ D™

=0

ﬁ (mj +njp1+n; — 1)
L T ny - D)
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ot la seconde sommation est assujettie d la condition 2(ny+-- +ng)+(mo+- - +my) =
navecng=1etng, =0 ’

On constate que cette formule met en évidence la symétrie en z,y,z de Fy(z,y,z2)
et qu'elle est différente de celle de CARLITZ [Ca).

Un autre cas particulier intéressant est la suite B, (z,y) := Fa(2,1,1,y,1,1)
n 2 1), qui satisfait la récurrence :
> 1), qui satisfait la ré

(3) Bu(z,y) = (¢ + 1)y +1)Boy(z + 1,y + 1) = 2yBo_1(z,y)

avec By(z,y) = 1. Le théoréme 1 se réduit alors a un résultat de [Du-Ra].
COROLLAIRE 4. — On a l'identité

1 ==
=14y} Bu(a,y)t".
b yt n>1
1 (z+1)t
1 2(y+1)t
1 2(z +2)t
NECEDN

Les polynémes B,(z,y) sont en effet une extension commune des nombres de
Genocchi G2, et Genocchi médians Hint1 (cf, [Du-Ra)) en ce sens que

@ Ba(0,1) = Hyuys et Bu(1,1) = Ganya.

sur cette suite (cf, paragraphe 4). Enfin, lors de la rédaction de cet article, nous avons
appris que RANDRIANARIVONY [Ra] a aussi démontré les conjectures de Dumont [Du2],
mais sa méthode est essentiellement différente de la notre.

Cet article est organisé comme suit. Au paragraphe 2, on détermine la relation de
récurrence de I',, (z,y,2,%,7, Z). Au paragraphe 3, on montre comment un résultat de
WaLL [Wa] permet de déduire immédiatement la proposition 4 et les deux autres cas
particuliers du théoréme 1. On démontre ensuite le théoréme 1 au paragraphe 4 dans
le cas général par le calcul de déterminants de Hankel. Enfin, au paragraphe 5 on
déduit un nouveau modele symétrique pour les polynémes de Dumont-Foata,

2. La relation de récurrence de I'y(z,y,z,%, 7, z). — Pour tout ensemble fini
X C N, on note respectivement I(X) et P(X) le nombre des entiers impairs et pairs
de X.

THEOREME 5. — On, 4 I'i(2,9,2,2,§,2) =1 et

(5) Pa(2,y,2,2,§,2) = (z + 2)(y + E)ln_1(z+1,y,2, + 1,7, 5)
+[.’L‘(:l7 - y) - 5(2 - Z) - .’IIIZ’]F,,_I(.’L‘,y,Z,.’E,g, 2)'
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Démonstration : Il est évident que T'y(z,vy,2,%,§,2) = 1. On appelle escalier coloré
sur [2n] tout couple (F, X) ot F = {(k, f(k))|k € [2n]} est un escalier sur [2n] et X
un sous-ensemble strict de f~1(2n) = {i € [2n]| F(i) = 2n}. Il existe une bijection
naturelle ¢ entre les escaliers colorés sur [2ntl et les escaliers sur [2n + 2], qui a tout
escalier coloré (F, X ) sur [2n] associe un escalier F' = {(k, f'(k))|k € [2n]} = o(F, X)
sur [2n + 2] de la fagon suivante :

£00) = {f(i) sii¢ XU{2n+1,2n+2},

(6) n+2 siie XU{2n+1,2n+2}.

On remarque que le fait que X est un sous-ensemble strict assure la surjectivité de
F'. Rappelons que le poids de chaque escalier F' = ¢(F, X) est défini par

w(F') — xmi F’y{d F'and F’jmp F’gfnd F'zsd F'
ou (F,X) est un escalier coloré sur [2n]. On se propose de calculer le polynéme
générateur de Eyn42 via celui des escaliers colorés sur [2n]. Pour ce faire, on va

distinquer les 4 cas suivants.
1°) Cas oi 2n — 1, 2n € X. D’apres (6) on voit que

,

w(F') = 2I(X) P(X) jsnd Ffd F pind Fssd F

Comme
Z L1511 _ (5 i F(z 4 1ymp F _ gmiFgmp F
X S F-1(2n)
le polynéme générateur correspondant est donc
ziln(z + 1,9,2,Z + 1,4, 2) — 22la(2,y, 2,2, 9, 2).

2°)Casou2n—1€ Xet2n¢gX.
(i) X = f~1(2n)\{2n}. Alors 2n est un point fix non doublé de F'. D’ou le poids
associé :
w(F') — :E](F'l(2n))iP(F—1(2n))—lzsnd Fyfd Fgfnd FE+1 st F'.

Par suite, le polynome générateur est zjl'n(z,y, 2,Z,, 2).

(i1) ng_l(Zn)\{Qn}. Alors 2n est un point fixe doublé de F'. D’ou

—{nd F+125d F

w(F') = IO FP(X) jsnd Fyfd F+1g

Par suite, le polynéme générateur correspondant est
oy Z z GI(X)=1zP(X) jsnd F fd Fgfnd F zsd F
F€E2n X G f-1(2n)\{2n}

= zy Z ((.’E + 1)miF(i + 1)mpF _ xmiF:impF) osud Fyfd Fgfnd FESdF
FEE3n
= my]‘-‘n(‘r + 1? y’ z’ ':i + 1’ g’ 2) - ‘Tyrn(x, y7z7i7 g’ 2)'
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Compte tenu de (i) et (ii), on obtient le polynéme générateur correspondant :

:tyFn(:v + l,y,Z,.'E b i 17 g,f) + ‘T(g - y)Fn(.’l,’, ya2$iag72)‘

3°)Casot2n—1¢ X et 2n € X. Un argument analo,

m i P e a celui ol
ontre que le polynéme générateur correspondant est & 1 du cas précédent

Zln(z+1,y,2, 4+ 1,7, Z) + &(z — 2)Tu(z, v, 2, 7, 7, z).

4°) Cas ot 2n —1,2n # X. On voit que 2n — 1

surfixe doublé (resp. fixe doublé) de F'. Par suite (resp. 2n) est I’abscisse d’un point

w(F') —_ xI(X)iP(X)and Fyfd F+lgfnd Fésd F+1
Comme

F(X)zP(X) _

(z+1)™F(z 4 1ympF
XCf-1(2n)\{2n—1,2n} e+ ’

le polynéme générateur correspondant est

yzla(z + 1,y,2,2 + 1,4, 7).

n récapitulant les 4 cas ci-dessus, on voit que le polynéme I'n(z,y,2,%, 7 Z), étant
) b b ¥ ) b

la somme des quatr 5 2
; e polynoém <
W — (5)qD poly €s generateurs obtenus dans les quatre cas, satisfait la

Le résultat suivant généralise la conjecture 3 de DUMONT [Du2)
THEOREME 6. — On q

Y Ta(z,y,2,7,5,5)t" =

n>1
Z (T4 Z2)n1(y + 2)p_yt?
L5 {1~ [+ k)5 T+ k)(z '
n>1 k=0 HENT—y) = (@ +E)(E - 2) — (z + k)(Z + k)Jt)
Démonstration : Posons N(z,y,2,2,5,%t) = Yons1 Tn(2,y,2,%, Z)". La

recurrence (5) entraine immédiatement que

D(2,9,2,2,§,2) =t + (2 + 2)(y + 2)tT(z + 1,4, 2,7 + 1,9,%;t)
+[I(g - y) - f(f - Z) - x:i}tl‘(:c, Y, 2, :Ev '!7, 2; t)-
D’ott on tire
_ t
1-[2(g-y)—2(-2) - TI|t

(z+2)(y +2)t
1-[e(7-y) - 2(z - 2) _Zi]tf(z +1,9,2,Z + 1,4, 5 t).

(z,y,2,2,5,%1)
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Ceci achéve la démonstration par itération. [] ‘

PROPOSITION 7. — Le polynéme Tn(z,y,2,%,Y,2) est de degré total 2n — 2 et de
degré n — 1 en la seule variable = (resp. y, 2z, %, ¥, z) pour n > 1. D’autre part,
pour toute permutation circulaire (u,v, w) de (z,y,2), on a les propriérés symétriques
sutvantes :

Fn(x7 y’ 27 :27 g’ 2) = Pn(u7 ,U’ w’ ﬁ’ 177 w) = Fn(ﬂ7 ﬁ)’ 1_}? u’ w? v)'
Démonstration : La vérification par récurrence est facile d’apres la récurrence (5)
et laissée au lecteur. []

3. Application d’un théoréme de Wall. — Nous montrons dans cette partie
comment un résultat de WALL permet de démontrer facilement certains cas particuliers

du théoréme 1.
LEMME 1 (WALL [Wa, 281]). — On a

141 J
- —14 e
1 (-1t _ (=Dt
o (e=Dat g B
y (9= Vet L

PROPOSITION 8. — Le théoréme 1 est vrai pour z =2 =0etz=2=1.

Démonstration : Soit T(z,y,Z,7;t) = 3,5 [a(2,4,0,%,9,0))t". On déduit de la
récurrence (5) l'identité :
(1) 4y +z-9H(z,4,&,51) =t +a(y + 20z +1,y,2+1,51)
Supposons qu'il existe une suite {g, := gn(z,¥, 7, 7)}n>1 telle que

1

z(y+2z—-g)(g1 — 1)t
z(y+7 —y)(g2 — Vg t

a(y+2 —y)(gs —1)gat

(8) I(z,9,2,5it) =

11—

1 -

En substituant expression ci-dessus dans (7) et en substituant z(y + & — y)t par t,
on obtient :
Ytz
1+1¢ s e ’ |
= +D)(y+i+1-7
(91 = 1)t A2 (gf — 1) ¢
(92— Dgr t (e+D)(y+2+1-9) ¢ '
=gl [ wiip W2 Dat
AL Lt D) (yt+z+1—g
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ol g::. : gn( 1) Y, z L,y
y)', i i
u i 1)1‘ + & .Z‘t-f-s ) SSEl n comtpara.nt le membre de dr01te c1—dessus avec celui

91 = y-i-z ’
y+z -y
,=EtDE+3+1-g)gl —1
(y+z—79) gi.=1
E+DY+2+1-9)gh -1, y+z+1
W+3-§) g-11"yrz-3
=V +I+1-g)gf—1 2
wy+3-7) g1ty

g

1
=1+—7
x

g3 =

I ar recurrence p .
on tIOuve facllel]]ellt ]. expression gener ale
(6} g 381 l

y+zZ+n-1
y+z-y

J2n—1 = ) g2n=1+ﬁ, n>1.
P 2

En reportant ces valeurs dans (8), on a

9) D(z,y,2,5;t) = 4
1- Tyt
1 (y+2z)t
L (z+1)(7 +1)¢
- 2y+z+1)¢

], =

1~(z+n—1)(gj+n—1)t
_n(y+Z+n—1)t

2]

Ceci prouve le théoréme 1 pour z = 7 =

\ : : 0 : .
(01 e B e o o i en contractant la fraction continue de

me
Fﬂ%%&i@®=zﬂwdnmhi@U, pour n>2

EIl COntIaCta{lt la. fla. p
Ctlon Cont]nue de 9 a pa t u t () ve
( ) Itir d 1 tra.l , on trou le theoreme

N ;
otons que le corollaire 4 est un cas particulier de la proposition 8

4. Détermi
d'eterminant d
simplement u

nants de Hankel et fractij i
{ ctions cont
e Hankel construit sur une suite W

n mineur de la matrice infinie H

— Rappelons qu’un
{tn}n>o avec o = 1 est tout
= (#i+j)o<i,j- Un tel déterminant
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d’ordre k > 1 sera noté H P gk>, en désignant par 0 < a3 < -+ < aj et
1 ) k
0 < By < --- < Bk les indices respectifs des lignes et colonnes du mineur extrait. En
particulier, pour n > 0, on pose
0, 1, ..oy T 0o, 1, ..., n—1, n
— 9 e H % 3 .
An H(o, 1, ..., n)’x" (0, 1, ..., n—1, n+1

On remarque que Ag = po = 1 et xo = p1. Par convention A_; =1et x—1 = 0. Le
résultat suivant est classique, voir par exemple [Wa, p. 206].

LEMME 2. — Si A, # 0 pour tout n > 0, alors la série génératrice ordinaire
Y >0 Unt™ admet le développemnt en fraction continue suivant :

1

Z#ntn = /\1 t2

n>0 1—b0t—

Nppi 12

_ An+1 - An+1An—l/A?1 et bn = Xn/An - Xn—l/An—l, n > 0.

Par conséquent,afin de démontrer le théoréme 1, il suffit d’évaluer les deux
déterminants An et xn avec pn = DIn(z,y,2,Z,7,Z). Par commodité, on pose

T, :=TY et
T® = T,(z+k, &+ k) := Tz + k,y,2,% + k,7,2), k> 0.

On définit 'opérateur de différence A sur 'anneau des polynémes P(z,Z)enz et
par AP(z,z) = P(z + 1,Z 4+ 1) — P(z,%). Ainsi la récurrence (5) peut s’écrire

(10) Tpyi(z,%) = (27 + 2y + 22)Al(2, %) + (2§ + 72)Tn(z, T)
+yzla(z + 1,7 +1).

Plus généralement, on définit A°P(z,z) = P(z,Z) et A™P(z,2) = AA™LP(x, T))
pour m > 1. Le résultat suivant est un analogue de la formule de Leibniz pour la
dérivée.
LEMME 3. — Soit u(z,Z) et v(z, ) deuz polynimes en x,. Alors
A™(u(z, 2)o(z, 7)) = Y (’;) A*(u(z + k,z + k)A" *(v(z,z)), n2=0.
k=0

Démonstration : La vérification par récurrence est laissée au lecteur. 0
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de droite & gauche sa colonne gauche multipliée par z(g —

LEMME 4. — On q pour tout n > 0 lidentité :

11
(11) A"Tpyr(2, &) = nl(g + 2),.
Démonstration : 1l est évident que l'identité
(11) vraie pour n = m
D’apres (10) on a

(11) est vraie pour n = 0. Sy
e nt que i =0. osons
1. Ceci implique que AII"m(x,i:) = 0 pour toutplp> m.

A"Tm1(z,2) = A™{(27 + 2y + £2)AT (2, 7)) + A™{(2§ + &2)T'm(<, 7)}
+A™{yzlm(e + 1,7 + 1)}

En appliquant le lemme 3 et I'hypothése de récurrence

on obtient apres simplification identité (11) pour n = e

m.
LEMME 5. — On ¢ pour tout n > 0 l’identité -

(12)  A™Tnia(2,2) = (n 4+ 1)!(F + 2)n

x[$’7+y5+zi+g(Z+f+y+y+z+z)+M]
—|.

= , (12) est donc vraie pour
our n =m — 1. De méme, d’apres (10) on obtient glz‘ace

Démonstration : Comme I’ T -

: z,%) = z+ 2z, 1 ité
n = 0. Supposons (12) vraie ;( e Tl
aux lemmes 3 et 4 identité

A™TD F) = m 20 .= m—
m+2(.’l’,1’) (2)A (.TZ‘)A II‘m+1(:c+2,f+2)

+(zg + Zf)Aum-_l-l(x’ z)+m(y+ A (2 + 1, + 1)
+yz +n(y+z+ A(zZ))JA™ T my1(z + 1,7 + 1)

En simplifiant le second i
] membre ci-d
4, on trouve I'identité (12) pour n = f’i'SlﬁS et

LEMME 6. — On ¢

‘hypothése de récurrence et le Lemme

' I, TTO O ) |
PZ F3 I--‘n-{-l I-‘n+2
An = : : K
1-‘n l-‘n—H I‘211—1 F2n
I1n+1 Pn+2 oo FZn I‘2n+1
n—1
= kH[(k t D@+ Z+E)G+ 24 k)(y + 2 + k)",
=0

Dénwnshatwn 5 A (Zha(llle (l()l()]llle (lll (le ern l]la]l' A on al()l”e Sll(i(:eSSlVe]llell‘
, .
ny

Y) = Z(z — z) — zz. Comme
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+lz(y—y)—z(z2—2)— = + + érati duit a
T z T F(l) cette opération con
y (2 R (.1: z)(y a:) 1
I [ (y y) (z z) zz]l
l’i':ientité suivante :

(1) (1)
ry F(ll) Pnl-—l FZ‘I)
T, ]_"gl) . F(n) Iﬂn+1
An = [(z+ 2)(y +2)]" : Tt 2 ; 1
: r, TP T, T
a
| R} Fgllll -+ Tanoy T

, - . , . . . . .
)
En [)IOCeda.Ilt de la. meme fag;OIl sur le dernler dete! IIllﬂant et ainsi de sulte on Obtlent
ﬁna.lement

n—1 B n—k
RN | (e
N
' (1) pie-1 pis
I‘2 FZ 2 2
x| o - :
r. ™ .. ¢ o
n ) r(n—l) F(n)l
Fn+1 1—‘n-{-l e n+1 nt

Par ailleurs, on vérifie sans peine que
3 i(m — 1,4+ m—1).
A™D(z,2) = Z(—l) <Z>F(r +m—1,Z
1=0

I) entaires sur les )10 €s eter € ut
O ar des ope atl S elern S du d t mlﬂant d (13), on pe
D u, p d T C1 ]. 1 1 C(l T11

A k
) ¢ ition 7, le polynéme ATy,
") en A*T,. Or, d’apres lq proposition 7, le
t’za?lif(c)lzncxlirgr? quel l-—nk en (resnp. 7), est égale & 0 si k > n. Par suite
éta

B nﬁ[(z +z+k)y+z+R)
k=0

T, 0 ... 0 g
Ty Al ... 0 .
x| : T :

I, AL, ... AM, 0

T +1 Arn+1 An—.lrn+1 A"I‘n.H
n—1 . n "

= [z +z+k)y + 3+ )" J] A Trrn.
k=0 k=0
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Ceci achéve la démonstration en vertu du lemme 4. []
LEMME 7. — Soit

rh o, si: Py Fpis
I, Ty Payi Thys
Fn Tapr ... Pan1 Tongy
Fn-}-l Pn+2 see F2n P2n+2
Alors
En ~ ~ _n ~ _ o, n(4n —1)
-A—z(n+1) xy+yz+z1:+-2—(:t+z+y+y+z+z)+T 5
Démonstration :

Par un raisonnement analogue & celui du lemme 6, m

ais en opérant
les lignes au lieu de colonnes de déterminants, on obtient

n—1
En=[Il+ 24 k)(y + 2 + k)t
k=0

L, B o T, P
R T 0 |
x| : i : \
M pe)peen peen
)
n-—1
=[[le+ 2+ By + 7 + k)+
k=0
N I, ..r, Lot
0 Al ... Ar, AL oo
o EE B :
0 0 ... A"IT, ACT,,
00 ..o AL
n-1 n—1
= [1le +2+ k) + 2 + B)"*arr, II A*riys.
k=0 k=0

Ceci achéve la démonstration en vertu des lemmes 5 et 6. []

Compte tenu des lemmes 2, 6 et 7 on obtient le théoréme 1.

5. Un modeél

e symétrique ternaire pour F,(z,y,
[Du-Fo, Vi, Ha))

z). — Plusieurs auteurs (ef;
ont proposé de trouver un modele com

binatoire pour les polynémes
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aire soit évidente. L’expression symétrique
3 nous ouvre en effet une nouvelle voie
d’en donner ici un tel modele en terme de

Fo(z,y,2) telle que la symétrie tern
polynémiale de Fy(z,y, z) du corollaire
d’interpréter ces polynomes. On se propose
chemins de Motzkin valués [F1, Vi].

DEFINITION 5.1. — Un chemin de Motzkin en n pas est une application w de
{0,1,...,n} dans {0,1,...,n} telle que w(0) = w(n) =0etVi € {1,2,...,n}, ona
lw(i) —w(@ —1)| <1, autrement dit les pas sont, soit des montées de +1, sout des
paliers, soit des descentes de —1. On appelle w(i) le niveau du i pas de w.

Pour tout k£ > 0, posons

ar = k + 1,
be = (z + 2k)y + (y + 2k)z + (2 + 2k)z + k(2k — 1),
cer1 = (@ +y+R)y+z+E)(z+z+k)
Ftant donné un chemin de motzkin w. On évalue chaque palier situé au niveau k
par by, chaque descente du niveau k + 1 vers le niveau k par cr41 et chaque montée du

niveau k vers le niveau k + 1 par a. On définit la valuation w(w) de w par le produit
des valuations de ses pas. D’apres FLAJOLET [F1], on déduit du corollaire 2 I'identité

suivante :

(14) Fn+1($7y7z) = Z w(w)’ n '>_ 1’
w€l(n)

ou I'(n) désigne Pensemble des chemins de Motzkin en n pas.

DEFINITION 5.2. — Un chemin de Motzkin coloré en n pas est la donnée d’un chemin
de Motzkin w en n pas et d’un coloriage en quatre couleurs z,y,2,1 des paliers de w.
Un palier de couleur x (resp. y,z,1) s’appelle ainsi x-palier (resp. y-palier, z-palier,
1-palier).

DEFINITION 5.3. — Un compleze de Genocchi sur [n] est un quadruple
(w, fyg,h) ol w est un chemin de Motzkin coloré de n pas et ou f,g,h
sont des applications de [n] dans Z telles que pour tout i, 1 <1 <n,
si le i€ pas (w(i — 1),w(i)) est une montée alors

0.< £(i) = 9(6) = h(i) Sw(i=1);
si le i€ pas (w(i — 1),w(i)) est une descente alors
0< fli)<w(i—1), 0<g()<w(—1), 0<h()<Sw(i-1);
i le i€ pas (w(i — 1),w(s)) est un z-palier (resp. y-palier, z-palier), alors
k< f(5) = o) = b)) Sw(i—1);
si le 1€ pas (w(i — 1),w(i)) est un I-palier, alors

1< f(3) = g(6) = h(i) S w(i - 1)(2w(i —1) - 1).

Soit C,, I'ensemb
s g B i Fle das,frlzorlnpiexes de Genocchi sur [n]. D’apres (14 :
combinatoire de F " iy )= G2"1'4 pourn > 1. Afin de trouv ) frter e 8
Genocchi comme S{'Jtl »¥,2), on va introduire des statistiques setfrulr:; lnterplretation
SOit b — (w h \ s . ) comp = de
deS.entiers y ’lf,<g,z' )<€fn-t(?n deslgng par fmin 7 (resp. gmin 7, hmi
(i 2 Ty o)) et s I tels que F(3) = 0 (resp., g(3) = 0, h(s) o) rombre
nombre des entiers ;. 1 ESC_ente. On désigne par fmax (res 2 = 0) et le pas
B0y = 2 — 1)) ot e L S m, tels que f(z) = w(i — 1) 5'ésgmax7f, hmax 7 ) le
ypal T, zpal ) le Hombtf des(;) (;al_ielr)’(w (1)) est une desceate Onpﬁog‘gzzi;lw(z -
ymoy, zm -paliers (resp., y-pali S 7 (resp.,
le i* pas (w(?Y_ﬂl))leanmbre des entiers 7, 1 < ,p< :zerts élzs paliers) de y et xmoy  (r, esg.,
;w(2)) est un x-palier (resp. YTPa;lier gl;;gi(z))ng(l) =h(i)=0et
’ ) 2 er). Posons
a(7) = fmin 7 + hmax 7 + xpal 7 + ymoy 7
B(m) = gmin 7 + fmax = + ypal 7 + zmoy 7 '
7(7) = hmin 7 + gmaxm 4 zpal T + xmoyn:

(15)

On déduit donc du Corollaire 2 et du (14) que

(16)
Fn+1 (.’t, U5 z) = Z z"(")y”’(")ZV(”),

neC,

Montrons maj
. aintenant 1 Atri
Pinterprétat; 4 que la symétrie ternair F

Ip F—— 4 naire de z 2 IR
sur C, dont l;unemé::ﬁ:;(ggzn( 161). Autrement dit, nous Jgér(lséf‘/l;izz)s:tdfaclle a voir sur
Z es ; eux i i
échangeang f et + en conservazglt a. parametres a et f en conservant 711‘;0111’:113?:

o1c1 une involution ¢ sur Cn telle que

(17) o(m) = B(x'),  B(r) = a(x"),
ou 1’ = (7).

Etant donné 7 =
comme suit : (wafvga h) € Cn, on construit 7’ = (w’ f’ gl hl)

(i) si (w(i —1) w(7)) est un x-pali
L ~ 1), -palier (r -pali )
(Al b 0) 1 i (e St G2 1) = 0 sers
alons frsC 3 w/,(cg)(z)) est un x-palier (resp., y-palier) e‘t]5Z (l)f = %
i o) et un y-palier (resp, . pater) et 1 S g S kAo
;w(i)) est une descente et @) = E)Z) _egp(l) =(hl(2))_—)-k’
resp., w(z — 1)), alors

(W'(i=1),0'(2)) = w(t—1),w(s =w(z— p =w
),w'(2)) ( i(; 1),w(7)) et f'(@) (1—1) (res - 0), ¢'(2) (i-1) (1)
i—1)—g(s

1m) =), vrec,,

=p(r) € C,

() = w(i — 1) — h(s)

(iv) dans tous les autres cas, on définit |

«wTi—ILw%OLWULMU%hTﬂ)=(®4i—1%

Il eBt clair’.que ¥ est une invol
ans l'involution ci-dessus

w (1)), £(3), 9(3), h(z)).

ution sur C, satisfaisant (17).

d i si 'on :
s (i), (ii) et e g,, b remplace respectivernent T, Yy, zpary, z z
volution sur C i
» qui

echange B et Y €n conservant . dand (iii)’ on obtient une in
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