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Ivan Constantineau et Gilbert Labelle

LACIM, dep. math-info, UQAM.

Abstract. Let [n] be the set {1,2,..., n} and <r a given permutation of Sn, the symmetric group on [n]. The
Stirling numbers of the first kind are used to enumerate the permutations on [n] with k cycles and those of
the second kind give the number of partitions of [n] having k blocks. In this paper we compute the number

of permutations on [n] with k cycles and the number of partitions on [n] having k blocks that arc fixed under
tlic action of a (i.e. for which a is a.n aulomorphism). These numbers give a natural generalization of StirlinR
numbers of the first and second kind.

R^sum6. Soil [n] I'ensemble {1,2,..., n} el soil a une permutation de Sn, Ie groupe symetrique sur [n]. La
cardinalile de I'ensemble des permutations de [n] ayant k cycles est donnee par les nombres de Stirling dc

premiere sorte (non-signes) et ceUe de 1'ensemble des partitions de [n] ay&nl k parts par ceux de deuxieme sorte.
Dans cet article, nous calculons Ie nombre des pcrmutations sur [n] a k cycles et de partitions sur [n] ayant k
parts qui sont fixees par 1'action de a (c'est-a-dire pour lesquelles a est un automorphisme). Nous oblenons ainsi
une gencralisation naturelle des nombres de Stirling de premiere et deuxieme sorte.

§0. Introduction.

Pour tous entiers n, k tels que 0 ^ k <, n, \es nombres de Stirling de premiere sortc non-
sigiics c(n, k) et ceux de deuxieme sorte S(n, k) enumerent respectivement les permutations
dc [n] ayant k cycles et les partitions de [n] ayant k parts.

Nous denotons Perji; 1'espece des permutations a k cycles et Paik celle des partitions a
k parts . Les series .generatrices de ces especes sont donnees par les expressions suivantes:

Perk{x) = k\ =£c(".^
n>0

et

On

Par. (. ) = (e^}- ==ES(".^
n>0

a

^Per^)--^ et ^Par, ^) = e<cz-1).
k>o i - ^ ^-o

(1:

(2)

(3)

Les equations (1) et (2) sent classiques et peu vent etre deduites respectivement des
formules combinatoires

Perk = Expjfc o Cyc et Parjk = Exp^; o Exp^. (4)

ou Expi. est 1'espece des ensembles de cardinalite k, Cyc 1'espece des permutations circu-
laires, Exp^. celle des ensembles non-vides et "o" Ie compose partitionnel des especes.

-59-



Definition. POUT tons entiers n^, k >0 et toute permutaiion a de [n], les nombres de
Stirling generalises automorphes de premiere sorte, denotes c(cr, k), et ceux de deuxi^me
sorte, denotes S(<7, k), sont definis respectivemeni par

c(a, fc)=fix(Perfc[a]) et S(ff, fc) = fix(Parfc[a]) (5)

ou fix(Perfc[<7])(fix(Parfc[o-])) est Ie nombre de Perk-structures (Paik-structures) laissees
fixes par conjugaison avec la permutation a (reetiquetage selon a).

Les nombres c(o-, k) et S(a, fc) ne dependent en fait que du type de la permutation a.
Si r est un partage d'entier on pose c(r, k) = c(o-, k) ou a est une permutation arbitraire
de type r. On definit S(r, A;) de la meme maniere.

Dans cet article nous calculons des recurrences satisfaites par les nombres c(i7, fc)
et S(a, k) que nous exhibons aussi sous forme close. Nous obtenons les recurrences de
deux manieres distinctes: d'abord, formellement, en noiis servant des series indicatrices
de 1'espece des permutations a cycles de poids t, Per((), et celle des partitions a parts de
poids t, PaT((), puis, combinatoirement, en examinant les structures enumerees par c(<7, k~)
et S(a, k) .

Ces recurrences sont des generalisations de recurrences bien coimues satisfaites par les
nombres de Stirling usuels. Dans Ie cas des nombres de Stirling de premiere sorte, il s'agit
dc la relation

c(n+l, fc) =c(n, fc-l)+nc(n, fc), (G)
nlors ([uc pour ceux de deuxieme sorte, on generallse plutot I'identite

S(n+l, A;)=^(")S(n-z, A:-l).
i=0

(7)

Nous terminons 1'article en presentant des g-analogues automorphes des nombres dc
Stirling de premiere sorte, c, (n, k), et deuxieme sorte, S, (n, k), obtenus a I'aidc des series
indicatrices correspondantes. Us different des g-analogues "classiques" Cq[n, k} ct S<, [7Z, ^]
(<pi e 1'on peut retrouver, par exemple, dans [4]).

De meme, il est a noter que les generalisatlons automorphes developpecs ici soiit toil t
a fait distinctes de celles obtenues dzins [I], [4], [8], [9].

§1. Les nombres de Stirling automorphes de premiere sorte.

Denotons peir Cyc^i 1'espece des permuiations circulaires de poids ( et Per(i) = Expo
1'espece des permutations ponderees correspondante. Le poids d'une permutation

ay ant k cycles est done t . On a

Zpe
X^X^r7X3T3---

.

«)
Xl-lXt"X3'---- _

pr (f) l->r;!2^!. ". nr"^! 
= ^ pr(<) Aut(7 )

(8)

oil la somme parcourt 1'ensemble des partages d'entiers r (de type lr'2rl3r3 . . . ) et ou 1c
polynome pr (Q est donne par 1'expression suivzinte:

n

p^t) = ^ c(r, k)tk, n = TI +2r2 +3r3 +... (9)
k=0
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La serie indicatrice Zcyc^,, de CyC(() est obtenue de celles des cycles ordinaires Zcyc
en multipliaiit cette derniere par f,

^(Jfc), 1
Zcyc<. ) = <Zcyc = <E ̂  106 T^;- (10)

Puisqu'on a la relation Per(t) = Exp o CyC((), on obtient de (8) et (10)

Ep-«)^=^olz°-p(El-)o('ET'°<T-^). (">
Cette derniere expression (voir [5], p. 31, pour la formule de la substitution plethystiquc
ponderee) se transforme comme suit:

ZExp ° <Zc, c = exp^ ̂ ( ̂  <^(A)log ̂ ) = exp ̂  ̂  log ̂  $; ̂(d)<n/d
n>l ^ kv=n / n>l d\n

_L ^^
1 v^. ^t

.
1-^n. =n(i-^)--<"=n(EU"<')<r->i!7) "2>

rT>~l \1--1-"/ ">! n^l v Tn >0

OU Un(t) = - ^ <f>{d)tn^d et oil 1'expression a<"> designe la puissance factorielle montante

habituelle:
d\n

a<n> = a(a+ l)---(a+n - 1) = ^ c(n, &)a<;.
k=0

En developpant Ie dernier terine de (12) on trouve

n(E""C)<r->%)= E ">(')<r->^(')<r->-^r-
"'

(13)

n>l vrn>0 TI, TI,.

= ^ lrl2r2... a;i(f)<rl>a;2W <T2>
. rl -rr2
'1 .t"l

n, 1-2,.
in2^... n!T2!

(14)

Proposition 1. POUT tout entier n>^0 et tout partage T den on a

n

^c(T, fc)<';=lrl2r2. -. a»i(Q<rl>a;2(Q<r2>---
fc=0

Preuve. II suffit d'identifier les coeflncients de xr dans (8) et (14).

(15)

D
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Par ajialogie avec (13) on definit alors, pour toute permutation o-

n

t<<r>=^^k)tk. (16)
k=0

Fixons n, i deux entiers. Soient a une permutation de A^ C [n+ z], \N\ = n, de type
n iai et I une permutation circulaire de [n + i}\N (|I| = z). Alors la formule blen connue

^<n+l> _ +<"> (<+") (17)

se generalise, avec (15) et (16), comme suit:

+<a+I>
n+i "

= ^ c(a + J, fc)^ = 1(0;. (() + ^) ̂  c(a, ̂)<>/ = t(a;, (Q + <7, )< <<r> (18)
Ji:=0 i/=0

Proposition 2. Les nombres de Stirling automorphes de premiere sorte c(a, k) saiisfont
la recurrence suivante:

c{a+I, k)=icTic{(T, k)+ ^ ^d)c(a, k - i/d).
d\i, d~^i/k

on a + I designs la permutation a augmentee d'un cycle I de longueur i.

Prcuve. II suffit de developper Ie terme

(19)

i(a;;(()+<7. )^c((7, ^)(t
l/=0

dans (18) et d'en extraire Ie coefficient de tk pour retrouver (19). D

Remarque. Lorsque, dans (19), a est 1'identite et I un point fixe, on retrouve bien (6).

Demonstration combinatoire de (19). Soit a une permutation de [n]. L'un dc nuus
a deja montre dans [3] qu'a toute permutation / laissee fixe par conjugaison avec cr (c.-
a-d. /   Fix[Per(cr)]), on peut assocler un couple de fonctions (<5/, A/) ou 6f est une
permutation de 1'ensemble C(cr) des cycles de (T, definie par

VC', P 6 C(<T), <5/(C) = D ssi f{C) = D,

et ou A/ : C(o-) -» [n] est definie par A/(C) = /(min(C')).
Lorsqu'on fait varier / dans Fix[Per(o-)], 1'ensemble des couples (^/, A/) obtcnu.

denote Sim(Per;cr), est entierement caracterise par les deux conditions suivantes:
1. VC'|, C'2 6 C(cr), <5(C']) = C'2 =^ |C'i| = |C'2| (^ permute des cycles dc mcmc

loiigueur);
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2. VC   C(o-), A(C') est arbitrairement choisi dans 6(C).

La correspondance / i-» (<5/, A/) est alors une bijection de Fix[Per(<7)] dans Sim(Per; a) que
nous denotons $<,. On pose Sim(Perjt; a) = $<^(Fix[Perfc(<7)]). II s'avere que la recurrence
(19) s'interprete immediatement en termes des couples (<5, A)   Sim(Perfc, o-).

Soit a une permutation de [n] a. laquelle on adjoint un cycle I de longueur z pour
obtenir une permutation de [n+t], denotee a+I. Construisons 1'ensemble Sim(Perjfc; a+J).

Nous savons que <5(J) ne peut etre defini que dans des cycles de longueur i de a + I.
On distingue deux cas, selon que 6(1) = I ou non.

Si <$(!) = I alors il y a, pour tout diviseur d de i, <f>{d) mzinieres de definir A(7) dans
I qui auront comme efFet de produire, via (^ff+j)"1, unc permutation des ̂ Idments dc /
(fixee par J) ayant exactement i/d cycles (voir [2]). Pour obtenlr une permutation ayant
k cycles laissee fixe par o- + J, dans Ie cas ou on aura determine, dans ($^+/)-1(6, A),
i/d cydes avec J, il faut done et il su£5t que la permutation de [n] laissee fixe par a ait
elle-meme k - {i/d) cycles au total. D y a done

^ Wc(a, k-i/d)
d\i, d>^i/k

(20)

f. i^ons dc construirc les couples (<5, A)   Sim(Perfc;<7 + I) lorsque 6(1) = I.
Lorsque 6{I) = J ^ I, on peut choislr A(J) arbitrairement dans J. De plus, a

condition que |J| = i, Ie choix de J est lui aussl arbitraire dans 1'ensemble des cycles
dc longucur i de a. Puisque ces choix n'alterent pas Ie nombrc dc cycles obtcnii daiis
(^^4-/)-l(6|o, A|^) on a ZCT; manieres de construire les couples (<^, A) lorsque 6(1) ̂  I. En
sommant ce resultat avec celui obtenu en (20), on obtient bien (19). D

§2. Les nombres de Stirling automorphes de seconde sorte.

Denotons par (EXP+)(() 1'espece des ensembles non-vides de poids t et Par(() = Expo
(Exp+)(() 1'espece des partitions ponderees correspondantes. Le poids d unc partition ayant
k parts est done tk. Les analogues de (8) et (9) pour les nombres de Stirling automorphes
de deuxieme sorte s'ecrivent alors

ZP"(. ) = E <ir(<) Aut(r)

ou, pour tout partage r,

n

q^(f) = ^ S(r, fc)ffc, n = Ti +2r2 +3T3 +... .

On a done

fc=0

^. t'=[tt^)]zp"<. '=[A^)]l<t]zp"-

(21)

(22)

(23)

Pour tout entier m ^ 1, pour toute serie A a une infinite de variable \(xi, 3:2, 2:3,. - .)
on designe par [A(2-i, 3:2, a;3,.. . )]m la serie A^ obtenue de A en substituant, pour tout z la
variable Xmi a. la variable a;,-, Am(a;i, a;2, a;3,. . . ) = A(a:m, a:2m, 2;3Tn, - . . ).
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Lemme 3. POUT ioute espece ponderee Fw telle que Fw[9] = 0 on a

^ ZExp(Z^) - ZExp(Z^) ̂  . [^Z^,, (. "."... )]
Preuve. On a

"\3 ]i"
(24)

9x7ZEXP(ZFW )=i7 exp{S z^. (a:na;2<-,...) }
= exp ̂  E

i>l

z^. (:rna;2.,... )} 9 f^-^ZF^;(3:, -, 3;2,,...)ll^-
Ox, E

«>I

1 Q
= ZExp(ZF^) ̂  ̂ -^-Z^.. (T,, rE2,, . . .)

i\j }

=ZExp.(Zpj ̂ ^|^Z^, (^, ^,..., Z,/,,... )| .
'^7 » L(7a:j7t "' " "J,

(25)

En posant j /i = v dajis la derniere expression on retrouve (24). D

Puisque Par(() = Exp o (Exp4. )(<), on deduit du lcmme 3, avec Fy, = (EXP+)((), quc

J9^zpar<" = zpar<" S [l/5^z(EXP+)(^-)j ,/,/ (2G)
"Ij

1 - I 1Or, puisque Zaxp^. = Zexp - 1 = exp(ii + J3-2 + 5.2-3 +... )- 1, on a

I/-a:-Z(Exp+) = ZExp , i/= 1, 2, 3,... .

D'ou 1'on tire
(9

I/^:Z(EX^). /- = (J7'/ZEXP'
pour obtenir, en substituant (28) dans (26) et rempla^ant j fv par d,

;3l7zpar<° = ZP"C) Sfd(ZExp)d-
"3 d\]

(27)

(2S)

(29)

Par ailleurs, on a

. 9 " .9
^ZP"<. )=^Efix(Zp^,, [r])^y=I:fix(Zp^, [r+;])^y. -(30)
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ou T +j designe un partage d'entier r auquel on a ajoute une part de cardinalit^ j. Doiic.
avec (23), (29) et (3), on a

S(T + j1 k) = [^(7)] [<fc]zpar«> ^fd(ZEXP)d- (31)

^

Proposition 4. Les nombres de Stirling automorphes de deuxieme sorte S(r, k}, satisfont
la recurrence suivante:

s<r+^. k)=E ^ 'i''"(^)(^)'"s(r-h:'iu'-'i) (32)
d<k 0^i, ^ra<(

ou J7| = E. >i7«^' (7 : ^) = (0,..., 0, 7d, 0,..., 0, 72<(,, 0,..., 0, 73d,... ) e3< un parfaffc
d'cntier dont Ie nombre de parts de cardinalite non divisible par d est nul et ou r + j
dcsigne un partage d'entier r auquel on a ajoute une part de cardinaliie j.

Prcuve. On a

Ainsi,

zp., <,, =E(ts(T. fc)A^(7y
»r

(^]ZP"(. ) . £ <d(ZE.p). = E (E S(T'k - d)x^>) . (ZEXP)d .
^ ^ v r -

En regard de (31), on peut done ecrire

Puisque

V- Xr ^ V- ^^... XTnnd
^Aut(T)^ - ^ lrlTi!2r'T2!---nrnTn!

=^drldr2... dr"
. n^. ^ ... -r. 7-"

xdx'ld '"xnc

=E^lr

((fl)riri!((f2)r'T2!---(dn)r"r»!

^^... <"d
(ld)riTi!(2^T2!---(n^)rnT»! '

(33)

(34)

s(-^)=£[z^](£s(^-«)^)(E^), <35'
<t<l:

(36)

on obtient (32) directement de (35), (36) et de la definition du produit (de Cauchy) de
series indicatrices de cycles. D
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Version combinatoire de (32). Nous montrons la recurrence suivante (equivalente a,
(32)):

S(<7+J, fc)=^ ^ dlTIS((7-T, Jb-d). (37)
d\j TCC(<r)
d<k d\pgcd{T)

ou a- + J est la permutation a augmentee d'un cycle J de longueur j et ou C(<T-) designe
1'ensemble des cycles de a .

Nous avons deja decrit dans [2] (voir aussi [5]) comment construire les pEirtitions d'un

ensemble fini U laissees fixes par une permutation a de U'.

1. On cominence par se donner une partition II de C((r).
2. Pour chacune des classes C'   H, on trouve Ie pgcd de toutes les longueurs des

cycles contenus dans C, que 1'on denote pgcd(C').
3. Pour toute classe C   H et tout rf|pgcd(C') on divise en d "morceaux" chacun des

cycles de C de maniere convenable et on a alors dlcl-l famous de recoller ces morceaux
pour en faire une partition de 1'ensemble sous-jacent a. C en d classes qui est laissee fixe
par la sous-permutation C de a.

Cette construction pennet d'enuinerer Ie noinbre total de partitions de [n] (sans egard
au nombre de classes qu'elles peuvent contenir) laissees fixes par la permutation a donnee.
On a :

fix[Par(a)]= E H Z (flcl-l- (3S)
ff6Par[C(<7)] C n- d|p3cd(C)

L'interpretation que nous donnons a (37) est bzisee sur cette construction.
Supposons donnee une permutation a de [n] et ajoutons-lui un cycle J dc loiigucur

|J| = j pour obtenir une permutation a + J de [n+j]. Soit TT une partition de 1'ensemble
C(o- + J). Alors Ie cycle J est contenu dans une classe C 6 TT contenant un sous-ensemble
T (possiblement vide) de C(or), C = {J}UT. Nous savons que pour tout ri|pgcd(C), il y
a c?lcl-l = (flTI maiiieres de construire une partition en d parts de 1'ensemble sous-jacent
a C laissee fixe par C. De plus, puisque d|pgcd(C'), on a d\j.

M. aintenant, si on obtient d parts avec la classe C et si on veut en obtenir k au total,
il rcste a construire les partitions a. k - d parts laissees fixes par cr - T. Cela se fait dc
S(cr -T, k - d) manieres et on obtient directement la formule (37). D

Remarque. Pour etablir la correspondance entre (32) et (37) il suffit dc constatcr qi ic la

seconde somination de (32) parcourt un ensemble de types (de permutations) tandis que
ccllc de (37) parcourt 1'ensemble des permutations elle-memes.
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Les memes techniques permettent d'obtenlr les formules explicites suivantes pour les
nombres de Stirling automorphes des deux sortes. On a

^

Y^
c(a>fc)= 2-/

(tl, t2,..., tn) i=l

E-.-

n$, (^, >fc, ), (39)

ou

^., ^)=EC ((7-^<ri-J E.. ^)^i;)---^)'
j=l (^, ^,..., ^,)

f, \'. ^ <<. =*,

ct

S(cr, fc)= ^ E n ."'-'.

(40)

(41)
7r Par(C((T)) (.'cl^T c w

y , d^kdc[pscd(c),
^^<:e*

§3. ^-analogues automorphes des nombres de Stirling.

On definit, dans [5], la g-serie d'une espece de structures ponderee Fu,, a 1'aidc de la
siibstitution principale i, <- (\~!^, , en posant

(42)F^(x, q) = ^ l^wMI, ^,- = ^Fj^l , 3:2, 3:3,... )|^., (, -, )....
^ -n:y -- , -,.

Si Gv est une espece ponderee et si Fw[0] = 0, on a' sous composition partitionnelle,

(Gl ^oF«, )(2;;g)=^(^w^i;9), ^^2;g2), ^(^;g3),... )|^ii^4^. (43)

En particulier, lorsque Gv = Exp,

(ExpoF, )(^g)=exp( ^F^(xk;qk)/k ]\^^^ . (44)
Fii / ' '~"'

Avec Fu, = Cyc(() et F^ = (EXP+)(() substitues dans (44) on obtient respectivement les q-
analogues automorphes des nombres Stirling de premiere et deuxieme sorte, par extraction
de coefficients:

c, (n, k)=n\y[xntk\ JJ --'- - ^^y, (45)
">1 ft 

_ 

(1-9)"^"1- 1-g"

"n(t)'

S,(n, k) = n!, (. "<t| e.p( E ( £_ ̂  _ ^)(, _^)... (i _ , ^))(1 - <)nT") . t46'
n>l vfcm=n
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Le tableau suivant montre bien que les g-analogues automorphes des noinbres de
Stirling sont dlstincts des g-ajizdogues classiques.

n c, (n, ^) Cg[n, k] S, (n, A;) S, [n, k}
1

0

1

0

I

1

0

93+1
g2+g+i

1

0

g8+2g'l+g3+g2+l
qe+qs+2q'l+2q3 +2q!+q+2

g-*+g3+2g2+<?+l
1

1

0

1

0

1

1

0

9+1
g+2

1

0

gs+2?2+2g+l
q3+3ql+4q+3

g2+2g+3
1

1

0

1

0

1

1

0

1

g'+g+i
1

0

1

q*+q3 +2gl+q+2

g'l+?3+2g2+9+l
1

1

0

1

0

1

1

0

I

9+2
1

0

1

g2+3<?+3
?2+2<?+3

1
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