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Abstract. Let [n] be the set {1,2,...,n} and o a given permutation of Sp, the symmetric group on [n]. The
Stirling numbers of the first kind are used to enumerate the permutations on [n) with k cycles and those of
the second kind give the number of partitions of [n] having k blocks. In this paper we compute the number
of permutations on [n] with k cycles and the number of partitions on [n) having k blocks that are fixed under
the action of o (i.e. for which o is an automorphism). These numbers give a natural generalization of Stirling

numbers of the first and second kind.

Résumé. Soit [n] 'ensemble {1,2,...,n} et soit ¢ une permutation de S,, le groupe symétrique sur [n). La
cardinalité de ’ensemble des permutations de [n] ayant k cycles est donnée par les nombres de Stirling de
premiére sorte (non-signés) et celle de ’ensemble des partitions de [n] ayant k parts par ceux de deuxiéme sorte.
Dans cet article, nous calculons le nombre des permutations sur [n] & k cycles et de partitions sur [n] ayant k
parts qui sont fixées par I’action de o (c’est-a-dire pour lesquelles o est un automorphisme). Nous obtenons ainsi

une généralisation naturelle des nombres de Stirling de premiére et deuxiéme sorte.
§0. Introduction.

Pour tous entiers n, k tels que 0 < k < n, les nombres de Stirling de premiere sorte non-
signés c(n, k) et ceux de deuxiéme sorte S(n, k) énumeérent respectivement les permutations
de [n] ayant k cycles et les partitions de [n] ayant k parts.

Nous dénotons Pery ’espece des permutations d k cycles et Pary celle des partitions a
l: parts . Les séries.génératrices de ces espéces sont données par les expressions suivantes:

k
(log llx> "
Perg(z) = ———— = Z c(n, k)F (1)

k! !
et .
ef -1 Fh
n>0
On a

ZPerk(:z) = et ZPark(x) =el¢" 1), (3)

k>0 =8 k>0

Les équations (1) et (2) sont classiques et peuvent étre déduites respectivernent des
formules combinatoires

Pery = Exp, 0 Cyc et Pary = Exp,oExp, (4)

ou Exp, est I'espece des ensembles de cardinalité k, Cyc 'espéce des permutations circu-
laires, Exp,. celle des ensembles non-vides et “o” le composé partitionnel des especes.
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Définition. Pour tous entiers n > k > 0 et toute permutation o de [n], les nombres de
Stirling généralisés automorphes de premiére sorte, dénotés c(o,k), et ceuz de deuzicme
sorte, dénotés S(o, k), sont définis respectivement par '

c(o,k) = fix(Perg[o]) et S(o,k) = fix(Park[o]) (5)

ot fix(Perg[o])(fix(Park[0])) est le nombre de Pery—structures (Parx—structures) laissées
fizes par conjugaison avec la permutation o (réétiquetage selon o).

Les nombres c(o, k) et S(o, k) ne dépendent en fait que du type de la permutation o.
Si r est un partage d’entier on pose c(7,k) = c(0,k) ou o est une permutation arbitraire
de type 7. On définit S(, k) de la méme maniere.

Dans cet article nous calculons des récurrences satisfaites par les nombres c(o, k)
et S(o, k) que nous exhibons aussi sous forme close. Nous obtenons les récurrences de
deux maniéres distinctes: d’abord, formellement, en nous servant des séries indicatrices
de I’espéce des permutations & cycles de poids ¢, Per(y), et celle des partitions & parts de
poids t, Par(,), puis, combinatoirement, en examinant les structures énumeérées par c(o, k)
et S(o,k) .

Ces récurrences sont des généralisations de récurrences bien connues satisfaites par les
nombres de Stirling usuels. Dans le cas des nombres de Stirling de premicre sorte, il s’agit
de la relation

c(n+1,k) = c(n, k — 1) + nc(n, k), (6)

alors que pour ceux de deuxieéme sorte, on généralise plutét 1'identité

S(n+1,k)=zn:(’;>5(n—i,k—1). (

1=0

=1
~

Nous terminons I’article en présentant des g-analogues automorphes des nombres de
Stirling de premiére sorte, cq(n, k), et deuxiéme sorte, Sq(n, k), obtenus a I'aide des séries
indicatrices correspondantes. Ils différent des g-analogues “classiques” cq[n, k] et S¢[n, k]
(que I'on peut retrouver, par exemple, dans [4]).

De méme, il est & noter que les généralisations automorphes développées ici sont tout
A fait distinctes de celles obtenues dans (1], (4], (8], [9].

§1. Les nombres de Stirling automorphes de premiere sorte.

Dénotons par Cyc(,) I’espece des permutations circulaires de poids t et Per(y) = Expo
Cyc(y) l'espeéce des permutations pondérées correspondante. Le poids d’une permutation

avant k cycles est donc t¥. On a
.

xlf‘rgr’zg"“-'- X
Zper,, = (t = t 8
Pery Z: pr(t) 1n7l2727p! .- ntnry! Zr: pr(t) Aut(T) (8)

ot la somme parcourt I’ensemble des partages d’entiers 7 (de type 17273 ---) et ou lc
polynome p.(t) est donné par I'expression suivante:
n
p-(t) = Z o(r k)t n=1 + 272 + 313 + - - (9)
k=0
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La série indicatrice ZC)’C(:) de Cyc(, est obtenue de celles des cycles ordinaires Zcy.
en multipliant cette derniere par t,

1
1—z;

o(k
Zeye,y = tZcyc = t; (k ) log
>1

(10)

Puisqu’on a la relation Per(;y = Exp o Cyc(y), on obtient de (8) et (10)

T 1 k .
Zpr(t)h:tw = Zgxp 0 tZcyc = €xp (Z ;:r,,) ) <tz ¢(k )log S —-1:rk)' (11)

v2>1 k>1

Cette derniére expression (voir [5], p. 31, pour la formule de la substitution pléthystique
pondérée) se transforme comme suit:

1 1 1 1
Zgxp © tZoye = €xp > ;( > t¢(k)log = ) =exp ) ~log > e(d)yen/?

l—z
n>1 kv=n n>1 n d|n

1\ ¥ Liain HAEC
- H (1 — zn)

n>1

=[[a -z =] ( > wn(t)<’">i—'r‘}> (12)

n>1 n>1 ‘1,20

1 . : .
ouwp(t) = — E ¢(d)t™/? et ot ’expression a<™> désigne la puissance factorielle montante
n
d|n
habituelle:

n

a<"> =a(a+1)---(a+n—-1)=Y c(n,k)a*. (13)
k=0

En développant le dernier terme de (12) on trouve

Tn 1,7
” §: L R §: <n> Lryde . XLy Lo ure
( w,.(t) Tn! ) = wl(t) 1 wg(t) 2 T

lro !
n>1 M7, >0 T1,T24eee T1:T2
zrlx72 e
— TIOT2 . <n> <7r2> .. 1, 2
= Z 1m9 w1 (£) <> wa(2) TUC IRt (14)
T137T25e0-
Proposition 1. Pour tout entier n > 0 et tout partage T de n on a
n
S elr, k)tk =172 (8) ST P (1) <7 - (15)
k=0
Preuve. 1l suffit d’identifier les coefficients de x™ dans (8) et (14). O
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Par analogie avec (13) on définit alors, pour toute permutation o

n

t<7> =Y (o, k)t*. (16)

k=0

Fixons n,i deux entiers. Soient o une permutation de N C [n +1], |N| = n, de type
[1,:° et I une permutation circulaire de [n +7]\N (|I| = ¢). Alors la formule bien connue

t<n+1> = t<n>(t L Tl) (17)

se généralise, avec (15) et (16), comme suit:

n+1 n
y<o+I> _ Z c(o + I, k)t* = i(wi(t) + ai) Z c(o, V)’ = i(wi(t) + 0:)t <. (18)
k=0 v=0

Proposition 2. Les nombres de Stirling automorphes de premiére sorte c(o, k) satisfont
la récurrence susvante:

(o + Ik) = io; (o, k) + D $(d)c(o,k —i/d). (19)
dli,d>i/k

o o + I désigne la permutation o augmentée d’un cycle I de longueur 1.

Preuve. 1l suffit de développer le terme

i(wi(t) + oi) Z c(o,v)t”

v=0
dans (18) et d’en extraire le coefficient de t* pour retrouver (19). O
Remarque. Lorsque, dans (19), o est I'identité et I un point fixe, on retrouve bien (6).

Démonstration combinatoire de (19). Soit ¢ une permutation de [n]. L’un dc nous
a déja montré dans [3] qu’a toute permutation f laissée fixe par conjugaison avec o (c.-
a-d. f € Fix[Per(c)]), on peut associer un couple de fonctions (65,Ay) ot &5 est une
permutation de I’ensemble C(o) des cycles de o, définie par

VYC,D € C(o), §;(C) =D ssi f(C) =D,

et ot Ay : C(o) — [n] est définie par Af(C) = f(min(C)).

Lorsqu’on fait varier f dans Fix[Per(c)], 'ensemble des couples (é7,Af) obtenu.
dénoté Sim(Per; o), est entiérement caractérisé par les deux conditions suivantes:

1. VC,,C, € C(0), §(Cy) = C, = |Cy| = |C2| (6 permute des cycles de méme

longueur);
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2. VC € C(o), A(C) est arbitrairement choisi dans 6(C).

La correspondance f — (&5, Ay) est alors une bijection de Fix[Per(c)] dans Sim(Per; o) que
nous dénotons ®,. On pose Sim(Perk; o) = ®,(Fix[Pery(c)]). Il s’avére que la récurrence
(19) s’interpréte immédiatement en termes des couples (6, A) € Sim(Perg; o).

Soit o une permutation de [n] & laquelle on adjoint un cycle I de longueur z pour
obtenir une permutation de [n+1], dénotée o+ 1. Construisons ’ensemble Sim(Pery; o+ 7).

Nous savons que §(I) ne peut étre défini que dans des cycles de longueur tde o+ I
On distingue deux cas, selon que §(I) = I ou non.

Si 6(I) = I alors il y a, pour tout diviseur d de i, ¢(d) maniéres de définir A(J) dans
I qui auront comme effet de produire, via (®,+ 1)~!, une permutation des éléments de
(fixée par I) ayant exactement i/d cycles (voir [2]). Pour obtenir une permutation ayant
k cycles laissée fixe par o + I, dans le cas ol on aura déterminé, dans (®o41)71(8,4),
i/d cycles avec I, il faut donc et il suffit que la permutation de [n] laissée fixe par o ait
elle-méme k — (i/d) cycles au total. Il y a donc

> #ld)e(o,k ~i/d) (20)

dfi,d>i/k

facons de construire les couples (8, A) € Sim(Perg;o + I) lorsque 6(1) = I.

Lorsque §(I) = J # I, on peut choisir A(I) arbitrairement dans J. De plus, a
condition que |J| = i, le choix de J est lui aussi arbitraire dans ’ensemble des cycles
de longucur i de o. Puisque ces choix n’altérent pas le nombre de cycles obtenu dans
(®041)7' (6,0, A}s) on a io; manieres de construire les couples (6, A) lorsque 6(I) # I. En
sommant ce résultat avec celui obtenu en (20), on obtient bien (19). 0

§2. Les nombres de Stirling automorphes de seconde sorte.

Dénotons par (Exp4)(s) I’espéce des ensembles non-vides de poids t et Pary = Expo
(Exp4 )(1) I'espéce des partitions pondérées correspondantes. Le poids d’une partition ayant
k parts est donc t¥. Les analogues de (8) et (9) pour les nombres de Stirling automorphes
de deuxiéme sorte s’écrivent alors

T

X
= 2
Zpar(t) Z qf(t) Aut('r) ( 1)
ou, pour tout partage T,
ar(t)=> S(rk)tt, n=m+2n 43+ . (22)
k=0
On a donc . .
S(r, k) = |t* | Zpar, = | — | [t*]ZPar,, - 2
(7. k) [ Aut(‘r)] PRI [Aut(r)}{ ZPar, (23)

Pour tout entier m > 1, pour toute série A & une infinité de variable A(z1,22, 73, .. )
on désigne par [A(z1,Z2,23,...)|m la série A\, obtenue de A en substituant, pour tout i la
variable z,,; & la variable z;, Am(z1,%2,%3,...) = A(ZTm,Z2m,Z3m, - .-
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Lemme 3. Pour toute espéce pondérée F,, telle que Fy,(0] =0 on a

0 0 _
a ZExp(ZF ) — ZExp(ZF ) ] Z [6:1:;,ZF‘”"/" (xl,x%- . )] s (24)

v|j

Preuve. On a

6 _ a ZFW'-(:B,‘,.'Ez,‘,...)
2y Zemn(En) = gz e { 0 ]

J i>1
Zf ;(Ii,xzi,---)} 0 { L 2 By i)
= exp { Z = - - Z = x }
i>1 : Oz; i>1 t
_ZExp(ZF ) Z w'.(:z:,-,a:g,-,...)
i
_ZExp(ZF ) IZ [635] p Fw.-(l'],l'z,...,:L‘j/,',...)]i. (25)
il
En posant j /i = v dans la derniére expression on retrouve (24). g

Puisque Par(,y = Exp o (Exp_)(t), on déduit du lemme 3, avec F,, = (Expy ), que

5} .
]a ZP&I’(‘) ZPar(,) Z [ (EXP+)(”/, ] ) * (‘26)

vlj v

Or, puisque ngp+ = Zgxp — 1 = exp(z; + %xz + %:53 +---)—1,ona

d -
Vb—I_Z(ExP‘*’) ZZExp W= 1,2,3,... . (21)

D’ou I'on tire 5
Y oay LExe) g =V Do, (28)

pour obtenir, en substituant (28) dans (26) et remplacant j /v par d,

. 0 Z
] %Zpar(,) = Zpaf(g) td(ZExp)d' (29)
J

dlj

Par ailleurs, on a

.0 ) T T
]ngPar(e) = ]—6?]‘- Z’.:ﬁX(ZPar(:)[T])Aut(T) = Zr:ﬁX(Zpar(‘)[T +]])Aut(7-) (‘30)
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ou 7 + j désigne un partage d’entier T auquel on a ajouté une part de cardinalité 7. Donc.
avec (23), (29) et (3), on a

Sk [A:tr(r)] [£2parc, ;t“(zsxp)a- (31)

Proposition 4. Les nombres de Stirling automorphes de deuziéme sorte S(7, k), satisfont
la récurrence sutvante:

srtik=Y 3 (T (P)se-tiak-a @

dij 0<v4<74
d<k 0<v24<72d

ou |y| = 2521 vid, (v : d) = (0,...,0,74,0,...,0,724,,0,...,0,73d,...) est un partage
d’entier dont le nombre de parts de cardinalité non divisible par d est nul et ou 7 + )
désigne un partage d’entier T auquel on a ajouté une part de cardinalité j.

Preuve. On a

| = 3RS (r, k) ——
Zpary, = kZ;t ST k) aier) (33)

Ainsi,

[t*]Zpac, - >t (ZEcp)a =) (Z S(r, k — d) A:tT(T)> *(ZExp)d - (34)

4 I J d‘(ljh

En regard de (31), on peut donc écrire

T

s+ = T [z (Z5+ -0 ) Sim),

dj;
d<k

Puisque

T 71 .72 T
X ) gt
Aut(r) /, = 1171272 79) .. nTn 7!
”

T ,..T2 Tn

Tzl ...z
= d‘nd‘rz.” Tn d T24d it
% I @)l ()]
™1 T2 Tn
= d|T| xdz2d”'Ind
Z (1d)rl TI!(Zd)Tz 7—2! s o (nd)r" Tn! ) (36)

on obtient (32) directement de (35), (36) et de la définition du produit (de Cauchy) de

séries indicatrices de cycles. O
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Version combinatoire de (32). Nous montrons la récurrence suivante (équivalente 3
(32)):
S(o+,k)y=Y_ > d7TS(c - T,k -d). (37)

dlj TCC(e)
d<k d|pgcd(T)
ou ¢ + J est la permutation ¢ augmentée d’un cycle J de longueur j et ou C(o) désigne
I’ensemble des cycles de o .
Nous avons déja décrit dans [2] (voir aussi [5]) comment construire les partitions d’un
ensemble fini U laissées fixes par une permutation o de U:

1. On commence par se donner une partition II de C(o).

2. Pour chacune des classes C' € II, on trouve le pged de toutes les longueurs des
cycles contenus dans C, que ’on dénote pged(C).

3. Pour toute classe C € II et tout d|pgcd(C') on divise en d “morceaux” chacun des
cycles de C de maniére convenable et on a alors dI°I=! facons de recoller ces morceaux
pour en faire une partition de l’ensemble sous-jacent & C en d classes qui est laissée fixe
par la sous-permutation C de o.

Cette construction permet d’énumérer le nombre total de partitions de [n] (sans égard
au nombre de classes qu’elles peuvent contenir) laissées fixes par la permutation ¢ donnée.

Ona:
fixPar(o)) = Y [ Y €. (38)

w€Par[C(c)] CEn d|pgcd(C)

L’interprétation que nous donnons a (37) est basée sur cette construction.

Supposons donnée une permutation ¢ de [n] et ajoutons-lui un cycle J de longucur
|J| = j pour obtenir une permutation o + J de [n + j]. Soit 7 une partition de I’ensemble
C(o + J). Alors le cycle J est contenu dans une classe C € 7 contenant un sous-ensemble
T (possiblement vide) de C(¢), C = {J} UT. Nous savons que pour tout d|pgcd(C), il y
a dl°I=! = dlTl maniéres de construire une partition en d parts de ’ensemble sous-jacent
a C laissée fixe par C. De plus, puisque d|pgcd(C), on a d|;.

Maintenant, si on obtient d parts avec la classe C et si on veut en obtenir k au total,
il reste a construire les partitions a k — d parts laissées fixes par ¢ — T.. Cela se fait dc
S(o0 — T, k — d) maniéres et on obtient directement la formule (37). O

Remarque. Pour établir la correspondance entre (32) et (37) il suffit de constater que la

seconde sommation de (32) parcourt un ensemble de types (de permutations) tandis que
celle de (37) parcourt ’ensemble des permutations elle-mémes.
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Les mémes techniques permettent d’obtenir les formules explicites suivantes pour les
nombres de Stirling automorphes des deux sortes. On a

(o k)= Y Hf (o4, ki), (39)

ou
lonk) = S cloni) Y ()85 43 (40)
j— dy,dg,....dj) -
=1 4,(;.-, Z‘ ol
ct

S(o,k)= Y > II d-. (41)

n€Par(C(0)) {dcleex cEm

dclpged(c), E e & de=k

§3. ¢-analogues automorphes des nombres de Stirling.

On définit, dans [5], la g-série d’une espece de structures pondérée F,,, a 'aide de la
(1-¢)'z’

substitution principale z; « “5——, en posant
IL‘ q) Z]F [n“q —ZF II)IanSa---)lzi=51-1)i:i- (42)
n>0 1—q'

Si G, est une espéce pondérée et si Fy,[0] = 0, on a, sous composition partitionnelle,

(Gv o Fw)(x;Q) — ZGU(Fw(ml;q)vo’(zﬂq?)’Fws(xif; q3)a .o ')Iz.'= 1—g)i=zi - (43)

1-q'

En particulier, lorsque G, = Exp,

(Expo Ful(zia) = oxp( 3 Furloni )1k, ozt (44)
k>1 1-e!

Avec F, = Cycyy et Fu = (Expy ) substitués dans (44) on obtient respectivement les g¢-

analogues automorphes des nombres Stirling de premicére et deuxiéme sorte, par extraction

de coefficients: )

co(n, k) = nlg[z"t¥] H (45)

wn(t)?
Y p—

1—gq"

tk
S,(n, k) = nlg[z"t*] exp(Z ( > == - qu))u — q)"z">. (46)
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Le tableau suivant montre bien que les g-analogues automorphes des nombres de

Stirling sont distincts des g-analogues classiques.

[1]

n |k cq(n, k) cq[n, k] S¢(n, k) Sqlm, k]
0o |o 1 1 1 1
10 0 0 0 0
1|1 1 1 1 1
210 0 0 0 0

2 1 1 1 2 | 1

2 2 1 1 1 1

3 0 0 0 0 0

3 |1 3 +1 g+1 1 1

3 |2 7*+q+1 g+2 ¢*+q+1 q+2

3 3 1 1 1 1

4 |0 0 0 0 0

4 |1 ®+2¢ +¢3+¢%+1 S +2¢%+2¢+1 1 1

4 |2 | ¢®+¢"+2¢*+2¢°+2¢* +g+2 ¢*+3¢%+4¢+3 ¢*+¢°+2¢7+¢+2 q*+3¢+3
4|3 *+¢°+2¢*+q+1 ¢*+2¢+3 ' +¢*+2¢°+q¢+1 ¢*+2q+3
4 |4 1 1 1 1
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