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Langages algebriques :

a la frontiere entre la Combinatoire

et 1'Informatique

M. DELEST

Resume. Nous donnons un rappel sur la d6sormais classique m6thode de
SchUtzenberger ainsi que les deux extensions principales qui en ont 6te
faites : les grammau-es & operateurs. les q-grammaires.

1 . INTRODUCTION

Dfes les anndes 60, des travaux A6oriques ont d6but6s sur I'6tude syntaxique des
langages en vue de produire des compilateurs performants. C'est en 64 [27] que
Randell et Russel ont r6alis6 la premifere 6tude d6taill6e d'un compilateur pour
ALGOL 60 dont les structures syntaxiques restent encore d'actualit6 pour les
langages actuels. Le fait de pouvoir ou non reconnaitre un langage passe par
l'intemi6diaire des g6n6rateurs des langages appel6s grammaires. Les traductions en
langages machines sont obtenues par des compilateurs construits & partir des
grammaires et de rtgles de traduction. La m6thode g6n6ralement utilis6e est celle des
attributs du & Irons [24][25][1]. Une automatisation de ces proc6d6s est possible dans
Ie cas de grammaires ayant des propri6t6s particuliferes par les programmes LEX et
YACC trfes connus et dans Ie domaine public c'est-^-dire accessible via une connexion
par FTP sur un site de 1'INTERNET. Ces programmes sont fort uulis6s par les
personnes qui r6alisent des compilateurs ou des interfaces homme-machine.

Au del^ de ces travaux li6s & I'lnformatique tr&s vite les langages sont apparus
comme un moyen pour coder les objeLs. M.P. Schutzenberger [28] [29] a montr6 une
6troite relation entre les probl^mes d'6num6ration en combinatoire et les
classificadons entre langages. L'utilisation de langages alg6briques apparaTt alors
comme un lien 616gant entre Ie niveau combinatoire et Ie niveau analytique. Soit n
une classe d'objets combinatoires 6num6r6s par une suite d'entiers an ou n est la
valeur d'un paramfetre p sur ces objets. La m6thodologie de M.P. Schiitzenberger
consiste en trois 6tapes. Tout d'abord, construire une bijection entre les objets de 0.
et les mots d'un langage algSbrique de telle mani&re que pour un objet co de n. Ie
paramfetre p sur co devienne un nombre de lettres dans Ie mot codant co. La notion de
grammaire est alors essentielle puisqu'elle d6crit Ie systfeme non commutatif
correspondant. L'utilisation de ce qui s'appelle Ie passage & I'image commutative
permet alors de d6duire une dquation dont la fonction g6n6ratrice de la suite an est
solution. Deux extensions de cette m6thode ont 6t6 donn6es. La premi6re due ̂  Cori
et Richard [9] introduit des op6rateurs afin de construire & partir d'un langage des
langages plus complexes. Elle a pennis notamment de prouver des formules de Tutte
sur les cartes planaires [7]. La seconde m6thode due ̂  Delest et F6dou [13] consiste b
introduire l'op6ration de traduction des langages. Cette technique est issue de la
m<4thode des attributs utilis6e pour ddcrire les m6canismes de traduction au sein d'un
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compilateur. Elle permet essentiellement d'obtenir des equations non alg6briques (q-
equations) & partir d'un codage alg6brique des objets.

Dans cet expos6, apr^s quelques d6finitions et notations, nous exposerons
d'abord la notion de grammaire telle qu'elle apparait naturellement en Informadque.
Nous montrerons ensuite la relation entre langages et s6ries formelles et
essentiellement les problfemes Ii6s a l'ambiguit6. Nous donnons ensuite les grandes
lignes de la m6thode de Schiitzenberger. Nous ddcrirons ensuite les notions de
grammaires b op6rateurs et de q-grammaires. Certaines des notions d6critent ici
interviennent dans l'impl6mentadon du logiciel CalICo1 [15][11] que nous r6alisons.

2 - DEFINITIONS ET NOTATIONS
Cette section est un bref r6sum6 des notions udles pour comprendre la suite de ce

texte. Des details plus complets peuvent etre trouv6s dans Berstel [3], Ginsburg [22],
AhoetUllmann [1].

Soil X un ensemble non vide appel6 alphabet. Les 616ments de X sont appel6s
lettres. On appelle mot une suite de lettre de X. Le mot vide est not6 usuellement par
E. Soil u et v deux mots sur X, u=ui...Up et v=vi....Vq. On d6finit la concat6nation
de deux mots comme Ie mot uv=ui... UpV i.... Vq. On note X Ie monoide libre

engendr6 par X c'est & dire 1'ensemble des mots 6crits sur X muni de l'op6ration de
concat6nation.

Le nombre d'occurrence d'une lettre x dans un mot u est not6 | u| x. Le nombre de
lettres de w est appel6 longueur de w et not6 | w ].

Un langage est un sous ensemble de X". A tout langage L, on peut associer une
fonction g6n6ratrice

L=^w.
weL

qui est 616ment de Z«X^> alg&bre des s6ries formelles non-commutatives &
variables clans X et coefficients dans Z.

3 - GRAMMAIRES ALGEBRIQUES

Dans ce paragraphe, nous d6finissons la notion de grainmaire et d6crivons deux
exemples de base en Combinatoire et Infonnatique.

DEFINITION 1. Une gramnwire algebrique est un quadruple! G=<N,X,P,s> tel que N
et X s,ont deux alphabets disjoints appeles respectivement alphabet non terminal et
terminal, s esi un element de N appele axiome et P un ensemble de paires (a, ?) avec
ae N el pe (N U X) appel6es regles de production que I'on note aussi o. -> P.

Soil a dans N, et u dans (N U X)" u=uiau2, on appelle d6rivation dans G une
r66criture du mot u en v=uipu 2 avec (a, P) dans P. On notera u-> v. On dit qu'un
mot w d6rive d'un symbole non terminal a dans G si il existe une suite de
d6rivations permettant de r66crire a en w. On notera a-^w. L'ensemble des
mots

^ CalICo est un logiciel developpe au sein du Groupe de Combinatoire Enumerative de
Bordeaux. Les personnes pardcipantes en 1994 sont Y. Chiricota, M. Delest, J.M. Fedou,
V. Gaudin, G. Melan^on, N. Rouillon.
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Figure 1. Arbre binaire associ6 ̂  I'expression (a+a*a)+-a*a.

engendr6s par s est appeld langage alg6brique engendr6 par G, on note L(G). En
g6n6ral, il existe plusieurs grammaires pour un langage alg6brique donn6.

EXEMPLE 1. L'exemple Ie plus classique de 1'Infonnatique est Ie langage des
expressions arithm6tiques bien fomi6es sur une seule lettre. Ces mots sont g6n6r6s
par la grammaire GI donnte par N={E,T,F), X={a,+,<:,(. )}, s=E, et les productions

E-> E+T, E^ T, T-> T*F, T-> F, F^ (E), F-^ a.
Un exemple de mot engendr6 par cette grammaire est(a+a*a)+a*a. L'arbre
de syntaxe abstraite c'est-a-dire celui d6duit de la d6rivation d'un mot dans G est un
arbre binaire qui pemiet un calcul efficace de telles expressions en machine (voir
figure 1). Dans la suite, puisque nous parlerons de sdries formelles, pour plus de
clart6, nous substituons ̂  la lettre tenninale + (resp. *, resp. (, resp. )) la lettre p
(resp. m, resp. x, resp. x ).
Toutes les instructions et toutes les phrases "comprises" par un compilateur donn6
sont d6crites par une grammaire alg6brique. Le langage Pascal comme son
pr6d6cesseur ALGOL 6taient d6crits pour I'utilisateur par une grammaire.
EXEMPLE 2. L'exemple Ie plus classique en Combinatoire est Ie langage de Dyck qui
code de nombreuses structures arbres, chemins, polyominos par exemple. Ces mots
sont g6n6r6s par la grammau-e 62 donn6e par

N=(D}. X={x, x}, s=D,
et les productions

D-> xDxD, D-^ E .

Un exemple de mot engendr6 estxxxxxxxx
structures combinatoires cod6es par ce mot.

On trouvera figure 2 diverses

^.

Les deux exemples ci-dessus sont ceux de grammaires alg6briques non ambigues
c'est-^-dire telles que tout mot du langage engendr6 ne peut etre obtenu qu'une seule
fois par les rtgles de productions ^ panir de 1'axiome dans une d6rivation gauche-
droite (on d6rive d'abord Ie non terminal Ie plus & gauche). Dans ce cas les series
formelles assocides aux langages v6rifient des equations qui se d6duisent directement
des rfegles de production. On a ainsi pour GZ Ie systeme

E= EpT + T

T = TmF + F
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Figure 2. Objets combinatoires cod6s par Ie mot xxxxxxxx.

F = xEx + a

et pour GI, I'dquation D=x Dx D + e.

4 - METHODOLOGIE DE SCHUTZENBERGER

Cette m6thodologie apparalt comme une id6e de M. P. Schiitzenberger d&s 1959
[28] [29]. Par la suite. Ie premier a avoir d6velopp6 cette id6e fut Gross [23]. Des
d6veloppements ont 6t6 donn6s par Cori el Richard [9] conduisant & des 6num6rations
sur les cartes planaires [7], d'autres par FUess [3] avec des applications & la resolution
d'6quations diff6rentielles, enfin Viennot avec des applications en combinatoire
6num6rative [33] et FIajolet au calcul assymptotique [21]. Signalons en 1975, en
France, une 6cole dlnformatique Th6orique sur les series fonnelles dans laquelle de
nombreux anicles sur ce sujet ont 6t6 6dit6s par Berstel [3]. Cette m6thode est
connue maintenant sous Ie nom de DSV-m6thodologie b la suite d'une demande de
M.P. Schutzenberger & Viennot [32].

Soil X un alphabet, X= (xi, ..., Xk}. Le passage & 1'image commutative pennet
d'obtenir & partir de la s6rie non-commutative, une s6rie commutative appelte s6rie
6num6rative du langage et ddfinie par

Xo(L)= S",,,,..,^, "^'2... ^"
(, 1.,3.....,, )£N1'

telle que /l,, , est Ie nombre de mots w de L tel que pour tout je [l.. k], | w| ̂=ij.
On d6finit ainsi une application de B«X» dans IN fXS demi-anneau de s6ries
formelles commutatives h variables dans X. On notera souvent L la s6rie ̂ o(L).
L'application %o "'est pas un morphisme mais on a les propri6t6s suivantes:

PROPRlfiTE 2. Soient A, B, C trois langages sur X. Suposons que les operations
produit et somme sont non ambigu&s
(i) si A=BC alors Xo(A) = Xo(B) Xo(C),
(ii) si A=B+C et BC\C est vide alors Xo(A) = ^o(B) + Xo(C),
(iii) si A ne conlienl pas Ie mot vide alors /o(A*) = (l-^o(A))'1.

Ces propri6t6s de 1'application Xo sont les briques essentielles des travaux
fondamentaux dus ̂  M. P. Schiitzenberger [28] dont une consequence est
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THfiORfcM E 3. L'image par Xo d'un langage algSbrique est une s6rie alg6brique
composante de la solution du systime d'6quations obtenu par Xo a partir d'une
grammaire non ambiguedece langage.

EXEMPLE 3. On peut calculer la s6rie 6num6radve associte a 62, on a Ie syst&me
commutatif suivant

E = pET + T , T= mTF +F, F=xxE+a.
On a alors l'6quation suivante

E= (l+p£)(jc+£zz)
1-mx-mxxE

et on obtient par exemple ainsi la fonction g6n6ratrice des nombres en d'expressions
arithm6tiques bien form6es en identifiant toutes les variables ̂  x

£(,). s«/-l-3t2+tfo'"<.
n£0

4x3

^

Get exemple est emprunt6 au livre d'exemples de calcul asymptotique en Ay^ [21].
Plus classique est Ie calcul surIelangage de dyck qui mfene & l'6quation

D = xxD2 +1.
Un calcul analytique trivial montre que

l--\/l-4. cjc
D(x. x)=- - '" - "" ,

2xx
dont on d6duit ais6ment que Ie nombre de mots de Dyck de longueur 2n est Ie
nombre de Catalan

c-=-f2 "1,
t"'-n7TLn.

De nombreux problfemes d'6num6ration dans divers domaines ont 6t6 r6solus par cette
m6thode dont seules quelques r6f6rences peuvent etre Iist6es ici : polyominos
[10][33], structures secondaires de IRNA [30]. On trouvera une vue g6n6rale de ces
r6sultaudans[31][34].
REMARQUE. Certains langages alg6briques ne sont associ6s ̂  aucune grammaire non
ambigue. Flajolet [20] a montr6 que leurs s6ries g6n6ratrices sont li6es aux s6ries
transcendantes.

4 . GRAMMAIRES A OPERATEURS
L'int6ret de consid6rer des grammaires est de pouvoir faire passer & travers la

syntaxe une certaine sdmantique de manifere & obtenir des traductions des textes
sources en des programmes ex6cutables perfonnants. L'idde sous-jacente est d'obtenir
b pardr de langages simples des langages plus complexes. Cori et Richard [9]
utilis^rent cette id6e pour 6num6rer des objets que 1'on ne peut pas coder par des
langages alg6briques mais dont la s6rie 6num6ratrice est alg6brique. Pour cela ils ont
introduits la notion d'6quauons ̂  op6rateur. Ils montrferent ainsi que pour certaines de
ces 6quations non alg6briques la s6rie g6n6ratrice des objets peut etre alg6brique.
L'application est donn6e dans Ie domaine des cartes par Cori [7]. C'est cette approche
que nous voulons exposer ici paniellement. On d6finit 1'image commutative d'un
op6rateur.
Definition 4. Si H est un opdrateur de B«X» dans B«X3>, Hy est l'op6rateur

de IN PCQ dans IN [XI qui s'il existe est tel que H^ 0/0 =Xo o H.
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EXEMPLE 4. Les morphismes alphab6tiques ont une image commutative. Soil HI
l'op6rateur qui conserve Ie mot vide et dans un mot non vide ne conserve que la
premiere lettre. HI n'admet pas d'image commutative. Cori dans [7] d6finit
I'op6rateur A sur B«{x,y}» de la mani6re suivante:

si I f| x= 0 alors A(0=0 sinon f=y"xg et A(0= y°+lg.
Soil s(x, y) une s6rie de IN[(x,y}]]. L'image commutative de I'op6rateur A est
donn6e par

A^(s(x. y))=:-(-)Co(s(x. y))--x,o(s(0, y)))
II est clair que Ie fait qu'un op^rateur commute pennettra de prendre 1'image

commutative d'un systeme faisant intervenir cet op6rateur. Le problfeme 6tudi6
conceme les conditions de resolution pour de teUes equations. D'autres auteurs ont
regard^ par la suite les syst^mes pour lesquels on pouvait ddduire des propri6t6s
d'alg6bricit6 de la s6rie g6n6ratrice du langage soludon. Ainsi Chottin [6] en a'donn6
une formalisation puis Dulucq [18] a introduit des (p-d6rivadons pour lesquelles des
r6sultats (ralg6bricit6 peuvent etre prouv6s. L'un des r6sultats est la preuve bijective
par Cori, Dulucq, Viennot [8] du fait que CnCn+i compte les produit de m61ange de
deux mots de Dyck et d6duisent Ie nombre de pennutations de Baxter altemantes. Par
la suite cette technique fut utilise ^ nouveau dans Ie calcul asymptotique de la
complexity de 1'algorithme de Naimi-TreheI par Arnold, Delest et Dulucq [2].

5 -Q.GRAMMAIRES
En Informatique, la compilation nous enseigne que la m6thode des attributs

s6mantiques ddcrite par Irons [24][25] puis Knuth [26] permet d'associer une
traduction & tout mot d'un langage a]g6brique. Certaines de ces traductions ne sont
pas des langages alg6briques. Ce point est d'un grand int6ret pour la combinatoire
6num6rative puisque certains probl^mes connus comme alg6briques pour certains
param6tres sont aussi non alg6briques pour d'autres. On prendra pour exemple Ie cas
de la s6rie 6num6rative des diagramme de Ferrers (repr6sentation d'une partition,
figure 3) qui est alg6brique suivant Ie p6riin6tre

/W=T^-
et non alg6brique suivant I'aire

f^n^
L'int6ret de la m6thode des attributs r6side dans Ie fait que chaque traduction est

d6finie localement sur chaque r6gle de la grammaire. Ced est un moyen trfes efficace
de construire un traducteur fiable. En effet, les grammaires des compilateurs

Figure 3. Reprdsentation d'une partidon d'un ender
par un diagranime de Ferrers.
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comptent fr6quemment une centaine de rfegles. Les probl6mes de traduction en
foncdon du contexte d'udlisation d'une rfegle pamii les cents peut etre ramen6 b un
probl&me local. Le lecteur trouvera dans [26] une 6tude plus g6n6rale. Nous nous
restreignons aux attributs "synth6tis6s". Pour introduire cette definition, nous
d6crivons tout d'abord un exemple.

EXEMPLE 5. Afin d'6valuer les expressions arithmdtiques des compilateurs, des
instrucdons machines de chargement dans des registres du processeur sont g6n6r6es.
Ces operations de chargement sont tr&s couteuses en temps, il faut done minimiser
leurs nombres. On calcule Ie nombre minimum de registres n6cessaires pour
l'6valuation de 1'expression avant g6n6ration du code par la grammaire attribu6e
suivante:

E-» E+T, v(E):=si v(E)=v(T) alors v(T)+l sinon max(v(E),v(T))
E^ T, v(E):=v(T)
T-> T*F, v(T):=si v(T)=v(F) alors v(T)+l sinon max(v(E),vCT))
T-^ F. v(T):=v(F)
F^ (E). v(F):=v(E)
F^ a . v(F):=l

On trouvera Figure 4 Ie calcul de cet attribut sur 1'arbre de d6rivation d6crit figurel.
Ce calcul n'est autre que celui du nombre de Strahler des arbres binaires [30] qui
intervient 6galement en Biologie dans Ie paramfetre ordre des IRNA. On a montr6
figure 4 ce calcul sur 1'arbre de syntaxe abstraite de 1'expression. On trouvera un
survol de ce sujet dans [34].

Nous donnons cidessous une definition tr6s parcellau-e des gramniaires d'attributs.

DEFINITION 5. Une grammaire d'attributs est une grammaire alg6brique
G=<V,X, y,S> ayant un ensemble fini d'attributs A(Y) associS a chaque non
terminal Y de V. Chaque attribut t est une application de V dans un domaine D^. Un
atlribul T esl dit synthelis6 si pour chaque r'egle de 93 de laforme

Y-» uiY, U2Y2..... YnUn+i
lelle que u; est dans X", x(Y) peul-etre calcule recursivement comme suit

T(Y)=f(n(Yi),..., Yn(Yn))
avec pour tout k dans [l, n], Yk est dans A(Yk) et f est une application de
Dy X ... XDy dans D-i. L'image d'un mot w par T est egal a la valeur de T(S) dans
la derivation S ̂ w de w dans G.

Suivant cette id6e de traduction, en Combinatoire, on peut esp6rer ramener Ie
problfeme de trouver des r6currences sur un objet suivant un paramfetre non
alg6brique & un probl^me local de traduction sur des configurations particuliferes
alg6briques. Nous nous bonierons ici au cas simple ou la traduction est 6quivalente ^
1'adjonction d'une lettre [13].

Definition 6. Une q-granwiaire (G,x) est une grammaire d'attribul telle que :
(i) G = <V,X,y,S> une grammaire non ambigue,
(ii) T esi un altribut synlh6tise a valeur dans C[XU {q}],
(iii) Pour chaque lettre x dans X et chaque mot w dans 33 (G) on a

|T(w)|x=|w|x.
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Figure 4. Arbre de d6rivation attribu6 et nombre
de strahler de 1'arbre de syntaxe abstraite.

La traduction T(w) d'un mot w est appel6 q-analogue du mot w et est not6e (w;q).
Soil IG = (G,T) une q-grammaire.

Definition 7. Le q-analogue 'iL(G) du langage L(G) ̂ ; d6fini par
?L(G)= ^(w;q).

weUG)

Definition 8. Soit IG = (G,z) une q-grammaire. La fonction generatrice de 1L(G)
esl definie par

ql=S XlWw))Xo(w)
we35 (G)

avec xi Ie morphisme qui supprime toutes les lettres de X dans un mot de
(XU(q))*.

On montre [16] que si 1'attribut est lin6aire (en un sens que nous ne pr6ciserons
pas ici), on obtient des systemes de q-^quations directement & partir de la grammaire
attribu6e, 1'intervention de 1'attribut se manifeste dans Ie passage ^ 1'unage
commutative par des substitutions non alg6briques dans I'dquation. Le cas g6n6ral de
plusieurs attributs synth6tis6s a 6t6 depuis trait6 par P. Duchon. Dans ce cadre, des
rdsultats similaires sont d6crits.

EXEMPLE 6. Le langage codant les diagrammes de Ferrers est Ie langage codant Ie
bord sup6rieur du diagramme par des moLs w=aub 6crits sur I'alphabet {a,b}. Une
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grammaireestG=<{S,L), {a,b}, (S^ aLb, L^ aL; L-> bL; L^ e}, S}. L'attribut
T ddfinit ci-dessous pennet de calculer 1'aire & partir de oe codage

S-^aLb, T(S)=qlT (L)la+IT<L>lb+laT(L)b
L-^aL, T(L)=qlT (s)lb at(L).
L->bL. T(L)= bT(L),
L^E, T(L)= E.

On montre que Ie systfeme de q-6quadons dans ce cas est

(lS(a, b)=qa1L(aq, bq)b,

(lL(a, b) = a <lL(a, bq) + b 1L(a,b) +E .
dont on peut d6duire la fonction g6n6ratrice bien connue

^° a"on+l
^-')=S(i-^)(i-7H.. (i-r^)-

Un point non rdsolu pour 1'instant est celui de 1'utilisadon possible d'attributs
h6rit6s dans des probl&mes d'6num6radon.

CONCLUSION.
Si dans Ie cas de la DSV-m6tliodologie d'origine les solutions sont b coup sur

obtenues car alg6briques il n'en va pas de meme dans les deux extensions sigiial6es.
Une autre extension est en cours de d6veloppement par Dutour et F6dou [19], il s'agit
de grammaires d'objets. II n'existe pas de m6thodes syst6matiques de r6solution de
telles dquations. M. Bousquet-M61ou dans [5] donne ainsi la solution de q-6quadons
apparaissant souvent dans l'6num6ration des polyominos. Ces r6sultats r6unis ont
permis de produire la formule donn6e par Dubemard et Dutour [17].

NOTE.
Get article aurait pu etre celui de l'6quipe de Combinatoire Bordelaise qui depuis

1975 sous la direction de Robert Cori el Xavier Viennot a consid6rablement
d6velopp6 cette d6marche.
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