Langages algébriques :
a la frontiére entre la Combinatoire

et I'Informatique

M. DELEST

Résumé. Nous donnons un rappel sur la désormais classique méthode de
Schiitzenberger ainsi que les deux extensions principales qui en ont &té
faites : les grammaires & opérateurs, les q-grammaires.

1 - INTRODUCTION

Des les années 60, des travaux théoriques ont débutés sur I'étude syntaxique des
langages en vue de produire des compilateurs performants. C'est en 64 [27] que
Randell et Russel ont réalisé la premi2re étude détaillée d'un compilateur pour
ALGOL 60 dont les structures syntaxiques restent encore d'actualité pour les
langages actuels. Le fait de pouvoir ou non reconnaitre un langage passe par
l'intermédiaire des générateurs des langages appelés grammaires. Les traductions en
langages machines sont obtenues par des compilateurs construits & partir des
grammaires et de régles de traduction. La méthode généralement utilisée est celle des
attributs du a Irons [24][25][1]. Une automatisation de ces procédés est possible dans
le cas de grammaires ayant des propriétés particuliéres par les programmes LEX et
YACC tres connus et dans le domaine public c'est-a-dire accessible via une connexion
par FTP sur un site de 'INTERNET. Ces programmes sont fort utilis€s par les
personnes qui réalisent des compilateurs ou des interfaces homme-machine.

Au dela de ces travaux liés A I'Informatique tres vite les langages sont apparus
comme un moyen pour coder les objets. M.P. Schiitzenberger [28] [29] a montré une
étroite relation entre les problemes d'énumération en combinatoire et les
classifications entre langages. L'utilisation de langages algébriques apparait alors
comme un lien €légant entre le niveau combinatoire et le niveau analytique. Soit
une classe d'objets combinatoires énumérés par une suite d'entiers ap od n est la
valeur d'un parametre p sur ces objets. La méthodologie de M.P. Schiitzenberger
consiste en trois étapes. Tout d'abord, construire une bijection entre les objets de Q
et les mots d'un langage algébrique de telle maniere que pour un objet ® de £, le
parametre p sur ® devienne un nombre de lettres dans le mot codant ®. La notion de
grammaire est alors essentielle puisqu'elle décrit le systtme non commutatif
correspondant. L'utilisation de ce qui s'appelle le passage & l'image commutative
permet alors de déduire une équation dont la fonction génératrice de la suite ap est
solution. Deux extensions de cette méthode ont été données. La premiere due a Cori
et Richard [9] introduit des opérateurs afin de construire 2 partir d'un langage des
langages plus complexes. Elle a permis notamment de prouver des formules de Tutte
sur les cartes planaires [7]. La seconde méthode due a Delest et Fédou [13] consiste a
introduire l'opération de traduction des langages. Cette technique est issue de la
méthode des attributs utilisée pour décrire les mécanismes de traduction au sein d'un
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compilateur. Elle permet essentiellement d'obtenir des équations non algébriques (q-
équations) 2 partir d'un codage algébrique des objets.

Dans cet exposé, apres quelques définitions et notations, nous exposerons
d'abord la notion de grammaire telle qu'elle apparait naturellement en Informatique.
Nous montrerons ensuite la relation entre langages et séries formelles et
essentiellement les problemes liés a I'ambiguité. Nous donnons ensuite les grandes
lignes de la méthode de Schiitzenberger. Nous décrirons ensuite les notions de
grammaires 2 opérateurs et de q-grammaires. Certaines des notions décritent ici

interviennent dans I'implémentation du logiciel CallCo! [15][11] que nous réalisons.

2 - DEFINITIONS ET NOTATIONS

Cette section est un bref résumé des notions utiles pour comprendre la suite de ce
texte. Des détails plus complets peuvent étre trouvés dans Berstel [3], Ginsburg [22],
Aho et Ullmann [1].

Soit X un ensemble non vide appelé alphabet. Les €léments de X sont appelés
lettres. On appelle mot une suite de lettre de X. Le mot vide est noté usuellement par
€. Soit u et v deux mots sur X, u=uj...up et V=Vvy....vq. On définit la concaténation
de deux mots comme le mot uv=uj...upVij....vq. On note X* le monoide libre
engendré par X c'est 2 dire I'ensemble des mots €crits sur X muni de I'opération de
concaténation.

Le nombre d'occurrence d'une lettre x dans un mot u est noté | u| x- Le nombre de
lettres de w est appelé longueur de w et noté | wl.

Un langage est un sous ensemble de X*. A tout langage L, on peut associer une
fonction génératrice

L=Zw,

- wel
qui est élément de Z «<X>» algebre des séries formelles non-commutatives a
variables dans X et coefficients dans Z.

3 - GRAMMAIRES ALGEBRIQUES

Dans ce paragraphe, nous définissons la notion de grammaire et décrivons deux
exemples de base en Combinatoire et Informatique.

DEFINITION 1. Une grammaire algébrique est un quadruplet G=<N,X,P,s> tel que N
et X sont deux alphabets disjoints appelés respectivement alphabet non terminal et
terminal, s est un élément de N appelé axiome et P un ensemble de paires (o, B) avec
ae NetBe (NU X)* appelées régles de production que l'on note aussi 0.~ B.

Soit o dans N, et u dans (N U X)* u=ujoup, on appelle dérivation dans G une
réécriture du mot u en v=uifuy avec (c, B) dans P. On noterau- v. On dit qu'un
mot w dérive d'un symbole non terminal o dans G si il existe une suite de

dérivations permettant de réécrire & en w. On notera aSw. Leensemble des
mots

I CalICo est un logiciel développé au sein du Groupe de Combinatoire Enumérative de
Bordeaux. Les personnes participantes en 1994 sont Y. Chiricota, M. Delest, J.M. Fédou,
V. Gaudin, G. Mélangon, N. Rouillon.
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Figure 1. Arbre binaire associé a I'expression (a+a*a)}+a*a.

engendrés par s est appelé langage algébrique engendré par G, on note L(G). En
général, il existe plusieurs grammaires pour un langage algébrique donné.

EXEMPLE 1. L'exemple le plus classique de I'Informatique est le langage des
expressions arithmétiques bien formées sur une seule lettre. Ces mots sont générés
par la grammaire G| donnée par N={E,T,F}, X={a,+,%,(, )}, s=E, et les productions
E- E+T,E> T,T> T*F,T-> F,F- (E), F> a.
Un exemple de mot engendré par cette grammaire est (a+a*a) +a* a. L'arbre
de syntaxe abstraite c'est-2-dire celui déduit de la dérivation d'un mot dans G est un
arbre binaire qui permet un calcul efficace de telles expressions en machine (voir
figure 1). Dans la suite, puisque nous parlerons de séries formelles, pour plus de
clarté, nous substituons 2 la lettre terminale + (resp. ¥, resp. (, resp. )) la lettre p
(resp. m, resp. X, resp. X ).
Toutes les instructions et toutes les phrases "comprises” par un compilateur donné
sont décrites par une grammaire algébrique. Le langage Pascal comme son
prédécesseur ALGOL étaient décrits pour I'utilisateur par une grammaire.
EXEMPLE 2. L'exemple le plus classique en Combinatoire est le langage de Dyck qui
code de nombreuses structures arbres, chemins, polyominos par exemple. Ces mots
sont générés par la grammaire G donnée par '

N={D}, X=(x, x}, s=D,
et les productions

D- xDxD,D- ¢.
Un exemple de mot engendré est x X X x X X x X . On trouvera figure 2 diverses

structures combinatoires codées par ce mot.

Les deux exemples ci-dessus sont ceux de grammaires algébriques non ambigués
c'est-a-dire telles que tout mot du langage engendré ne peut étre obtenu qu'une seule
fois par les régles de productions a partir de I'axiome dans une dérivation gauche-
droite (on dérive d'abord le non terminal le plus 2 gauche). Dans ce cas les séries
formelles associées aux langages vérifient des équations qui se déduisent directement
des regles de production. On a ainsi pour G le systeme

E=EpT+T
T=TmF +F

=T
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Figure 2. Objets combinatoires codés parlemot X X X X X X X X .
F=xExXx + a

et pour Gy, I'équation D=x DX D + €.

4 - METHODOLOGIE DE SCHUTZENBERGER

Cette méthodologie apparait comme une idée de M.P. Schiitzenberger des 1959
[28][29]. Par la suite, le premier a avoir développé cette idée fut Gross [23]. Des
développements ont été donnés par Cori et Richard [9] conduisant 2 des énumérations
sur les cartes planaires [7], d'autres par Fliess [3] avec des applications 2 la résolution
d'équations différentielles, enfin Viennot avec des applications en combinatoire
énumérative [33] et Flajolet au calcul assymptotique [21]. Signalons en 1975, en
France, une école dInformatique Théorique sur les séries formelles dans laquelle de
nombreux articles sur ce sujet ont été édités par Berstel [3]. Cette méthode est
connue maintenant sous le nom de DSV-méthodologie 2 la suite d'une demande de
M.P. Schiitzenberger & Viennot [32].

Soit X un alphabet, X= {xj, ..., Xxk}. Le passage a l'image commutative permet
d'obtenir a partir de la série non-commutative, une série commutative appelée série
énumérative du langage et définie par

Xo(L) = Z".‘,iz...i,xn" X, X"
(ig vi3 veenniy JEN®

telle que 1, ; ;. est le nombre de mots w de L tel que pour tout je [1..k], | w|x_=ij.
1925 .

On définit ainsi une application de B«X>» dans IN [X]] demi-anneau de séries
formelles commutatives A variables dans X. On notera souvent L la série %o(L).
L'application 7y n'est pas un morphisme mais on a les propriétés suivantes:

PROPRIETE 2. Soient A, B, C trois langages sur X. Suposons que les opérations
produit et somme sont non ambigués

(i) s A=BC alors xo(A) = x0(B) xo(C),

(ii) si A=B+C et BNC est vide alors yo(A) = %o(B) + %o(C),

(iii) si A ne contient pas le mot vide alors xo(A*) = (1-xo(A))-L.

Ces propriétés de l'application Y, sont les briques essentielles des travaux
fondamentaux diis 8 M.P. Schiitzenberger [28] dont une conséquence est
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THEOREME 3. L'image par Y d'un langage algébrique est une série algébrique
composante de la solution du systéme d'équations obtenu par ), a partir d'une
grammaire non ambigué de ce langage.

EXEMPLE 3. On peut calculer la série énumérative associée a G2, on a le systéme
commutatif suivant

E=pET+T,T=mTF+F,F=xxE+a.
On a alors I'équation suivante
po (L pEXx+ EZ%)
1- mx— mxxE '
et on obtient par exemple ainsi la fonction génératrice des nombres ey, d'expressions
arithmétiques bien formées en identifiant toutes les variables 2 x

. 1-3x2+41-6x% + x*
E(x)=2e,,x = 3 .
n20 4x

Cet exemple est emprunté au livre d'exemples de calcul asymptotique en AyQ [21].
Plus classique est le calcul sur le langage de dyck qui mene 2 I'équation
D=xxD*+1.
Un calcul analytique trivial montre que
D(x,X) = 1=v1-dxx “'_4”
2xx

dont on déduit aisément que le nombre de mots de Dyck de longueur 2n est le
nombre de Catalan

1 (Zn)
C =— L
n+l\ n

De nombreux problRmes d'‘énumération dans divers domaines ont €t€ résolus par cette
méthode dont seules quelques références peuvent étre listées ici : polyominos
[10](33], structures secondaires de 'RNA [30]. On trouvera une vue générale de ces
résultats dans [31][34].

REMARQUE. Certains langages algébriques ne sont associ€s a aucune grammaire non
ambigué. Flajolet [20] a montré que leurs séries génératrices sont liées aux séries
transcendantes.

N

4 - GRAMMAIRES A OPERATEURS

L'intérét de considérer des grammaires est de pouvoir faire passer a travers la
syntaxe une certaine sémantique de maniere & obtenir des traductions des textes
sources en des programmes exécutables performants. L'idée sous-jacente est d'obtenir
a partir de langages simples des langages plus complexes. Cori et Richard [9]
utiliserent cette idée pour énumérer des objets que 1'on ne peut pas coder par des
langages algébriques mais dont la série énumératrice est algébrique. Pour cela ils ont
introduits la notion d'équations 2 opérateur. Ils montrérent ainsi que pour certaines de
ces équations non algébriques la série génératrice des objets peut étre algébrique.
L'application est donnée dans le domaine des cartes par Cori [7]. C'est cette approche
que nous voulons exposer ici partiellement. On définit I'image commutative d'un
opérateur. :
Définition 4. Si H est un opérateur de B «<X» dans B<«X», on est I'opérateur

de IN[X]) dans IN[X]) qui s'il existe est tel que Hy 0 X0 =%o 0 H.
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EXEMPLE 4. Les morphismes alphabétiques ont une image commutative. Soit Hj
l'opérateur qui conserve le mot vide et dans un mot non vide ne conserve que la
premiere lettre. Hy n'admet pas d'image commutative. Cori dans [7] définit
l'opérateur A sur B<«<{x,y}>» de la manire suivante:

si | | x= 0 alors A(=0 sinon f=y%xg et A(f)= yi*lg.
Soit s(x,y) une série de IN [{x,y}]l. L'image commutative de I'opérateur A est
donnée par:

Ay, (5 = 2 (X055, Y) = X0(5(0,5))

Il est clair que le fait qu'un opérateur commute permettra de prendre I'image
commutative d'un systtme faisant intervenir cet opérateur. Le probléme étudié
concerne les conditions de résolution pour de telles équations. D'autres auteurs ont
regardé par la suite les syst®mes pour lesquels on pouvait déduire des propriétés
d'algébricité de la série génératrice du langage solution. Ainsi Chottin [6] en a donné
une formalisation puis Dulucq [18] a introduit des @-dérivations pour lesquelles des
résultats d'algébricité peuvent étre prouvés. L'un des résultats est la preuve bijective
par Cori, Dulucq, Viennot [8] du fait que ChCp+] compte les produit de mélange de
deux mots de Dyck et déduisent le nombre de permutations de Baxter alternantes. Par
la suite cette technique fut utilisé A nouveau dans le calcul asymptotique de la
complexité de I'algorithme de Naimi-Trehel par Amold, Delest et Dulucq [2].

5 - Q-GRAMMAIRES

En Informatique, la compilation nous enseigne que la méthode des attributs
sémantiques décrite par Irons [24][25] puis Knuth [26] permet d'associer une
traduction a tout mot d'un langage algébrique. Certaines de ces traductions ne sont
pas des langages algébriques. Ce point est d'un grand intérét pour la combinatoire
énumérative puisque certains problémes connus comme algébriques pour certains
parametres sont aussi non algébriques pour d'autres. On prendra pour exemple le cas
de la série énumérative des diagramme de Ferrers (représentation d'une partition,
figure 3) qui est algébrique suivant le périmetre

2

X
x)= ;
f(x) o
et non algébrique suivant l'aire
= 1
f@)= H—,
-1 1—4

L'intérét de la méthode des attributs réside dans le fait que chaque traduction est
définie localement sur chaque régle de la grammaire. Ceci est un moyen tres efficace
de construire un traducteur fiable. En effet, les grammaires des compilateurs

[ ]

Figure 3. Représentation d'une partition d'un entier
par un diagramme de Ferrers.
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comptent fréquemment une centaine de régles. Les problémes de traduction en
fonction du contexte d'utilisation d'une régle parmi les cents peut étre ramené a un
probléme local. Le lecteur trouvera dans [26] une étude plus générale. Nous nous
restreignons aux attributs "synthétisés". Pour introduire cette définition, nous

décrivons tout d'abord un exemple.

EXEMPLE 5. Afin d'évaluer les expressions arithmétiques des compilateurs, des
instructions machines de chargement dans des registres du processeur sont générées.
Ces opérations de chargement sont trés cofiteuses en temps, il faut donc minimiser
leurs nombres. On calcule le nombre minimum de registres nécessaires pour
I'évaluation de l'expression avant génération du code par la grammaire attribuée
suivante:

E- E+T, v(E):=si v(E)=v(T) alors v(T)+1 sinon max(v(E),v(T))

E- T, v(E):=v(T)

T- T*F, v(T):=si v(T)=v(F) alors v(T)+1 sinon max(v(E),v(T))

T-> F, v(T):=v(F)

F- (E), v(F):=v(E)

F-a. vF):=1
On trouvera Figure 4 le calcul de cet attribut sur l'arbre de dérivation décrit figurel.
Ce calcul n'est autre que celui du nombre de Strahler des arbres binaires [30] qui
intervient également en Biologie dans le paramétre ordre des IRNA. On a montré
figure 4 ce calcul sur l'arbre de syntaxe abstraite de l'expression. On trouvera un
survol de ce sujet dans [34].

Nous donnons cidessous une définition tr2s parcellaire des grammaires d‘attributs.

DEFINITION 5. Une grammaire d'attributs est une grammaire algébrique
G=<V,X,®,S> ayant un ensemble fini d'attributs A(Y) associé a chaque non
terminal Y de V. Chaque attribut < est une application de V dans un domaine D¢. Un
attribut T est dit synthétisé si pour chaque régle de ® de la forme

Y- u;YuYs..... Ypups1i
telle que uj est dans x*, T(Y) peut-étre calculé récursivement comme suit

(YY) = f(Y1(Y1), ... Ya(Yn))
avec pour tout k dans [1,n], Yk est dans A(Yx) et f est une application de
DY1 X .. ><DYn dans Dz. L'image d'un mot w par < est égal a la valeur de ©(S) dans

la dérivation S 5w de w dans G.

Suivant cette idée de traduction, en Combinatoire, on peut espérer ramener le
problgme de trouver des récurrences sur un objet suivant un paramétre non
algébrique 2 un problgme local de traduction sur des configurations particulieres
algébriques. Nous nous bomerons ici au cas simple ou la traduction est équivalente a
l'adjonction d'une lettre [13].

Definition 6. Une q-grammaire (G,t) est une grammaire d'attribut telle que :
(i) G =<V,X,®,S> une grammaire non ambigué,
(ii) T est un attribut synthétisé a valeur dans C[XU {q}],
(iii) Pour chaque lettre x dans X et chaque mot w dans 3(G) on a
| 1wy x=l wl.
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Figure 4. Arbre de dérivation attribué et nombre
de strahler de I'arbre de syntaxe abstraite.

La traduction t(w) d'un mot w est appelé g-analogue du mot w et est notée (w;q).
Soit 9G = (G,1) une q-grammaire.

Définition 7. Le q-analogue 9L(G) du langage 1.(G) est défini par
1IL(G) = Z(W;q).

wel(G)

Définition 8. Soit 9G = (G,t) une q-grammaire. La fonction génératrice de 9L(G)
est définie par

U= 1aw) xow)
wed (G)
avec X1 le morphisme qui supprime toutes les lettres de X dans un mot de

XU{q))".

On montre [16] que si l'attribut est linéaire (en un sens que nous ne préciserons
pas ici), on obtient des systémes de g-6quations directement A partir de la grammaire
attribuée, l'intervention de l'attribut se manifeste dans le passage 2 I'image
commutative par des substitutions non algébriques dans 1'équation. Le cas général de
plusieurs attributs synthétisés a été depuis traité par P. Duchon. Dans ce cadre, des
résultats similaires sont décrits.

EXEMPLE 6. Le langage codant les diagrammes de Ferrers est le langage codant le
bord supérieur du diagramme par des mots w=aub écrits sur l'alphabet {a,b}. Une
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grammaire est G = <{S,L},{a,b},{S—- aLb,L- alL; L- bL; L - €}, §}. L'attribut
T définit ci-dessous permet de calculer l'aire a partir de ce codage

S—aLb, S =gl™latl®le+1a7qyp

Loal  ww)=q™b azq),
L->bL, )= bl),
Loe, tL)= e

On montre que le systtme de q-€quations dans ce cas est

9S(a,b) = g a 9L(aq,bq) b,

9L(a,b) = a9L(a,bq) + b 9L(ab) +¢,
dont on peut déduire 1a fonction génératrice bien connue
Ll n_n+l

Ua,b) = i ;
b Z(;(l—qb)a-qzb)...(l-q"“b)

Un point non résolu pour l'instant est celui de I'utilisation possible d'attributs
hérités dans des problemes d'énumération.

CONCLUSION.

Si dans le cas de la DSV-méthodologie d'origine les solutions sont & coup siir
obtenues car algébriques il n'en va pas de méme dans les deux extensions signalées.
Une autre extension est en cours de développement par Dutour et Fédou [19], il s'agit
de grammaires d'objets. Il n'existe pas de méthodes systématiques de résolution de
telles équations. M. Bousquet-Mélou dans [S] donne ainsi la solution de g-équations
apparaissant souvent dans I'énumération des polyominos. Ces résultats réunis ont
permis de produire la formule donnée par Dubemnard et Dutour [17].

NOTE.

Cet article aurait pu étre celui de 1'équipe de Combinatoire Bordelaise qui depuis
1975 sous la direction de Robert Cori et Xavier Viennot a considérablement
développé€ cette démarche.
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