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Resume. Le probleme des polyominos definis par deux vecteurs consiste dans la determination de
1'existence de polyominos ayant un nombre donne de cellules en chaque ligne et en chaque colonne. Dans
ce papier nous determinons 1c nombre maximum de polyominos convexes qui satisfont les couples (V, H)
de vecteurs. avec V  N" et// £ Nm. Nous donnons aussi une construction qui permet d'oblenir des
polyominos convexes ayant Ie meme nombre de cellules en chaque ligne et en chaque colonne.

Abstract. The problem of polyominoes defined by two vectors, includes the existence of a polyomino
having a given number of cells in every column and every row. In this work, we give the maximum number
of convex polyominoes satisfying the pairs (V, H) of vectors, where V   N" and //   Nm. Moreover, we
show how to obtain some convex polyominoes satisfying a given pair of vectors.

^

1 Introduction

Considerons Ie plan R X R. Une cellule est un carre unitaire [t, t + 1] X [jj + I], ou i et j sont
dos entiers. Un polyomino est un ensemble fini connexe de cellules deux a deux adjacentes par
un cote, et defini a. une translation pres. L'aine d'un polyomino est Ie nombre de cellules qui Ie
composent, et Ie perimetre est Ie nombre de cotes du pourtour. Ces objets combinatoires intdressent
les mathematiciens depuis longtemps (voir par exemple [8, 10, 12]). Ds existent plusieurs problemes
relatifs aux polyominos. Les problemes de pavage oil on considere Ie pavage de figures finies de
n = Zx Z (ensembles de cellules) [2, 4, II], et du plan entier [1, 3] par un ensemble fini de
polyominos fixes; les problemes d'enumeration des polyominos selon certains parametres, qui sont
etudies aussi par les physiciens car ils represent des modeles pour plusieurs phenomenes physique
[16]. Les formules enumeratives sont connues pour plusieurs sous-classes de polyominos et pour une
vue d'ensemble sur les resultats et sur les techniques utilisees voir [5, 17]. Un autre probleme lie aux
polyominos est celui des polyominos definis par deux vecteurs et il consiste dans la determination de
1'existence de polyominos ayant un nombre donne de cellules en chaqueligne et en chaque colonne.
Done donnes deux vecteurs V = (vi, V2,.. ., Vn) £ N"et ^ = (/ii, /i2,... , /im)   Nm, il s'agit
d'etablir 1'existence des polyominos ayant dans la colonne icme et dans la ligne j mc un nombre de
cellules respectivement egal a v, et /i,, pour t = 1, 2,..., n et j = 1, 2,..., m. Si un tel polyomino
existe et s'il appartient a une classe P de polyominos, on dit que Ie couple {V^H) est satisfaisable
en P. Ce probleme, qui a ete resolu pour quelques classes de polyominos dans [7], appartient
a. la classe des problemes ou on reconstruit un ensemble par ses projections; c'est-a-dire donnes
y 6 N"et^ 6 Nm, il faut determiner 1'existence d'un ensemble 5' C N2 dont les projections
Pi(t) = I {(a;i, a;2)  5 :a:i = t'}| et Py{j) = \ {(a:i, a;2)   5' :a;2 =J'}| sont respectivement egaJes
aux elements v, et hj. Ryser [15] a montre que Ie probleme sur la classe des ensembles 5 C N2
definis a une translation pres, est resoluble en temps polynomial. En plus dans [9] ont donne
des conditions pour etablir si un ensemble 5 C N2 est determine d'une maniere univoque par ses
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projections. Ces problemes de reconstruction d'un ensemble par ses projections, sont lies a des
questions concernant la theorie des fonctions de Booleennes, la theorie des circuits et la theorie des
jeux [6, 13, 14, 18]. Dans ce papier nous determinons une limitation superieure et une limitation
inferieure du nombre maximum de polyominos convexes qm satisfont les couples de vecteurs (V, H),
avec Ve N", ^ e Nm. En plus, nous donnons une construction pour obtenir des polyominos
con vexes qul satisfont un meme couple de vecteurs.

2 Preliminaires

D6finissons comme colonne (ligne) d'un polyomino 1'mtersection de ce dernier avec une bande infinie
verticale [1, 1 + 1] X R (horizontale R X [t", t + 1]) ou i   Z. Un polyomino est convexe si toutes
ses lignes et colonnes sont connexes. Soit P un polyomino convexe, et R Ie plus petit rectangle
Ie contenant. Soit [N, N'} ([W,W], [S, S'], [E, E'}) 1'intersection de la frontiere de P avec Ie bord
sup^rieur (gauche, inferieur, droit) de R (voir fig. 1). Un polyomiao (as est un polyomino convexe

N' N

w

w
E'
E

s s'

Figure 1: Polyomino convexe

lel que S =\V' etS' = E. Un polyomino dirige conveze est un polyomino convexe tel que S = W.
Notations. On noteraC (VC, T) la classe des polyominos convexes (diriges convexes, tas).
Introduisons la notion de satisfaisabilite qui permet de formuler Ie probleme des polyominos definis
par deux vecteurs.

Definition 2. 1 5ofcn( ^ = (vi, i;2,... , Vn)   N» c( /7 = (/ii, /i2,... , /»m) £ Nm. Le couple (V, H)
est satisfaisable dans la classe de polyominos P, s'il existe au mains un polyomino A   77 ayant
dans /a colonne ieme et dans la ligne jeme un nombre de cellules respectivement egal a v, et hj, pour
i = 1, 2,... , n c( j" = 1, 2,. .., m. On dit que A satisfait (V, H) en P.

Probleme 2. 2 Etant donnes deux vecteurs VeN" c( ^ eNm, etablir si (V, H) est satisfaisable
dans une classe de polyominos P, et determiner Ie nombre de polyominos de P qui Ie satisfont.

Exemple 1. V = (4, 3, 4, 3, 2), // = (1, 4, 5, 5, 1). Les polyominos de la fig. 2 satisfont (V, H) en C.

Definition 2. 3 5'ot"cn( V efln etH e. Nm. On notera 6p(V, H) Ie nombre de polyominos de la
classe P qui satisfont (Vr, //). On notera:

Ap(n, m) = max {6p(V, H) : ^£ N"e( ̂  e Nm}.

3 Noinbre maximum de polyominos qui satisfont un couple de
vecteurs

On montre dans [7] que:
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Figure 2: Polyominos Convexes

Proposition 3. 1 Soient V ENn etH  . Nm. // existe au plus un polyomino qui satisfait (V, H)
enVC.

Done on a Adc(n»m) = 1. En plus, puisque les polyominos tas sont des polyominos diriges convexes
particuliers, on obtient A((n, m) = 1. L'exemple 1 montre que Ie nombre de polyominos convexes
qui satisfont un couple de vecteurs (V, H) peut etre plus grand que un et done en general Ac(n, m) ^
1. Maintenant nous determinons une limitation inferieure de Ac(n, m).

Proposition 3. 2 Soient n, m   N. Ac(n, m) ̂  2k, ou k = [m'n^'m^ .
Preuve. Soit m= n = 2fc. On considere Ie couple (Vi, J/i) tel que l/i = //] et :

v. = 2i - 1,
t;. =4fc-2t"+ 1,

l^i^k,
k+\<i<2k

Soit Pk Ie polyomino tas de la figure 3, ou k est Ie nombre de lignes de Pk. Si 1 ^j ^ k on a
Pj c Pk- Soit P Ie polyomino convexe obtenu en unissant les polyominos Pk el P^ (ou P^ est
obtenu renversant Pk autour de 1'axe x) dans la fa^on indiquee dans figure 3. Le polyomino P

k-1--^
k-L --1

Pk

Figure 3: Polyomino convexe P = PkU Pi

^

satisfait (Vi, H^). On considere les polyominos P,-, P; tels que P, C Pk et P[ C P^, c'est-a-dire avec
i <: k. Si on deplace P,-, P, respectivement a droite et a. gauche d'un pas, on obtient encore un
polyomino convexe P qui satisfait (Vj, Hi). MEuntenant on considere les polyominos Pj, P' tels que:
Pj C P; et Pj C P, (j < t), relativement au polyomino P. Si on deplace Pj et Pj respectivement a
gauche et a droite d'un pas, on obtient un polyomino convexe P qui satisfait (Vi, H^) (voir figure 4).
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Figure 4: Polyomino convexe P

Done on deduit que 6c(Vi, Hi) > 2k.
Soit m= n =2fc+ 1. Soit (^2, H-i) un couple de vecteurs tel que V^ = H-2 et :

f v, = 2i,
{ Vk+i = 2k + I,
[ v, = 4k- 1i + 4,

l^i^k,

k+2<i<2k+l

Soit Qk Ie polyomino tas de la figure 5, ou k est Ie nombre de lignes de Qk. S\l <:j <: kon a,
Qj c Qk- Soit <3 Ie polyomino convexe obtenu en unissant les polyominos Qk et Q'^, (ou Q'^ est
obtenu renversant Qk autour de 1'axe x) a. une ligne de longueur 2A; + 1 dans la faqon montree dans
la figure 5. Le polyomino Q satisfait (Vt, Hi). Si on deplace Q;, 0, (i <, k) respectivement a droite

k-l--
k--

- J

- ^

Qk

Q\

Figure 5: Polyomino convexe Q = Qk^JQ'k

et a gauche d'un pas, on obtient encore un polyomino convexe Q qui satisfait (V;, H-i). Done on
deduit qw6^Vt, Ht)^2k.
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Soit n < met n=2Jk. Soit (^3, ^3) un couple de vecteurs tel que:

v, = 2t- 1 +m-n,

u; = 4fc- 2t'+ 1 +m- n,
1 ^ t^ fc,
k+Ki<2k.

. hj = 2j- - 1, 1 ^ J ^ /:,
/ij = 2fc, k+\^j^k+m-n,
/ij =4Jfc-2j+1, k+m-n+l^j^m.

Soit P Ie polyomino convexe obtenu en unissant Ie polyomino Pk, m- n lignes de longueur 2k et
Ie polyomino P'^. Le polyomino P satisfait (Vg, Hs). Si on deplace les polyominos P, et P,' avec
t < j, comme dans les cas precedents, on obtient des polyominos qui satisfont (Va, Hs). Ainsi on a
6c{Vs, Hy) >. '2k. Lecas n > met m= 2k est analogue au precedent par symetrie. Procedant d'une
maniere analogue on montre que si n< met n= 2fc+l (ou n > met m =2A;+ l), il existe un
couple (V<, H^) tel que 5c(l/i, ^<) ̂  2(:. Ainsi on deduit que : Ac(n, m) ̂  2k, ou Jb = [m'n{;nlm}j . D
Remarque 1. Si on considere un algorithme qui construit tous Ie polyominos convexes qui sat-
isfont un couple (V, H), avec V  Nn, 77   Nm, puisque Ac(n, m) > 2fc, ou k = [m'"{2n'm}J, on
a qu'il existe des couples (V, H) pour lesquelles la complexite de 1'algorithme n'est pas polynomiale.

Remarque 2. D y a des couples (V, //), avec V   N", ^   Nm, tels quo 6c(V, If) > 2k. Par
exemple si V = (1, 2, 3, 3, 2, 1) et H = (2, 4, 4, 2) les polyominos de la figure 6 satisfont (V, II)
et done Sc(V, H) = 6 > 4. Msuntenant nous determinons une limitation supcricurc dc A<-(n, m).

J

Figure 6: Polyominos convexes qui satisfont (V, II)

Introduisons la definition suivante:

Definition 3. 3 Soient V = (vi, V2,... , Vn)   N", H = (hi, ht,... , hm) e Nm c(vi = m-fc avec
Q <, k <m-'\.. On notera n^^-^) I'ensemble des polyominos convexes gui satisfont (V, II) et
ayant ordonnee minimum de la premiere colonne egal ai {Q <^i <, k) (voir figure 7). On notera:

a^) = max {\fl, (V, H)\ : Ye N", me N, ̂    Nme(i;i =.m - k} .

^_

Lemme 3.4 5'oient n, m   N. 5t 0<, k<m-let0<i<k alors »K ̂  °t".

Preuve. D y aV   N"-1, H   Nm tels que t»i = m-Jfc et Q^"^ = |n. (Vr, fl')|. Soit P   n,-(V, ^).
On considere Ie polyomino P obtenu en ajoutant a P une colonne de longueur m- k et ordonnee
minimum t, a, gauche de la premiere colonne de P (voir figure 8). Le polyomino P est convexe et
satisfait (V', H'), ou V'   Nn, H'   Nm. Done on obtient:

J»)a^'^\^V\H')\^\fl, {V, H)\=a^.("-D

a
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Figure 7: Polyomino avec la premiere colonne de longueur m - fc et d'ordonnee minimum i

i-Jk

Figure 8: Polyomino avec les deux premieres colonnes de longueur m- k et d'ordonnee minimum i

Lemme 3. 5 5'oi"en( V   N", //   Nm. Si vi > v-i el P est un polyomino convexe qui satisfait
(V, /!} alors I'ordonnee minimum i de la premiere colonne est telle que i=Q ou i= m- vi.

Preuve. Si U) > v'i et P est Ie polyomino convexe qui satisfait (V, H), d'apres [7] on a que P est
un polyomino convexe dirige a, nord-est ou a sud-est. Par consequent 1'ordonnee minimum de la
premiere colonne est i= Oou i = m-vi. D

Lcs lemmes 3.4, 3.5 sont utilises pour demontrer Ie theoreme suivant:

Theoreme 3. 6 Soient n, m 6 N. Si0<, k<, m-l etO <i<, k- I alors

Preuve. D'apres la symetricite des polyominos convexes on a :

»--<M.

°&)^0).

a
(") - /. (")
k,i = afc.A-.'

done on considere seulement les o'^"), avec 0 < i <. -y1 .
Si i = 0 (1'ordonnee minimum de la premiere colonne des polyominos convexes est egale a 0), les
polyominos sont diriges et d'apres la proposition 3. 1 il existe au plus un polyomino qui satisfait
un couple (V, H), avec V 6 N", H   Nm et v^ = m-k. Par consequent on a Q^ = 1, pour
O^fc ^ m- l, et ainsi pour t = 0 Ie theoreme est verifie.
En supposant 1 ^ i ^ fcTL OI1 considere la deuxieme colonne des polyominos ayant longueur
v-2 = m - j. Du lemme 3.5 on deduit que Vi < v-i, c est-a-dire 0 ^j ^ fc. Soit h 1'ordonnee
minimum de la deuxieme colonne. On distingue trois cas:

(i) siO^j ^ i- 1 alors 0 <h <j et done la deuxieme colonne peut assumer j" + 1
positions (voir figure 9),
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(ii) s\i ^j < k-i alors 0 <: h <, iet ainsi la deuxieme colonne peut assumer i + 1
positions (voir figure 10),

(iii) si fc- i+ 1 < j <: k alors j-k+i^h^iet done la deuxieme colonne peut
assumer k- j + 1 positions (voir figure 11).

m - fc

)

m-]

1
m-k

^

m-j

/i=0 h=j

Figure 9: Polyominos convexes ayant la deuxieme colonne de longueur m-j, ou 0<j < i- 1

}

1
m - k

t

^

m -j

/i=0 h=i

Figure 10: Polyominos convexes ayant la deuxieme colonne de longueur m-j, oui<, j^k-i

^

\

h=k-j+\ h=i

Figure 11: Polyominos convexes ayant la deuxieme colonne de longueur m-j, ouk-i-}-l <: j < k

D'apres ce qui precede on obtient que si 1'ordonnee minimum t de la premiere colonne est telle
que 1 ^ i ^ *yl , et la deuxieme colonne a longueur m - j avec 0<: j <: k, alors la deuxieme
colonne peut assumer un certain nombre de positions lie a, j. Pour chacune de ces positions on a

-85-



qu'il existe oc^ ' polyominos covexes qui satisfont un couple (V', H') avec V' e N"-1, J7'   N"
et v, = m- j. Par consequent on deduit que :

a&)^"^<!l:"!rl )^
".' ~ 6<^k } ^ ui-h \'

L=a

ou:

a = 0, 6==j, pour 0 <:j <, i- I,
a=0, 6 = t, pour i ^ j ^k-i,

a=j-k+i, b=i, pour k-i+1 ̂ j ^k.

QS^. maxA^. ^i^t~l}\-e'« - o<j"<X'-i 1 ̂  UJ'hJ "fc'' f"
A. ==a

Du lemme 3.4 on obtient:

Rappelons que:

et en plus on a:

v(") -
a'k,6 = 1»

^'=1.

(1)

(2)

(3)

Maintenant on montre que a^,) <, (^). En utilisant les equations (1), (2) on a :

ui'^, <mg(-, {I-l+a!".>. °&~"}.
Mais d'apres (3) on obtient a(, ",) == lets; A;> 1 par recurrence sur Jb on a :

a&>^^x-, il -'+0'). ai~.-"}=max{(0. °&-1}.
En procedant de la meme fa^on, et en utilisant Ie lemme 3. 4 et 1'hypothese de recurrence Q^) ̂  ({)
avec j < fc on obtient : ----. ---^, ^ v,,

.
(»-!)

Q'k\ '' ^ max

et par consequent :

"'fc.'l ^ max

Done par recurrence on a :

Procedant d'une maniere analogue on obtient :

Qk'{ <: max

. j(;).. a-}.
-{(:).-}.
{G)-a^s(0.

a;^(i). (4)
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^

pour 0<, j<k-let0<, h^i-\. Majntenant on montre : a^",) $ (^).
On deduit d'apres (1) et (4) :

ain) < max
'1» - t (0' E (0+a!:> .X. (0+^>^"1-

<>=0 \ / h=0 \ / h=, -k+l
, 0$j$. -l '^J$fc-' A:-«+Kj<Jfc

D'apres (3) on a Q\^' = 1. Done on suppose a^' <, (^) pour i<j < k- I. Par consequent :

^^{ t (JJ, E (;), E (;)-»&^_W, ^ . W -^. YA
. 0^<'-1 '^3<k-< k-t+\<j<k

.
("-I)

d'ou:

a^) < mix {(:). 4r'}.
En procedant de la meme faqon, et en utilisant Ie lemme 3.4 et 1'hypothese de recurrencc a^ < (^)
avec j < k on obtient:

f^
a£-"Sm^i(^), ofc-2>

et finalement par recurrence on a:

(")
Qje'.'i' ^ max ^}-(^

D

D'apres Ie theoreme 3.6 on obtient Ie resultat suivant:

Corollaire 3. 7 5'oien( n, m 6 N. Ac(n, m) <, 2/l-l, ou h = min{n, m].

Preuve. Le nombre de polyominos qui satisfont un couple (V, H) avec V   N", 7/ e Nr" et

vi = m- k avec O^A;^ m- 1 est ^ o^"), done d'apres Ie theoreme 3. 6 on obtient:
t=0 "'"

JL /-, JL
.
(")^<-Z(;}-2

«=0 t=0

Mais O^k^m-let ainsi : Ac(n, m) ^ 2m-l. Procedant d'une maniere analogue on obtient:
Ac(n, m) < 2n-l, et par consequent Ie corollaire. D

Nous considerons un exemple ou Ac(n, m) = 2h~l.
Exeniple 2.
Soient V = (1, 2, 2, 2, 2, 1), H = (3, 5, 2). Les polyominos de la fig. 12 satisfont (V, H) en C. Du
corollaire 3.7 on aAc(3, 6) < 4, done A<:(3, 6) = 4.
En utilisant la proposition 3. 1 e Ie corollcure 3. 7 on deduit:

Theoreme 3. 8 Soient n, m e N. Le nombre Ac(n, m), c'est-a-dire Ie nombre Ie plus grand de
polyominos convexes gui satisfont un couple (V, H), avec Ye N" e(Zf   Nm, est tel que:

2t^J ̂ Ac(n, m)^2/l-1,
oil h= mtn{n, m}.
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Figure 12: Polyominos convexes qui satisfont (V, H).

Remarque 3. Nous avons fait des essais avec 1'ordinateur (pour petites vaieurs de n et m) et en
considerant les resultats nous avons deduit que Ie nombre Ac(n, m) est tel que:

(i) si n = m (c'est-a-dire si Ie rectangle R qui contient les polyominos est un carre) alors
Ac(n, m)=2L^J
(ii) si n^> mou n<  m (c'est-a-dire si une dimension de R est beaucoup plus grande
que 1'autre) aJors Ac(n, m) = 2/>-I.

4 Une construction pour obtenir des polyominos convexes qui
satisfont un meme couple de vecteurs

On considere Ie polyomino convexe Pi de la figure 13, ou la region A appartient a. Pi et la region B
n'appartient pas a Pi. Soil P[ Ie polyomino obtenu en eliminant de Pi la region A et en remplissant
avec des cellules les cases marquees B. Les polyominos convexes Pi et P-^ satisfont la meme couple
(Vi, If i). Soil , '2 un autre polyomino ayant la meme structure de Pi et soit Q Ie polyomino convexe

B \

B

B

B

Figure 13: Polyomino P{

obtenu en unissant les polyomino PI et Pt de la fa^on illustree par la figure 14. Les cellules marquees
" + " sont ajoutees pour conserver la convexite de Q. Si on deforme P'2 dans la meme fa^on que P]
(c est-a-dire en eliminant la region C et en remplissant avec des.cellules la region Z?), on obtient un
polyomino P^ qui satisfait Ie meme couple de vecteurs de P^. Dans 1c polyomino Q on peut deformer
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HAJ
-I

LA
[-^T

CA]
- - -1

B '

Pi

Figure 14: Polyomino convexe Q

^-

PI et PZ independament 1'un de 1'autre et par consequent on obtient 4 polyominos convcxes ayant
Ie meme couple (Vy, H-t). Plus en general si 1'on utilise t" polyominos convexes P], Psr.., Pf ayant
la meme structure on peut construire 2* polyominos convexes qui satisfont Ie meme couple (V,, II,).
Remarque 4. En utilisant cette construction on peut obtenir les polyominos neccssaires pour
demontrer la proposition 3.2. Par exemple Ie polyomino P de la figure 3 est obtcnu en unissant k
polyominos convexes et done on a 2k polyominos convexes qui satisfont (Vfc, //fc).
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