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Resuine

Nous donnons une nouvelle preuve bijective pour 1'enumeration de certains chemins dans Ie
plan et dans 1'espace a trois dimensions. On deduit de ce travail des algorithmes lineaires de
generation aleatoire et uniforme des chemins etudies.

Abstract

We give a new bijective proof for the enumeration of some paths in bidimensioaal and
tridimensional lattices. This work provides linear-time algorithms for generating these paths
uniformly at random.

1 Introduction

Nous etudions dans cet article certaines classes de chemins du plan ou de 1 espace a trois dimensions.
Dans Ie plan notamment, il s'agit de chemins composes de quatre types de pzis : Nord, Sud, Est et
Quest, et particularises par des contraintes supplementaires.

D existe de nombreux travaux concernant 1 enumeration de chemins du plan ou de 1 espace,
parfois en liaison avec des problemes lies a la physique statistique (voir par exemple [4, 9]). Certains
auteurs se sont interesses a des preuves bijectives de ces resultats. Ainsi, Cori, Dulucq et Viennot
[2] ont resolu Ie difficile probleme de 1'enumeration des chemins fermes et contenus dans Ie premier
quadrant du plan par des methodes bijectives. Ces chemins, lies aux permutations de Baxter, sont
comptes par Ie produit de deux nombres de Catalan consecutifs.

Un travail comparable a ete realise concernant les chemins dans 1'octant (2; ^y ^ 0)et dont
1'extremite terminale se situe sur 1'axe des abscisses. Gouyou-Beauchamps [6], en les mettant en
correspondance avec des couples de mots de Dyck (ou mots de parentheses), a prouve que Ie nombre
de tels chemins de longueur fbcee est un produit de deux nombres de Catalan.

Plus recemment, Guy, Krattenthaler et Sagan [7] ont etudie un grand nombre de types de
chemins du plan, et donne des preuves bijectives pour 1 enumeration de la plupart d'entre eux.

Le present article a pour but principal 1'utilisation de preuves bijectives d'enumeration de che-
mins, pour la conception d'algorithmes efficaces de generation aleatoire de ces ob jets. Nous etudions
principalement une variete de chemins dans Ie plan, les chemins du premier quadrant, ainsi que leur
generalisation dans 1'espace a, trois dimensions. Guy, Krattenthaler et Sagan [7] donnent une preuve
bijective pour leur enumeration, en tant que cas particulier d'une classe plus generale de chemins.
La preuve que nous donnons id est difFerente, et, contrajrement a la precedente, permet de conce-
voir un algorithme lineaire de generation aleatoire uniforme de chemins du premier quadrant. La
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Figure 1: Un chemin de hauteur terminale -2, associe au mot xxxxxxxxxxxx.

preuve et 1'algorithme se generalisent aisement en dimension trois, pour 1'enumeration des chemlns
du premier octant en reseau cubique centre.

La section qui suit est consacree a quelques definitions et proprietes que nous utiliserons dans la
demonstration de notre resultat principal. Nous y rappelons notamment la notion de decomposition
de Catalan d'un mot, due a Chottin et Cori [I], et definissons les chemins du premier quadrant. En
section 3 nous presentons la preuve de la formule d'enumeration des chemins du premier quadrant,
ainsi que leur generalisation en dimension trois. La section 4 est consacree a, I'application de cette
preuve a la generation aleatoire et uniforme de chemins.

2 Definitions et proprietes preliminaires

2. 1 Langages et decomposltion de Catalan

Soit 1'alphabet X = {x, x}. A tout mot de X", on peut associer un chemin du plan de la fa^on
suivante : a une lettre x correspond un pas Nord-Est, a une lettre x correspond un pas Sud-Est
(figure 1). La hauteur terminate d'un tel chemin (ou du mot associe) est la difference entre Ie nombre
de pas Nord-Est et Ie nombre de pas Sud-Est du chemin. Si x est un mot de X', nous noterons
S(w) sa hauteur terminale.

Parmi les langages sur 1'alphabet X, certains sont bien connus. Ainsi, Ie langage de Dyck D^
estl'ensemble des mots de X* de hauteur terminale nulle, et dont tous les facteurs gauches sont
de hauteur terminale positive ou nulle :

D^={we x* ^(w) =0et w = uv=^ ̂ (u) ̂  0}.

Le nombre de mots de Dyck de longueur n est Ie celebre nombre de Catalan, Cn = -,^(2^). Le
langage F^ des facteurs gauches de Dyck est 1'ensemble des mots satisfaisant la secondedes deux
proprietes precedentes :

^r = {W£ X* : W=UV=> S(u) > Q}.

On connaJt bien Ie nombre de facteurs gauches de Dyck de longueur n, egal a (^n,^).
Remarquons que les deux definitions precedentes s'interpretent particuUerement bien en termes

de chemins composes de pas Nord-Est et Sud-Est : aux mots de F^ correspondent les chemins
qui ne traversent jamais 1'axe des abscisses. Les chemins associes aux mots de Dx presentent la
particularity supplementaire de se terminer sur 1'axe des abscisses.
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Figure 2: Decomposition de Catalan et bijection y? sur un chemin.
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Nous utiliserons dans la preuve de notre resultat principal Ie theoreme suivant, du a Chottin et
Cori [1] :

Theoreme 2.1 II existe une bijection y entre les facteurs gauches de Dyck de longueur n et les
mots de X* de longueur n

. et de hauteur terminate 0 si n est pair,

. et de hauteur terminate 1 si n est impair.

La preuve de ce resultat repose sur la decomposition de Catalan des mots de X*, ainsi definie
par Chottin et Cori : tout mot w 6 X* se decompose de fagon unique en

W = UQXU-iXU-i . . . XU, XUi+-[ . . . XUj^-iXUj

ou uo, ui, .. .Uj sont des mots de Dyck (eventuellement vides). Soit w 6 ^r un facteur gauche de
Dyck de longueur paire. Remarquons que sa decomposition de Catalan s'ecrit necessairement

W = UQXU-iXU'iX . . . XU-ik-lXU-ik

ou k est un entier positifou nul. On peat construit alors Ie mot

V(w) = UQXUlXU^X . . . XUkXUk+lX ... XU-ik-\XU-ik

qui est de hauteur terminale nulle, en transformant en x les k premieres lettres 2; de la decompo-
sition. On montre aisement que if est une bijection entre les facteurs gauches de Dyck de longueur
paire et les mots de X* de meme longueur et de hauteur terminale nulle, parfois appeles mots
du Grand Dyck. On definit de meme la bijection entre les facteurs gauches de Dyck de longueur
impaire et les mots de X* de meme longueur et de hauteur terminale 1. Tout facteur gauche de
Dyck de longueur impaire presente la decomposition de Catalan smvante :

w = Uoa;uia;u22;.. . XU'ik-lXU-ikXU'ik+l

ou k est un entier positifou nul. Alors

(^(w) = UQXUiXu2x . ..XUkXUk+lX ...XU'ik-lXU'ikXU'ik+l-

La figure 2 presente la decomposition de Catalan d'un chemin facteur gauche de Dyck et son image
par la bijection ip.
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2. 2 Chemins NSEO, chemins du premier quadrant et melanges de mots
Un chemin NSEO est un chemin du plan debutant a 1'origine et comportant quatre types de pas
unitaires : Nord, Sud, Est et Quest, que nous noterons respectivement N, S, E et 0. Nous serons
amenes a, utiliser Ie resultat sulvant, etabli dans [7] :

Theoreme 2. 2 II existe une bijection entre les chemins NSEO de longueur n allant de I'origine
au point (c, d), e( les couples de mots de X* de longueur n et de hauteurs terminates respectives
c+ d et c - d.

La preuve est basee sur la correspondance suivante :

N

s

E

0

(a;, a;)
(5, £)
{x, x)
(x, x).

Un chemin du premier quadrant est un chemin NSEO entierement situe dans la premier quadrant
du plan. En d'autres termes, un tel chemin ne traverse ni 1'axe des abscisses ni 1'axe des ordonnees.

Les chemins NSEO sent naturellement codes par des mots melanges ("shuffles") de mots de
X' et de V* = {y, y}. Rappelons a ce propos les definitions du melange de deux mots ou de de
langages, telle que donnees dans [8]. Soit A un alphabet, u et v deux mots de A*. Le melange de u
et v est Ie langage defini par

ULUZ; = {w : W = UiViU-iV-i...UnVn,

n ^ 0, u;, v, G A , u = UiUz ... Un, V = l»it;2 ... Vn}.

Si £1 et L-i sont deux langages, alors leur melange, note LI^LI, est 1'union des melanges de chacun
des mots de £1 avec chacun des mots de Zz-

Le codage d'un chemin NSEO est ainsi defini : aux pas E, 0, N, S on associe respectivement les
lettres x, x, y, y. Les chemins du premier quadrant satisfont a la propriete suivante, qui se deduit
immediatement de la definition du codage.

Propriete 2. 3 Les chemins du premier quadrant de longueur n sont en bijection avec les mots de
longueur n du langage Fxi^Fy.

Dans cette propriete, Fy represente Ie langage des facteurs gauches de Dyck sur 1'alphabet Y,
defini de fa^on similaire a, Fx (section 2. 1).

3 Enumeration de chemins

3. 1 Chemins du premier quadrant du plan

Theoreme 3. 1 II existe une bijection entre les chemins du premier quadrant de longueur n, et les
couples de facteurs gauches de Dyck de longueurs respectives n e( n + 1.

Preuve. Considerons un chemin du premier quadrant de longueur n, et w Ie mot de FjX^Fy qui lui
est associe (propriete 2. 3). Soient u et v les uniques mots, respectivement de Fj: et Fy, tels que

w G ULUV. Soient u   X* et v/ G V* les mots associes respectivement a u et v par la bijection y
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du theoreme 2. 1 (on etend naturellement la notion de hauteur terminale et la bijection y? aux mots
de V). Considerons maintenant 1'unique mot w1 e U'LLW/ tel que les lettres de u' apparaissent dans

w' aux memes occurences que les lettres de u dans w. Nous examinerons plusieurs cas, selon que
1'entier n est pair ou non.

Si n est pair, supposons tout d abord que u et v sont de longueur paire. Alors les mots u' et v'
sont tous deux de hauteur nuUe (theoreme 2.1). Le mot w' code alors un chemin NSEO finissant
a, 1'origine. D'apres Ie theoreme 2.2, on peut associer a w' un unique couple (/, ff) de mots de X",
tous deux de longueur n et de hauteur termlnale nulle. Soit gf Ie mot obtenu en ajoutant une lettre
x au mot g. Alors (/, ff ) est un couple de mots associe bijectivement aw : /est de longueur n et de
hauteur terminale nulle, et g' est de longueur n + 1, de hauteur terminale 1, et finit par une lettre
2;.

Supposons maintenant que u et i; sont de longueur impaire. Alors la hauteur terminale de u'
et v' est egale a 1 d'apres Ie theoreme 2.1. Au mot w' correspond alors un chemin NSEO dont
1'extremite terminale se trouve au point de coordonnees (1, 1). Le theoreme 2.2 nous permet alors
d'associer a w un couple (/, ff) de mots de X* de longueur n et de hauteurs terminales respectives
0 et 2. Soit g Ie mot obtenu en ajoutant une lettre x au mot g. Alors (,, 5 ) est un couple de mots
associe bijectivement a, w : /est de longueur n et de hauteur terminale nulle, et g est de longueur
n + 1, de hauteur terminale 1, et finit par une lettre x.

On deduit des deux cas qui precedent qu a tout chemin du premier quadrant de longueur n
paire est associe bijectivement un couple de mots de X* de longueurs respectives net n+1 et de
hauteurs termlnales respectives 0 et 1. Le theoreme 2. 1 nous permet alors d'affirmer qu'il existe
une bijection entre les chemins du premier quadrant de longueur n paire et les couples de mots
facteurs gauches de Dyck de longueurs respectives n et n+ 1.

Si n est impair, alors les longueurs de u et v sont de parites differentes. Considerons Ie cas ou
u est de longueur paire, tandis que v est de longueur impaire. Alors la hauteur terminale de u'
est nulle, tandis que celle de v' est egale a 1. En consequence, Ie chemin correspondant au mot
w' se termine au point de coordonnees (0, 1). Done Ie couple de mots (/, ff) de mots associe a w'
(theoreme 2.2) est tel que la hauteur terminale de / est egale a 1, et celle de 5 est -1. En ajoutant
une lettre x a 5, on obtient un mot g de longueur n+ 1 et de hauteur terminale nulle.

Le cas ou u est de longueur impaire et v de longueur paire se traite de fa^on similaire. On
montre alors qu'a w est associe un couple (/, ?'), de fagon que / est un mot de longueur n et de
hauteur terminale 1, tandis que g' est de longueur n + 1, de hauteur terminale nulle et se termine
par une lettre x.

Comme precedemment, on deduit de ces deux derniers cas et du theoreme 2. 1 qu'il existe une
bijection entre les chemins du premier quadrant de longueur n impaire et les couples de mots
facteurs gauches de Dyck de longueurs respectives n et n+ 1. D

On deduit bien evidemment du theoreme precedent que Ie nombre de chemins du premier
quadrant de longueur n est (^2j) (L(n^i/2j)-

3. 2 Chemins du premier octant de I'espace

Le resultat precedent se generalise facilement dans 1'espace a trois dimensions, en reseau cubique
centre. Ce reseau autorise huit types de pzis, comme indique en figure 3. Leur projection sur un
plan horizontal comporte les quatre type de pas N, S, E, 0. Dans 1'espace, a, chacun de ces pas
est associee une direction verticale, montante ou descendante. Les chemins sur ce reseau sont codes
par des mots sur 1'alphabet Z = {'E^Xm^s. ^miV^VmiVs. iym}- Les lettres z, x, y et y codent
respectivement les pas E, 0, N et S. Chacune de ces lettres est indicee par d ou m, selon que Ie
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Figure 3: Les huit pas autorises en reseau cubique centre.

pas est descendant ou montant. Un chemin du premier octant est un chemin dont tous les pas sont
contenus dans 1'octant (2; > 0, y > 0, 2-> 0). On montre alors aisement la proposition suivante.

Proposition 3. 2 Les chemins du premier octant de longueur n sont en bijection avec les triples
de mots facteurs gauches de Dyck, de longueurs respectives n, n e( 71 + 1.

D en decoule que Ie nombre de chemins du premier octant de longueur n est (in'?2l)2(irnlt?/9i)-

4 Application a la generation aleatoire

Etant donne un ensemble E d'objets combinatoires et un entier n, Ie probleme de la generation
aleatoire et uniforme est Ie suivant : il s'agit de tirer un objet de taille n de facon equiprobable
parmi tous les ob jets de taille n dans E. II existe principalement deux methodes generales pour
resoudre ce type de probleme. La methode recursive [5, 10] peut etre utilisee lorsque 1'on connait une
interpretation constructive d'une relation de recurrence permettant de compter les objets consideres.
Dans d'autres cas, on utilise parfois une methode de rejet, consistant a tirer des objets dans un
surensemble de 1 ensemble considere, jusqu'a obtention d'un objet convenable. Le point faible de
ce dernier type de methode reside dans Ie fait que sa complexite n'est pas bornee; cependant, on
obtient parfois une tres bonne complexite en moyenne. La methode recursive, par contre, donne
des algorithmes deterministes, done de complexite bornee.

Dans Ie cas des chemins du premier quadrant, il existe une methode de rejet pour engendrer des
chemins aleatoires en temps moyen lineaire [3]. Cependant, on ne connaTt pas de methode recursive
efficace. La preuve du theoreme 3. 1 fournit un algorithme deterministe de complexite lineaire pour
resoudre Ie probleme. Supposons par exemple que n est pair. U s'agit tout d'abord d'engendrer
un couple de mots (f, gf) de X*, 1'un de longueur n et hauteur terminale 0, 1'autre de longueur
n-}-1 et hauteur terminate 1. Chacun de ces mots peut etre engendre a, 1'aide d'un algorithme tres
classique de tirage aleatoire et uniforme d'une partie a [n/2j elements dans 1'ensemble {1, 2,.. . n}
[10]; les entiers tires correspondent aux occurrences des lettres x dans Ie mot. Soit g Ie mot obtenu
en otant la derniere lettre de g . Par la correspondance du theoreme 2.2, on associe au couple (/, ff)
un chemin NSEO, code naturellement par un mot w' 6 X*ujy. Soient u' £ X* et v' G V* les deux
mots composant w , et u et v les mots de Fj : et Fy qui leur sont respectivement associes par la

bijection y-l (theoreme 2. 1). Alors 1'unique mot w G uuw tel que les lettres de u apparaissent dans
w aux memes occurences que celles de u dans w' codent un chemin du premier quadrant. Celui-ci

-est bien engendre de fagon equiprobable, en raison de 1'uniformite du tirage du couple de mots
(. fi S)-, et de la correspondance bijective entre ce couple et Ie chemin obtenu. Toutes les operations
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precedentes peuvent bien sur etre effectuees en temps et place memoire Uneaires. La procedure
de generation d'un chemin de longueur impaire se deduit tout aussi aisement de la preuve du
theoreme 3. 1. L'algorithme se generalise naturellement aux chemins du premier octant en reseau
cubique centre, a 1'aide de la proposition 3. 2.
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