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Résumé

Nous donnons une nouvelle preuve bijective pour I’énumération de certains chemins dans le
plan et dans l’espace a trois dimensions. On déduit de ce travail des algorithmes linéaires de
génération aléatoire et uniforme des chemins étudiés.

Abstract
We give a new bijective proof for the enumeration of some paths in bidimensional and
tridimensional lattices. This work provides linear-time algorithms for generating these paths
uniformly at random.

1 Introduction

Nous étudions dans cet article certaines classes de chemins du plan ou de I’espace a trois dimensions.
Dans le plan notamment, il s’agit de chemins composés de quatre types de pas : Nord, Sud, Est et
Ouest, et particularisés par des contraintes supplémentaires.

Il existe de nombreux travaux concernant 1’énumération de chemins du plan ou de 1’espace,
parfois en liaison avec des problémes liés & la physique statistique (voir par exemple [4, 9]). Certains
auteurs se sont intéressés a des preuves bijectives de ces résultats. Ainsi, Cori, Dulucq et Viennot
[2] ont résolu le difficile probléme de ’énumération des chemins fermés et contenus dans le premier
quadrant du plan par des méthodes bijectives. Ces chemins, liés aux permutations de Baxter, sont
comptés par le produit de deux nombres de Catalan consécutifs.

Un travail comparable a été réalisé concernant les chemins dans I'octant (z > y > 0) et dont
Pextrémité terminale se situe sur 1’axe des abscisses. Gouyou-Beauchamps [6], en les mettant en
correspondance avec des couples de mots de Dyck (ou mots de parenthéses), a prouvé que le nombre
de tels chemins de longueur fixée est un produit de deux nombres de Catalan.

Plus récemment, Guy, Krattenthaler et Sagan [7] ont étudié un grand nombre de types de
chemins du plan, et donné des preuves bijectives pour ’énumération de la plupart d’entre eux.

Le présent article a pour but principal I'utilisation de preuves bijectives d’énumération de che-
mins, pour la conception d’algorithmes efficaces de génération aléatoire de ces objets. Nous étudions
principalement une variété de chemins dans le plan, les chemins du premier quadrant, ainsi que leur
généralisation dans l’espace a trois dimensions. Guy, Krattenthaler et Sagan [7] donnent une preuve
bijective pour leur énumération, en tant que cas particulier d’une classe plus générale de chemins.
La preuve que nous donnons ici est différente, et, contrairement a la précédente, permet de conce-
voir un algorithme linéaire de génération aléatoire uniforme de chemins du premier quadrant. La
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Figure 1: Un chemin de hauteur terminale —2, associé au mot zz2Z2ZZZ7 223,

preuve et I’algorithme se généralisent aisément en dimension trois, pour 1’énumération des chemins
du premier octant en réseau cubique centré.

La section qui suit est consacrée & quelques définitions et propriétés que nous utiliserons dans la
démonstration de notre résultat principal. Nous y rappelons notamment la notion de décomposition
de Catalan d’un mot, due & Chottin et Cori [1], et définissons les chemins du premier quadrant. En
section 3, nous présentons la preuve de la formule d’énumération des chemins du premier quadrant,
ainsi que leur généralisation en dimension trois. La section 4 est consacrée & ’application de cette
preuve a la génération aléatoire et uniforme de chemins.

2 Définitions et propriétés préliminaires

2.1 Langages et décomposition de Catalan

Soit I'alphabet X = {z,z}. A tout mot de X*, on peut associer un chemin du plan de la fagon
suivante : a une lettre z correspond un pas Nord-Est, & une lettre # correspond un pas Sud-Est
(figure 1). La hauteur terminale d’un tel chemin (ou du mot associé) est la différence entre le nombre
de pas Nord-Est et le nombre de pas Sud-Est du chemin. Si z est un mot de X", nous noterons
6(w) sa hauteur terminale.

Parmi les langages sur ’alphabet X, certains sont bien connus. Ainsi, le langage de Dyck D,
est ’ensemble des mots de X* de hauteur terminale nulle, et dont tous les facteurs gauches sont
de hauteur terminale positive ou nulle :

Dy ={we X" : §(w)=0et w=uv=éu)>0}.

Le nombre de mots de Dyck de longueur n est le célebre nombre de Catalan, C, = nl?(?) Le
langage F; des facteurs gauches de Dyck est ’ensemble des mots satisfaisant la seconde des deux
propriétés précédentes :

Fp={weX" : w=uv= §(u)>0}.

On connait bien le nombre de facteurs gauches de Dyck de longueur n, égal & ([n721)'

Remarquons que les deux définitions précédentes s’interprétent particulierement bien en termes
de chemins composés de pas Nord-Est et Sud-Est : aux mots de F; correspondent les chemins
qui ne traversent jamais I’axe des abscisses. Les chemins associés aux mots de D, présentent la
particularité supplémentaire de se terminer sur I’axe des abscisses.
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Figure 2: Décomposition de Catalan et bijection ¢ sur un chemin.

Nous utiliserons dans la preuve de notre résultat principal le théoréme suivant, di & Chottin et
Cori [1] :

Théoréme 2.1 Il eziste une bijection ¢ entre les facteurs gauches de Dyck de longueur n et les
mots de X* de longueur n

e et de hauteur terminale 0 si n est pair,

e et de hauteur terminale 1 si n est impair.

La preuve de ce résultat repose sur la décomposition de Catalan des mots de X *, ainsi définie
par Chottin et Cori : tout mot w € X* se décompose de fagon unique en

W = UZTUITUL ... TUTUi4) ... TU;_12U;

ol ug, Ui, ...u; sont des mots de Dyck (éventuellement vides). Soit w € F; un facteur gauche de
Dyck de longueur paire. Remarquons que sa décomposition de Catalan s’écrit nécessairement

W= UTUITUQT ... TUQk-1T UL

ol k est un entier positif ou nul. On peut construit alors le mot
p(w) = UpTuITULT ... TULTUK41T - . . TULK—1 T Uk
qui est de hauteur terminale nulle, en transformant en Z les k premieres lettres z de la décompo-
sition. On montre aisément que ¢ est une bijection entre les facteurs gauches de Dyck de longueur
paire et les mots de X* de méme longueur et de hauteur terminale nulle, parfois appelés mots
du Grand Dyck. On définit de méme la bijection entre les facteurs gauches de Dyck de longueur
impaire et les mots de X* de méme longueur et de hauteur terminale 1. Tout facteur gauche de
Dyck de longueur impaire présente la décomposition de Catalan suivante :
W = UgTUITU2T ... TUQk—]1 TUET Uk +1

ol k est un entier positif ou nul. Alors

<p(w) = UTUITUZT .. . TURTUk41T .. . TUQk—1 TUQKT U2k 41 -

La figure 2 présente la décomposition de Catalan d’un chemin facteur gauche de Dyck et son image
par la bijection .
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2.2 Chemins NSEO, chemins du premier quadrant et mélanges de mots

Un chemin NSEO est un chemin du plan débutant 3 l'origine et comportant quatre types de pas
unitaires : Nord, Sud, Est et Ouest, que nous noterons respectivement N, S, E et O. Nous serons
amenés a utiliser le résultat suivant, établi dans [7] :

Théoréme 2.2 Il eziste une bijection entre les chemins NSEO de longueur n allant de Porigine
au point (c,d), et les couples de mots de X* de longueur n et de hauteurs terminales respectives
c+detc—d.

La preuve est basée sur la correspondance suivante :

N - (z,2)
S — (f,i)
E - (:z:,:l_:)
0O — (z,2).

Un chemin du premier quadrant est un chemin NSEO entiérement situé dans la premier quadrant
du plan. En d’autres termes, un tel chemin ne traverse ni I’axe des abscisses ni I’axe des ordonnées.

Les chemins NSEO sont naturellement codés par des mots mélanges (“shuffies”) de mots de
X* et de Y™ = {y,7}. Rappelons & ce propos les définitions du mélange de deux mots ou de de
langages, telle que données dans [8]. Soit A un alphabet, u et v deux mots de A*. Le mélange de u
et v est le langage défini par '

ww = {w : W= uviUVy ... UpVy,
n2>0, u;,v; € A%, u=Ujuz...Up, ¥V =V102...0,}.
Si Ly et L, sont deux langages, alors leur mélange, noté LywLy, est I'union des mélanges de chacun
des mots de L; avec chacun des mots de L.
Le codage d’un chemin NSEO est ainsi défini : aux pas E, O, N, S on associe respectivement les

lettres z, 7, y, §. Les chemins du premier quadrant satisfont & la propriété suivante, qui se déduit
immédiatement de la définition du codage.

Propriété 2.3 Les chemins du premier quadrant de longueur n sont en bijection avec les mots de
longueur n du langage FrwF,.

Dans cette propriété, Fy, représente le langage des facteurs gauches de Dyck sur 1’alphabet Y,
défini de fagon similaire & F, (section 2.1).

3 Enumération de chemins

3.1 Chemins du premier quadrant du plan

Théoréeme 3.1 Il existe une bijection entre les chemins du premier quadrant de longueur n, et les
couples de facteurs gauches de Dyck de longueurs respectives n et n + 1.

Preuve. Considérons un chemin du premier quadrant de longueur n, et w le mot de FowFy qui lui
est associé (propriété 2.3). Soient u et v les uniques mots, respectivement de F, et F,, tels que
w € uuw. Soient u' € X* et v/ € Y* les mots associés respectivement & u et v par la bijection ¢
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du théoréme 2.1 (on étend naturellement la notion de hauteur terminale et la bijection ¢ aux mots
de Y*). Considérons maintenant I’unique mot w’ € u'un’ tel que les lettres de u’ apparaissent dans
w’ aux mémes occurences que les lettres de u dans w. Nous examinerons plusieurs cas, selon que
I’entier n est pair ou non. '

Si n est pair, supposons tout d’abord que u et v sont de longueur paire. Alors les mots u’ et v’
sont tous deux de hauteur nulle (théoréme 2.1). Le mot w’ code alors un chemin NSEO finissant
a l'origine. D’aprés le théoréme 2.2, on peut associer & w’ un unique couple (f,g) de mots de X,
tous deux de longueur n et de hauteur terminale nulle. Soit g’ le mot obtenu en ajoutant une lettre
z au mot g. Alors (f, g’) est un couple de mots associé bijectivement & w : f est de longueur n et de
hauteur terminale nulle, et g’ est de longueur n + 1, de hauteur terminale 1, et finit par une lettre
.

Supposons maintenant que u et v sont de longueur impaire. Alors la hauteur terminale de v’
et v’ est égale & 1 d’aprés le théoréme 2.1. Au mot w’ correspond alors un chemin NSEO dont
Pextrémité terminale se trouve au point de coordonnées (1,1). Le théoréme 2.2 nous permet alors
d’associer & w’ un couple (f, g) de mots de X* de longueur n et de hauteurs terminales respectives
0 et 2. Soit g’ le mot obtenu en ajoutant une lettre Z au mot g. Alors (f, g’) est un couple de mots
associé bijectivement a w : f est de longueur n et de hauteur terminale nulle, et ¢’ est de longueur
n 4+ 1, de hauteur terminale 1, et finit par une lettre z.

On déduit des deux cas qui précedent qu’a tout chemin du premier quadrant de longueur n
paire est associé bijectivement un couple de mots de X* de longueurs respectives n et n + 1 et de
hauteurs terminales respectives 0 et 1. Le théoreme 2.1 nous permet alors d’affirmer qu’il existe
une bijection entre les chemins du premier quadrant de longueur n paire et les couples de mots
facteurs gauches de Dyck de longueurs respectives n et n + 1.

Si n est impair, alors les longueurs de u et v sont de parités différentes. Considérons le cas ot
u est de longueur paire, tandis que v est de longueur impaire. Alors la hauteur terminale de '
est nulle, tandis que celle de v’ est égale & 1. En conséquence, le chemin correspondant au mot
w’ se termine au point de coordonnées (0,1). Donc le couple de mots (f,g) de mots associé a w’
(théoréme 2.2) est tel que la hauteur terminale de f est égale & 1, et celle de g est —1. En ajoutant
une lettre z & g, on obtient un mot ¢’ de longueur n + 1 et de hauteur terminale nulle.

Le cas ou u est de longueur impaire et v de longueur paire se traite de fagon similaire. On
montre alors qu’a w est associé un couple (f,g’), de fagon que f est un mot de longueur n et de
hauteur terminale 1, tandis que g’ est de longueur n + 1, de hauteur terminale nulle et se termine
par une lettre Z.

Comme précédemment, on déduit de ces deux derniers cas et du théoréme 2.1 qu’il existe une
bijection entre les chemins du premier quadrant de longueur n impaire et les couples de mots
facteurs gauches de Dyck de longueurs respectives n et n + 1. O

On déduit bien évidemment du théoreme précédent que le nombre de chemins du premier
quadrant de longueur n est (lﬂ72J) (l("it;/QJ)'

3.2 Chemins du premier octant de I’espace

Le résultat précédent se généralise facilement dans I’espace & trois dimensions, en réseau cubique
centré. Ce réseau autorise huit types de pas, comme indiqué en figure 3. Leur projection sur un
plan horizontal comporte les quatre type de pas N, S, E, O. Dans ’espace, & chacun de ces pas
est associée une direction verticale, montante ou descendante. Les chemins sur ce réseau sont codés
par des mots sur l’alphabet Z = {z4,Zm,Zd,Zm, Yd> Ym,Jd, Im }- Les lettres z, Z, y et § codent
respectivement les pas E, O, N et S. Chacune de ces lettres est indicée par d ou m, selon que le
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Figure 3: Les huit pas autorisés en réseau cubique centré.

pas est descendant ou montant. Un chemin du premier octant est un chemin dont tous les pas sont
contenus dans ’octant (z > 0,y > 0,z > 0). On montre alors aisément la proposition suivante.

Proposition 3.2 Les chemins du premier octant de longueur n sont en bijection avec les triplés
de mots facteurs gauches de Dyck, de longueurs respectives n, n et n + 1.

Il en découle que le nombre de chemins du premier octant de longueur n est (Ln'bj)z(t(n’r;; /2

4 Application a la génération aléatoire

Etant donné un ensemble E d’objets combinatoires et un entier n, le probléme de la génération
aléatoire et uniforme est le suivant : il s’agit de tirer un objet de taille n de facon équiprobable
parmi tous les objets de taille n dans E. Il existe principalement deux méthodes générales pour
résoudre ce type de probleme. La méthode récursive [5, 10] peut étre utilisée lorsque I’on connait une
interprétation constructive d’une relation de récurrence permettant de compter les ob jets considérés.
Dans d’autres cas, on utilise parfois une méthode de rejet, consistant & tirer des objets dans un
surensemble de I’ensemble considéré, jusqu’a obtention d’un objet convenable. Le point faible de
ce dernier type de méthode réside dans le fait que sa complexité n’est pas bornée; cependant, on
obtient parfois une trés bonne complexité en moyenne. La méthode récursive, par contre, donne
des algorithmes déterministes, donc de complexité bornée.

Dans le cas des chemins du premier quadrant, il existe une méthode de rejet pour engendrer des
chemins aléatoires en temps moyen linéaire [3]. Cependant, on ne connait pas de méthode récursive
efficace. La preuve du théoréme 3.1 fournit un algorithme déterministe de complexité linéaire pour
résoudre le probléme. Supposons par exemple que n est pair. I s’agit tout d’abord d’engendrer
un couple de mots (f,g’) de X*, I’'un de longueur n et hauteur terminale 0, ’autre de longueur
n+ 1 et hauteur terminale 1. Chacun de ces mots peut étre engendré i ’aide d’un algorithme trés
classique de tirage aléatoire et uniforme d’une partie & |n/2| éléments dans 1’ensemble {1,2,...n}
[10]; les entiers tirés correspondent aux occurrences des lettres Z dans le mot. Soit g le mot obtenu
en 6tant la derniere lettre de g'. Par la correspondance du théoréme 2.2, on associe au couple (£, g)
un chemin NSEO, codé naturellement par un mot w’ € X*wY ™. Soient v’ € X* et v’ € Y* les deux
mots composant w’, et u et v les mots de Fy et F, qui leur sont respectivement associés par la
bijection ¢! (théoréme 2.1). Alors I'unique mot w € uww tel que les lettres de u apparaissent dans
w aux mémes occurences que celles de v’ dans w’ codent un chemin du premier quadrant. Celui-ci
-est bien engendré de fagon équiprobable, en raison de I'uniformité du tirage du couple de mots
(f,9), et de la correspondance bijective entre ce couple et le chemin obtenu. Toutes les opérations
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précédentes peuvent bien siir &tre effectuées en temps et place mémoire linéaires. La procédure
de génération d’un chemin de longueur impaire se déduit tout aussi aisément de la preuve du
théoréme 3.1. L’algorithme se généralise naturellement aux chemins du premier octant en réseau
cubique centré, a 1’aide de la proposition 3.2. -
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