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Nous proposons dans cet article une formule d enumeration pour les polyominos convexes diriges
selon les parametres largeur, hauteur, aire et nombre de coins. Nous obtenons aiiisi une unifi-
cation des formules des sous-familles de polyominos con vexes duiges (diagrammes de Ferrers,
polyominos tas, parallelogrammes et convexes diriges). Pour chacune d'entreelles, notre formule
generate fournit une fonction generatrice incluant la plupart des resultats connus jusqu'alors.

Abstract

We give an enumerating formula for convex directed polyominoes according to their width,
height, area and number of corners. Hence, we propose a unifying formula for a set of sub-
families of convex directed polyominoes (Ferrers diagrams, stack, parallelogram and convex
directed polyominoes). Most of the known results on each of these sub-families may be deduced
from the formula by a proper specialization.

1 Introduction

Les polyominos sont des ob jets connus et etudies depuis longtemps en combinatoire. Ds intervien-
nent egalement dans 1'etude de certains modeles de physique statistique sous une forme equivalente,
les animaux [10], [17].

aire : 22
largeur : 7
hauteur : 6

perimetre de lien : 36
perimetre de site : 21

^

Figure 1: Un polyomino.

Considerons Ie plan IR x fft. Une cellule elementaire est un carre umtaire du plan. Un polyomino
est une union finie de cellules elementaires, d'interieur connexe et definie a translation pres. On
definit plusieurs parametres relatifs a un polyomino. L'ai're est Ie nombre de cellules elementaires
qui Ie composent, la largeur (resp. /tau(eur) est Ie nombre de colonnes (resp. lignes) du polyomino,
Ie perimetre de lien est Ie nombre de segments unitaires de son pourtour et Ie perimetre de site
Ie nombre de cellules elementaires adjacentes au mains par un segment a son pourtour (voir figure 1).
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Etablir une fonnule exacte pour I'enumeration de polyominos dans Ie cas general reste a 1'heure
actuelle un probleme ouvert. En revanche, de nombreux resultats ont ete demontres concernant
1'enumeration de certaines classes particulieres de polyominos, voir par exemple les articles [3], [13],
[20]. On trouvera des articles de synthese dans [5], [16] et [25]. La plupart de ces dasses se defuussent
a 1'aide de contraintes de convexite et de direction de croissance. Un polyomino est verticalement
(resp. horizontalement) convexe si son mtersection avec chaque Ugne verticale (resp. horizontale)
est convexe. On dit qu'un polyomino est convexe s'U est a la fois verticalement et horizontalement
convexe. Un polyomino est dirige si chacune de ses ceUules peut etre atteinte a partir d'une cellide
distinguee, la racine, par un chemin forme de pas Nord et Est.

On s'interesse id a 1'enumeration des polyominos couvexes diriges et de leurs trois sous-fanulles
classiques : les diagrammes de Ferrers, les polyominos parallelogrammes et les polyominos tas.
Comme Ie montre la figure 2, chacune des sous-familles peut etre caracterisee, dans 1'ensemble des
polyominos convexes, par Ie fait que deux ou trois des sommets du rectangle mimmal qui contient
Ie polyomino appartient au polyomino lui-meme. De plus, un polyomino convexe est dlrige si et
seiilement s'il contient Ie sommet sud-ouest du rectangle mmimal Ie contenant.

Diagraiiunc de Ferrcra Polyoniino paralKIogranune PolyoBaino las Polyonuno convcxc dirige

Figure 2: Les polyominos convexes diriges.

Concernant les resultats classiques sur les diagrammes de Ferrers, on pourra se reporter a An-
drews [I], et pour les polyominos tas a Wright [26], par exemple. Les polyominos parallelogrammes
ont etc enumeres selon les perimetres de site et de lien par Delest, Gouyou-Beauchamps et Vau-
queUn [8]. Leur enumeration selon 1'aire a etc etudiee par Gessel [15], Polya [21], et leur fonction
generatrice exprimee par Klarneret Rivest [18], puis Delest et Fedou [7] ov.t rattache cette fonction
generatrice selon la largeur et 1'aire au rapport de deux ^-analogues de fonctions de Bessel Jo et
Jl, resultat etendu par Bousquet-Melou et Viennot [4] en ajoutant Ie parametre hauteur. Lin et
Chang [20] ont montre un resultat etonnamment simple : Ie nombre de polyominos convexes di-
riges de perimetre 2n + 4 est egal au coefficient binomial (^). Plus recemment, Bousquet-Melou
et Viennot [4] out enumere les polyominos convexes diriges selon la hauteur, la largeur et 1'aire
simultanement.

Parmi les methodes d'enumeration mises en oeuvre, la methodologie de Schiitzenberger [22, 23]
a ete abondament utilisee. Son principe consiste a, etablir une bijection entre les objets que 1'on
cherche a. enumerer et les mots d'un langage algebrique geaere par une grammajre non ambigue. On
en deduit un systeme d'equations algebriques satisfait par la serie generatrice des ob jets etudies.
Les articles [8] et [9] presentent des exemples d'utilisation de cette methode.
Lorsqu on analyse Ie principe de la methode de Schiitzenberger, on remarque que Ie plus important
ne reside pas dans la bijection entre les ob jets et les mots, mais plutot dans la decomposition des
ob jets qu'elle induit, voir par exemple [6]. D'ou 1'idee de deduire (iirectement 1'equation fonction-
neUe verifiee par la serie generatrice a partir d'une description visuetle, recursive des objets. Ceci
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fait 1'objet d'un travail en cours sur les "grammaires d'objets" (Dutour-Fedou [12]) qui tend a.
formaliser des "equations d'objets", telle celle presentee figure 3.
En utilisant une decomposition en colonnes des polyommos verticalement couvexes. Bousauet-
Melou [2] a obtenu recemment de nouveaux resultats dans Ie domaine de 1'enumeration de classes
de polyominos verticalement convexes. Elle donne dans [2] une resolution systematique des q-
equations associees.

Dans Ie cas des polyominos parallelogrammes, Delest, Gouyou-Beauchamps et Vauquelin [8] out
remarqu^ que Ie perimetre de site s'exprime simplement en fonction du perimetre de lien en in-
troduisant un parametre supplementaire, Ie nombre de coins. Duberaard, dans [II], a propose une
caract^ristation de la fonction generatrice de ces polyominos selon la largeur, 1'aire et Ie nombre de
coins sur Ie chemin gauche. En generalisant la notion de coin, la relation entre perimetre de site et
perimetre de lien s'etend naturellement a, la dasse des polyominos convexes diriges toute entiere.
Le perimetre de site d'un polyomino convexe dirige est egal a la difference entre son perimetre de
lien et son nombre total de coins.

Un polyomino coavexe dirige peut contemr trois differents types de coins :
A

0

. type I: double pas Est-Nord sur Ie chemin gauche allant de 0 a A,

. type II: double pas Nord-Est sur Ie diemin droit aJlant de 0 a B,

. type III: double pas Sud-Est sur Ie chemin allant de A a B.

On peat noter que les diagrammes de Ferrers ne possedent que des coins de type II, les polyominos
tas que des coins de type II et III, et les polyominos parallelogrammes que des coins de type let II.

La section 2 donne une rapide presentation de la methode due a Bousquet-Melou [2] sur la resolution
de certaines g-equations appliquee a, 1'enumeration des polyominos verticalement convexes. Dans
la section 3, nous appliquons cette technique pour calculer explicitement la foaction generatrice
des polyominos convexes diriges selon la largeur, la hauteur, 1'aire, Ie nombre de coins de type Z, Ie
nombre de coins de type II et Ie nombre de coins de (ype /77(theoreme 3. 1). Enfin, dans la section
4, nous d^duisons de ce theoreme central la fonction generatrice (selon les memes parametres) des
difF^rentes sous-familles de polyominos convexes diriges, ainsi que celle selon 1'aire et Ie perimetre
de site.

^

2 Description de la methode utilisee

L'idee de base de la methode rejoint Ie cadre des "grammaires d'objets" developpe par Dutour et
Fedou [12]. Ds formalisent des descriptions visueUes recursives d'objets a partir d'objets de base
et d'op^rations sur les objets. Les equations fonctionneUes verifiees par les series enumeratrices se
d^duisent alors automatiquement lorsque les decompositions sont non ambigues. L'equation pre-
sent^e figure 3 est un exemple representatif de cette methode.
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Un polyomino verticalement convexe peut etre defuu recursivement en "collant une colonne" de-
vant un autre polyomino verticalement convexe. Cette decomposition en coloimes est classique
en physique statistique et connue sous Ie nom de "methodologie de Temperiey" [24]. Dans [2],
Bousquet-Melou utilise cette description des polyominos verticalement convexes grace a laquelle
elle obtient des equations fonctioimelles qui ont la meme forme quelle que soit la classe de polyomi-
nos verticalement convexes etudiee. EUe prouve alors un lemme resolvant de fa.^on systematique ce
type de ̂ -equations.

Notations et definitions. Soient U = IR, [[5, f, a;, y, ci, C2, C3, g]] 1'algebre des series formeUes en les
variables s, t, x, y, ci, £3,  3, q a coefficients reels, et A une sous-algebre de U dont les series, et leurs
d^riv^es par rapport a s, convergent pour 5 = 1. Si X(5, t, a;, y, ci, C2, C3, g) est une serie de A, nous
la noterons souvent X(s). Sa derivee par rapport a, s sera notee 9X/9s(s).
Soit P un polyomino. Sa hauteur-gauche (resp. hauteur-droite) est la hauteur de sa colonne la plus
a gauche (resp. droite). On note :

. sa hauteur-gauche (resp. hauteur-droite) /(P) (resp. r(P)),

. Ie nombre de pas horizontaux (resp. verticaux) de son perimetre 2/i(P) (resp. 2u(P)),

. son aire a(P).

Si P est un polyomino convexe dirige, on note ni(P) (resp. n2(P), n3(P)) Ie nombre de coins de
type /(resp. II, IIF) dans P.

Soit P un ensemble de polyominos convexes diriges. Sa fonction generatrice est la serie formelle
suivante :

^ 5'(p) r(p)i/l(p)yu (p) ci"' (p) C2"2 (p) C3n3 (p) ga(p).
Pep

2. 1 Equation et resolution

Les differentes manieres de caller une colonne devant un polyomino pour en creer un de la meme
classe font que I'on obtient des equations affines exprimant X(s) en fonction de X(sq), X(l), et
9X/9s(l) (cf [2]). Etudiant seulement des polyominos diriges, nous ne rencontrerons pas ici de
d^rivee partielle; nous enon^ons done Ie lemme, demontre dans [2], qui donne la solution de telles
equations sous sa version simplifiee.

Lemme 2. 1 Soit X{s, t, x, y, c^ci, c^q) une serie formelle dans A. Supposons que :

X(s) = xe(s) + xf{s)X{l) + xg{s)X(sq),
ou e(s), f(s) et g(s) sont des series formelles donnees dans A. Alors

^(l)=-Em-
"~ l-F(l)'

ou

et

E(s) = ^ xn+lg(s)g{sq) . . . ff«-l)e«),L^
n>0

De plus :

F(s) = ^ xn+lg(s)g(sq). . . ff«-l)/«).
n>0

^^E(s)+E{l)F(s)-E(s)F(l)
l-F(l) -.
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2. 2 Application : les polyominos tas

On note S{s, t, z, y, ci, 03,  3, g) la fonction generatrice des polyommos tas. On differencie Ie cas des
polyominos tas de largeur 1 (reduit a une seule colonne) et Ie cas de ceux de largeur > 1. Claire-
ment, la serie enumeratrice des polyominos tas de largeur 1 est xstyq/{\ - styq). Les polyominos
tas de largeur > 1 sent obtenus en coUant ime colomie devant des polyommos tas de largeur > 1.

Notation : On suppose que Ie plan IR, x IR est rnuni d'un repere cartesien; alors on note h (resp. 6)
1'ordonnee du sommet (resp. de la base) de la premiere colonne du polyomino, et on note h' (resp.
b') 1'ordonnee du sommet (resp. de la base) de la nouvelle colonne que 1'on coUe devant Ie polyomino.

D y a quatre manieres differentes de coUer cette nouveUe coloime (figure 3) :

1. h coincide avec /i, et b' avec b,
alors aucun coin n'est cree,

2. h' coincide avec /i, et bf est strictement inferieur a 6,
alors seulement un coin de type IIest cree,

3. h' est strictement superieur a /i, et 6' coincide avec 6,
alors seulement un coin de type IIIest cree,

4. h' est strictement superieur a /t, et 6' est strictement inferieur a 6,
aJors a, la fois un coin de type II et un coin de type IIIsojit crees.

+

(D (2) (3)

Figure 3: Decomposition des polyominos tas.

+

(4)

^

Lemme 2. 2 5'o»( 5(^, (, a;, y, ci,  2, 03, 9) la fonction generatrice des polyominos tas. Alors

s^ - s ̂ -5f> ̂ (c' ̂ c')^^s<) ̂ -1^^-
n-1

Notation : soit a une indeterminee. Alors: (a)n = IJ(1 - °9 ).
«=0

En appUquant Ie lemme 2. 1, on obtient :

Lemme 2. 3 La fonction generatrice des polyominos tas 51(s, t, i, y, Ci, C2, C3, g) est donnee par

. 
X. V. C.. C.. C.. a) = stv V xnqn ((1 ~ C2)^)"-l((1 - C3)^)n-i

5(., ^, y, C,, C., C3, g)=^^- - '~(^3-:v^n7/""t/n-i.
Remarque : Cette formule fait apparajtre clairement Ie role symetrique de C2 et  3.
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3 Fonnule d'enumeration generale des polyouiinos convexes di-
nges

Soit Z)C'(5, t, a;, y, Ci, C2, C3, g) la fonction generatrice des polyominos convexes diriges. Pour leur
enumeration, on doit considerer trois cas differents :

cas 1 : les polyominos convexes diriges de largeur 1. H sont enumeres par xstyq/(l - styq).

cas 2 : les polyominos convexes diriges de largeur > 1 qul out Ie sommet de la premiere colonne
strictement plus haut que celui de la seconde colonne. Ce sont en fait des polyominos tas qui
sont obtenus en collant une nouvelle colonne devant des polyominos tas de largeur > 1 des
deux fa^ons suivantes (figure 4) :

1. h' est strictement superieur a /i, et b' coincide avec 6,
alors seulement un coin de type IIIest cree,

2. h' est strictement superieur a, A, et 6/ est strictement inferieur a 6,
alors a la fois un coin de type III et un coin de type IIsont crees.

(D (2)

Figure 4: Decomposition des polyominos convexes diriges de largeur > 1 (cas 2).

Leur serie generatrice est alors

-l^-,^^^, ^ = c,-^^'. ^, ),
ou S(s) est la fonction generatrice des polyominos tas donnee au lemme 2. 3.

cas 3 : les polyominos convexes diriges de largeur > 1 qui ont Ie sommet de la premiere colonne
plus bas que celui de la seconde colonne. Ds sont obtenus en collant une nouvelle colonne
dcvant des polyominos convexes diriges de largeur ^ 1 des quatre famous suivantes (figure 5) :

1. h' coincide avec A, et V avec 6,
alors aucun coin n'est cree,

2. h' est strictement inferieur a /i, et 6/ coincide avec 6,
alors seulement un coin de type Zest cree,

3. /i/ coincide avec /i, et b' est strictement inferieur a 6,
alors seulement un coin de type II est cree,

4. h' est strictement inferieur a /i, et b' est strictement inferieur a, 6,
alors a, la fois un coin de type I et un coin de type II sont crees.

-114-



^

^ ^ _:

(D (2) (3) (4)

Figure 5: Decomposition des polyominos convexes diriges de largeur > 1 (cas

Lemme 3. 1 La fonction generatrice DC{s, t, x, y, c\, c-i, c^q) des polyominos convexes diriges ve-
rifie {'equation fonctionnelle :

(s) = , xstvq + ^xsy^_z^wl
1 - styq

+ xDC{sq) + ci

l-S{sq)

I - sq

(1 - syq^

-^sqDC(l)-DC{sq))

+ CS^DC^+ c":2(l-^-w)(^c(l)--DC^»-
En appliquant Ie lemme 2. 1, on obient :

Th^orfeme 3. 1 La fonction generatrice DC{s, t, x, y, c^c^c^q) des polyominos convexes diriges
satisfait :

£>C'(l, (, a;, y, ci, C2, C3, g) = ty '-^-,

avec
n-1

xnqn ((1 - c^syq)n^[(l - ci - sqi)
J^s) =l-c,s^ --- ̂^ , ^\

n>l

et

ou

(sq)n(syq)n

M^}=. r. xnqn ^~c7)syq)n-1^1AS) = 3 ^ (^, n\i , U -^, nn\ Mn
n>l (syq)n-i(l - styqn)

n-1 m-1

H(l - ci - sqi) 
^ 

qm ((1 - C3)5ygm+l)^_i ]^(l-c, - sql)

Mn='"w. -, +C3-S- «=1

De plus,

(5g)m-i(sygm)n-r

^(., <, *,,, c,, c. c3,, ) = ty M'(1W1)-M-(, 1V»(3>+M-<1>.

4 Consequences

La formule d'enumeratiou calculee dans la section precedente (theoreme 3. 1) est la formule cen-
trale de cet article, et nous mettons id en avant ses prindpales consequences : une unification des
sous-familles de polyominos coavexes diriges, avec un raffinement des resultats connus, ainsi qu'un
corollaire interessant, leur enumeration seloa 1'aire et Ie perimetre de site simultanement.
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fi C3=0

.
c, =o

\lsJ

GI=O sC3=0 GI=O

& C3=0

Figure 6: Relation entre les fonctions generatrices des polyoininos convexes diriges.

La premiere consequence importante du theoreme 3. 1 est Ulustree par Ie schema de la figure 6.
Les fonctions generatrices des sous-fammes de polyominos convexes dlriges s'obtiennent toutes tres
simplement a partir du theoreme 3. 1; U suffit de remarquer que les polyominos parallelogrammes
n'ont pa^ de coin de type HI, les polyominos tas pas de coin de type I, et les diagrammes de Ferrers
pas de coin de type I m de type III.

Corollalre 4. 1 La fonction generatrice P(s, t, x, y, ci, c;, q) des polyominos parallelogrammes s'ob-
tient en remplaqant 03 par 0 dans la formule du theoreme 3. 1. Elle satisfait :

P(l, (, a;, y, ci, c2, g)=(y

avec

W)
^o(l)'

n-1

Jo{s) =l-cis^
n>l

^"((i-^^^iKi-ci-^)
«=1

(sq)n{syq)n
et

n-1

De plus,

^n((l-C2)^<7)n-in(l-Ci-^')
j^s) = s y - --, - «=l

^ (5g)n-i(5yg)n_i(l - 5<ygn)

P(., f,.,,, c,, c,,,)= <, ̂ W.W-WW.)+W}
Jo(l)

Remarque 1 : ParaUelement a nos travaux, Fedou et RouiUon [14] out calcule cette meme fonction
generatnce avec une methode differente basee sur une bijection entre des couples de chemins du
plan. La formule qu'Us obtienneat est differente de la notre, eUe fait intervenir a la fois q etl/q.
Remarque 2 : Les polyominos (v, \). bordes (ou polyominos parallelogrammes d franges) sont une
sous-classe des polyonunos paraUelogrammes introduite par Lalanne [19] qui a montre que leur
fonction generatrice selon 1'aire et la largeur s'exprime a 1'aide du rapport d'un q-analogue des
fonctions de Bessel ^, A et J^^. On peut, par la meme methode que les polyominos convexes
diriges a la section precedente, rafl5iier ce resultat en rajoutant les parametres hauteuret nombre de
coins^ La serie geaeratrice obtenue est, aquelques facteurs multipUcatifs pres, ceUe des polyominos
parallelogrammes ou x est change en xqx et y en yqv.
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Corollaire 4. 2 La fonction generatrice 5'(3, <, a;, y, C2, C3, g) dos polyominos tas s'obtient en rem-
plagant Ci par 0 dans la formule du theoreme 3. 1. Elle est donnee par :

xnqn ((1 - C2)5yg)^_i((l - c^syq\^
5(., t, x, y, C2, os, q) = sty ̂  - -' vv- (;^2"l^~^, ^r^n~i .

n>l ^yq)2^{l - styqn)

Corollaire 4. 3 La fonction generatrice DF(s, t, x^y, c^q) des diagrammes de Ferrers s'obtient en
remplagant Ci et £3 par 0 dans la formule du theoreme 3. 1. Elle est donnee par :

^'. -')S^E^fe^^.
n>l (^y?)n-i(l - styqn}

Toutes les fonctions generatrices que nous venons de voir sont un raffinement des resultats deja
connus sur les polyominos convexes diriges, et pour les retrouver, U suffit de remplacer ci, 02, C3
par 1 dans chacune de ces fonctions.

La deuxieme consequence importante du theoreme 3.1 est que 1'on peut deduire 1'enumeration
des sous-fanulles des polyominos convexes diriges selon 1'aire et Ie perimetre de site. En effet, Ie
perimetre de site d'un polyomino convexe dirige est egal a la difference entre son perimetre de lien
et son nombre total de coins. Ainsi, on a :

Corollaire 4.4 Soit X(s, t, x, y, ci,  2, Ca, q) la fonction generatrice d'une des classes de polyominos
convexes diriges. Alors la fonction generatrice selon I'aire et Ie perimetre de site Y(q, p) se deduit
de X par Ie simple changement de variables suivant:

s, t - >1 q - >q x, y - > p2 ci. cs. cs->p-1,
ou I'exposant de q compte I'aire et celui de p Ie perimetre de site.

^
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