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Abstract

L'origine de ce traveiil est I'enumeration des permutations triables par pile [9, 15, 16]. Ce
probleme, en particulier dans Ie cas de deux piles, fait apparaitre des objets classiques en combi-
natoire tels que permutations a motifs exclus, cartes planaires non separables [3, 4], et egalement
les tableaiix de Young standards lorsque 1'on s'interesse aux mouvements des piles.
Nous montrons ainsi que Ie nombre de tableaux de Young standards rectangulaires 3 x n n'ayant
pas deux entiers consecutifs sur la deuxieme ligae est Cn .Cn (ou Cn = (^^', n\ ) et clue ces memes
tableaux n'ayant pas deux eatiers consecutifs sur la meme ligne sont en correspondance avec les

..+I')Y. +I^Y»+I
permutations de Baxter et done au nombre de '. m/^i'\+/^+\'^+:l/ .

1 )-\ 3
Nous obtenons egalement plusieurs formules correspondant a 1'enumeration de ces ob jets suivant
divers parametres.

Abstract

The origin of this work is based on the enumeration of stack-sortable permutations [9, 15, 16].
The problem, particularly in case of two stacks, exhibits classical objects in combinatorics such as

permutations with forbidden subsequences, non separable planar maps [3, 4], and also standard
Young tableaux if we are interested in the movements of stacks.
So, we show that the number of 3 x n rectangular standard Young tableaux which avoid two

consecutive integers on second row is Cn. Cn (where Cn = ^n^^'n') anc^ there is a one-to-one
correspondence between the same tableaiuc which avoid two consecutive integers on the same

. »+lt ('"+>'( /. «+!
row and Baxter permutations which are enumerated by ^ ">/^^+/»/+\'^+:'/ .

1 )\ a
We also give formulas enumerating these objects according to various parameters.

1 Introduction

D.E. Knuth [9] s'est interesse aux permutations que 1'on peut trier par passage dans une pile. D
les a caracterisees en termes de permutations a motifs exclus (c'est a dire ne comportant pas de
sous-suite d'un certain type). En particulier, il a montre que seules les permutations ne comportant
pas Ie motif 231 (c'est a dire ne comportant pas de sous-suite de type 231) pouvaient etre triees par
passage dans une pile. Get ensemble, note 5'n(231), est parfois appele ensemble des permutations

de Catalan car enumere par les nombres Cn = ^^, ^j. De maniere generate, les permutations a
motifs exclus ont donne lieu a de nombreux travaux [12, 15, 7].

Dans Ie probleme du tri d'une permutation par passage dans une seule pile, on constate imme-
diatement que pour trier une permutation, la pile ne peut contenir a tout instant que des entiers
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allant en decroissant a partir du sommet de pile. Ainsi, dans un certain sens, la pile verifie une
condition dite "tour de Hano'f par reference au probleme du meme nom.

Parmi les generalisations possibles du probleme considere par D.E. Knuth, J. West [15, 16]
s'est int6ress6 ^, l'6numeration des permutations triables par deux passages consecutifs dans une
pile, celle-ci devant a tout instant obeir a la condition "tour de Hanoi'". D les caracterise en
termes de permutations a motifs exclus en montrant qu'elles correspondent aux permutations de
5n(2341, 35241) : permutations de taille n excluant les motifs 2341 et 3241, ce dernier etant toutefois
autoris^ lorsqu'il est lui-meme sous-suite du motif 35241 dans la permutation. J. West a egalement
conjecture que ces permutations sur n elements etaient au nombre de ^j. ?\^L\r

D. Zeilberger [18] a donne une preuve analytique de cette conjecture et plus recemment S. Du-
lucq, S. Gire, 0. Guibert et J. West [3, 4] en out donne une preuve combinatoire. Pour cela.
ils donnent une correspondance entre les permutations de 5'n(2341, 35241) et les cartes planaires
pointees non separables ayant n + 1 aretes, ce qui conduit au resultat puisque W. T. Tutte [13] a
montre que ces dernieres etaient au nombre de ^f3̂ +iY. - 

De Plus' les travaux [3, 4] donnent

diverses formules correspondant aux distributions de ces permutations de 5n(2341, 35241) suivant
plusieurs parametres (montees, minima).

Dans ce travail, nous nous interessons plus particulierement aux mouvements realises par les
piles lorsque 1'on essaie de trier une permutation. En particulier, dans Ie cas d'une seule pile, ses
mouvements peuvent etre codes par un mot d'un systeme de parentheses (ou mot de Dyck) et
1 enumeration de ces mots donne a nouveau les nombres de Catalan (en fait, il y a une correspon-
dance immediate entre ces mots et les permutations de 5'n(231)).

Dans Ie cas ou 1'on place k piles en serie (A ̂  1) pour trier une permutation de n elements, tous
les mouvements admissibles de ces piles (sans imposer de condition) sont en correspondance avec les
tableaux de Young standards [17] rectangulaires (fc+ 1) X n (c'est a dire de forme A = (n, n,.. ., n)
partition de {k + l). n).

Le fait d'imposer certaines restrictions sur les piles (par exemple qu'elles verifient une condition
de type "tour de HanoF) se traduit simplement par certaines restrictions sur ces tableaux de Young
standards.

Ici, nous nous plagons dans la situation ou 1'on dispose d'exactement deux piles (k = 2) et les
objets correspondant aux mouvements de ces piles sont les tableaux de Young standards rectangu-
laires de hauteur 3.

Nous montrons en particulier que Ie nombre de tableaux de Young standards rectangulaires
3 x ?? n'ayant pas deux entiers consecutifs sur la deuxieme ligne est Cn. Cn, Ie carre du neme nom-
bre de Catalan, resultat a rapprocher de ceux obtenus par D. Gouyou-Beau champs a propos de
1'enumeration de tableaux de Young standards de hauteur au plus 4 [8].

De plus, la restriction supplementaire consistant a interdire deux entiers consecutifs sur la meme
ligne de ces tableaux nous permet de les mettre en correspondance avec les permutations de Baxter

'n+l'| fn+l\ fn+1
[1, 11, 14] qui sont au nombre de E^=lo '' m/^im+/n'+\m+2/'.

Nous obtenons egalement divers raffinements de ces formules d'enumeration en considerant
certaines distributions de ces objets.

La premiere partie de cet article est consacree a, la definition des divers ob jets que nous con-
sid^rons (mots de piles, tableaux de Young standards arbres jumeaux) et a 1'enonce des resultats
obtenus. Dans la deuxieme partie, nous rappelons la notion de melange (ou shuffle) de mots de
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parentheses et la correspondance mise en evidence par R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [2] entre ces
mots et les couples d'arbres binaires d'une part, et les permutations de Baxter alternantes d'autre
part. Cette bijection sera Ie point de depart pour 1'obtention des resultats annonces precedem-
ment et que nous prouvons dans la troisieme partie. Enfin, dans la derniere partie, nous donnons
quelques raffinements des formules d'enumeration obtenues plus tot.

Les preuves des resultats seront donnees dans la version definitive [5].

2 Mots de piles

12...n ^^r ^

Pl

Figure 1: Mots de piles

Dans sa these [7], S. Gire considere un ensemble de k piles placees en serie et s'interesse aux
mouvements des piles lorsque 1'on fait passer la permutation identite C = 12... n au travers de
ces k piles. Les mots du langage Yw = {/ C {1, 2,.. ., A + 1}* : Vi G [l;fc], V/ = /7//, |//|, >
l/lf+i;Vz e [i;k+ i], |/|, = n} codent exactement tous les mouvements de k piles lorsque C les
traverse (voir la figure 1). Ce langage Y^ ' code aussi tous les tableaux de Young standards [17]
rectangulaires de hauteur A+ 1 et de longueur n. On deduit de la formule des equerres [6] que
|yw|=((^+i). n)!n^o^7y.

Lorsque k = 1 (une seule pile), les mots de Y^ ' sont exactement les mots de parentheses.
Les notations et les resultats (classiques) que nous considerons par la suite sont les suivants.

. Le langage Pz^ sur 1'alphabet {z^} (correspondant a, Y^o) est Ie langage des mots des
systemes de parentheses bien formees (ou mots de Dyck).

. An designe 1'ensemble des arbres binaires complets ayant 2n + 1 sommets dont n + 1 feuilles.

. La bijection entre un mot de P;,? et un arbre binaire complet a est definie par Ie codage
suivant :

code(a) = si a est 1 sommet

z code(sous-arbre-gauche{a)) ~z code(sous-arbre^droit(a)) sinon

^_

. Le nombre d'arbres binsdres complets ayant 2n + 1 sommets est donne par Ie nemc nombre
de Catalan Cn =

. A = {1, 2, 3} designe 1'alphabet des mots associes a deux piles.

. v = {/e^* :v/= /////, l//li > l/'lz ^ |//|3;|/|i = 1/J2 = |/|3) est Ie langage des mots

codant les mouvements de piles et correspond aux tableaux de Young standards rectangulaires
de hauteur 3.
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. Yn = YW = {/ey : |/|= 3n}.

Faisant suite aux travaiix de S. Gire [7], nous considerons difFerentes restrictions sur ce langage
Vn, restrictions correspondant a 1'extension de la condition "tour de Hanoi"" imposee aux piles Iprs
du tri d'une permutation. En effet, cette condition se traduit par, non plus considerer Ie langage
V^, mais Ie langage Hn = Yn\{f = f'2g2f" :geY}.

Conjecture 1 [7] \Hn\ = ^^y,

S. Gire [7] a egalement conjecture les deux resultats suivants que nous demontrons dans cet
article.

Theoreme 1 Le nombre de mots du langage Cn = Yn\{A*22A*} codant des tableaux de Young
standards rectangulaires de hauteur 3 et de longueur n n'ayant pas deux entiers consecutifs sur la
deuxieme ligne est

|C'n| = Cn. Cn

Theoreme 2 Le nombre de mots du langage Bn = Yn\{A"llA*, A*22A*, A*33A*} codant des
tableaux de Young standards rectangulaires de hauteur 3 et de longueur n n'ayant pas deux entiers
consecutifs sur la meme ligne est

n-1 fn+l\ yn+ll fn+l\
m /. Vm+l''"v. m+2/

'"I - ^^ fn+l\ yn+ll
m=0 V 1 /. '. 2

La preuve du theoreme 2 va nous amener a considerer une famille de couples d'arbres binaires
complets particuliers : les arbres jumeaux.

0 1

0101 01

Figure 2: Deux arbres jumeaux

Definition 1
L ensemble des arbres jumeaux >/n C An X An est I'ensemble

Jn = {(ai, G2) : "1, 02 £ An e( 0(code(ai)) = Oc(code(a2))}
oil Q est I'application surjective de P^-; dans {0, 1}* definie par

0(2-^W;4-2^;+3 . . . W2n) = 0(zW(+2)Q(w;+2W(+3) . . . Q(w2n-lW2n)
avec Q{zz) = Q{zz) = e (Ie mot vide), Q{zz) = 0, 6(??) = 1

et Qc est identique a Q modulo I'echange des lettres 0 e( 1.
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Remarquons que I'application 0 consiste en 1'etiquetage des feuiUes gauches (respectivement
droites) d'un arbre binalre complet par la lettre 0 (respectivement 1) excepte les deux feuilles
extremes, et que deux arbres sontjumeaux si et seulement si leurs etiquetages sont complementaires.

Exemple 1 La figure 2 montre deux arbres jumeaux appartenant d Jy.
Q(zzz'zzzzzzTzzzz') = Qc(zzzzzzzzzzzzz'z) = 100101.

En effet,

Une consequence du theoreme 2 sera la suivante.

CoroIIaire 1 Le nombre d'arbres jumeaux de Jn est |Jn| =

3 Melange de inots de parentheses

r"+l'>Y"+lVf"+1
Y^n-1 1. m ^. 'i. m+l^-^m+2
Z^m=0 ("rl )-("r)

^_

Avant de prouver les theoremes 1 et 2 et Ie corollaire 1, nous rappelons quelques definitions et
resultats sur les permutations de Baxter et sur les melanges de mots de parentheses.

Definition 2 Une permutation TT de Sn est une permutation de Baxter si et seulement si, pour
tout p, l <;p <n, TT se factorise de maniere unique sous la forme TT =-!T' p TT< TT> p+1 TC" ou
7T = 7T/ p+1 TT> TT< p IT" telle qU C tOUtCS leS lettres de T< (respectivement TT>) sont inferieures a, p

(respectivement superieures a p+ 1).
On note Baxtern I'ensemble de ces permutations de Sn-

On peut remarquer que les deiix plus petites permutations qui ne sont pas des permutations
de Baxter sont 2413 et 3142. L'ensemble des permutations de Baxter peut s'exprimer en termes de
motifs exclus [7] et 1'on a Baxtern = 5'n(25314, 41352).

F. R. K. Chung, R. L. Graham, V.E. Hoggatt et M. Kleiman [1] ont demontre analytiquement
fn+lVf"+'V('"+1

que Ie nombre de permutations de Baxter de taille n est bn = \Baxtern\ = Y^^o v m/^im+/n'+\m+2/ .
I M, 2

X. Viennot [14] en a donne par la suite une preuve combinatoire dans laquelle il obtient la distri-
bution de ces permutations selon Ie nombre de montees (terme m de la somme), resultat egalement
prouve analytiquement par C.L. Mallows [11].

La correspondance entre permutations (alternantes) et arbres binaires (complets) croissants
nous sera utile par la suite. Nous la rappelons brievement.

a6c(u) =< abc{v), x, abc(w) > ou u = vxw, x = min{u; :u = UiU2 . - -Up}-

Cette construction est bijective ; il suffit de Ure la projection en ordre infixe de 1'etiquetage des
sommets de 1'arbre binaire croissant pour obtenir la permutation.

Definissons maintenant quelques autres objets.

. Baxter-in = {^ 6 Baxter-in : Vt e [l, n], 7r(2i- 1) < v(2i} > 7r(2z + 1)} est 1'ensemble des
permutations de Baxter alternantes.

. Mgn = {a   Pa. aLU P(, J; |a| = 27i;Va = a'ba", \a'\a > ja'ls-} est Ie langage produit de melange
(ou shuffle) de deux langages de parentheses.

R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot out etabli [2] une bijection, que nous noterons T, entre Ie
langage Mzn melangeant deux langages de parentheses, 1'ensemble Baxter'in des permutations de
Baxter alternantes, et 1'ensemble de tous les couples d'arbres binaires complets ayant chacun 2n+ 1
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sommets. Ainsi, ces trois famiUes d'objets sont enumerees par Cn. Cn, carre du neme nombre de
Catalan.

La^remiere etape, notee Ti, met en correspondance un mot a de Af2n et une permutation TT
de Baxter^. Partant de 1'arbre binaire complet reduit a, trois sommets, c'est a dire deux feuilles
libres et un sommet interne etiquete 1, on applique sequentiellement les operateurs correspondant
aux lettres 0:2, Q'3, . .., o'2n du mot a. Ces operateurs sont les suivants :

operateur a : etiqueter la feuille gauche libre la plus a droite et lui ajouter deux aretes
op^rateur 6 : etiqueter la feuille droite libre la plus a. gauche et lui ajouter deux aretes
operateur b : etiqueter la feuiUe gauche libre la plus a droite
operateur a : etiqueter la feuiUe droite libre la plus a gauche

Finalement on obtient un arbre binaire complet croissant dont la projection infixe est la permutation
TT de Baxter ̂n.

La deuxieme etape, notee Tz, consiste a prendre respectivement les arbres binaires croissant
a6c(?T) et decroissant abd(v) correspondant a TT et a oublier leurs etiquettes.

aaaababbab

47563 10 8912

Figure 3: La bijection T

Exemple 2 La figure 3 montre la bijection 1 entre Ie mot aaaababbab de Mio, la permutation
4. 7. 5. 6. 3. 10. 8. 9. 1. 2 de Baxterio et un couple d'arbres binaires complets ayant chacun 11 sommets.
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4 Enumeration de certains niots de piles

4. 1 Tableaux standards n'ayant pas deux entiers consecutifs sur la deuxieme
ligne

La preuve du theoreme 1 repose sur Ie resultat suivant.

Lemme 1 Le morphisme $ defini par

avec <,

$(<z) = 1
$(6) = 21
^(a) = 23
$(6) = 3

est une bijection entre M-^n et Cn (I'ensemble des mots de piles sans facteur 22).

^ : M2n
a = Q'iO'2- . . 0-ln

Cn
/=$(ai)$(Q2)---^2n)

Preuve. On constate immediatement que $ est une application de Msn dans Cn et que sa
reciproque est clairement definie, 1'ensemble {1, 21, 23, 3} etant un code prefbce.
D reste maintenant a s'assurer que les conditions imposees aa et a / sont les memes.

|a| = 2n, \a\a = \a\^ \a\i, = \a\j; <^> |/|i = |/|2 = l/b = "
puisque |Q;|a + |o:|i> = n, |o;|i, + IQ'IO- = ", |o'|a' + \a\^ = n

Va = a'a", \a'\a > \a% et \a^ ^ \a^ ^=^ V/ = /'/", |//|i ̂  |//|2 ̂  \f'\3
ou encore |a'|a + |a/|& ̂  |a'k+ |o'/|fc > |Q/|a+ |a/lfc

Va = a'ba", |a/|» > \a'^ <=^ V/ = //2ir, [//|i > |//|2
car Ie facteur 21 impose qu'il y ait un excedent stricte de 1 a sa gauche. D

Exemple 3 Les mots aaaababbab de Mio et 123112123321233 de  5 sont en bijection par $.

4. 2 Tableaux standards n'ayant pas deux entiers consecutifs sur une meme ligne

La preuve du theoreme 2 se fait en deux etapes. La premiere consiste a considerer Ielangage Bn
comme sous-ensemble du langage Cn et a caracteriser les ob jets obtenus lorsqu'on lui applique les
bijections $ et T : ainsi apparaissent les arbres jumeaux. La seconde a pour but de mettre en
correspondance ces arbres jumeaux et les permutations de Baxter.

Lemme 2 Le morphisme $ est une bijection entre Bn (ensemble des mots de piles sans facteur
11, 22, 33^ et M-in = {a 6 M-in '. \a\aa = |o!|ba =_IQ Ifl6 = lo!l6 6 

= 0} ^e tan9a9e des mots melanges de

deux mots de parentheses sans facteur aa, ba, ab, bb.

Definition 3 L'ensemble Baxter-in est I'ensemble des permutations de Baxter alternantes verifiant
pour tout p, 1 <: p < 2n, si v = v',p-}-\. v> .v< .p.v" alors 7T> = e <?==>
(v> et TT< sont soit tous deux vides, soit tous deux non vides).

7T<=C

Lemme 3 La bijection T met en correspondance Ie langage M^n, I'ensemble des permutations
Baxter-in et I'ensemble des arbres jumeaux Jn-

Exemple 4 La figure 4 presente la correspondance ̂  entre Ie mot 123121321213131232323 de
Bj, Ie mot aaabbbbbabaaaa de Afi4, la permutation 11. 12. 3. 5. 4. 10. 9. 13. 6. 8. 7. 14. 1. 2 de Baxter^
obtenue par Ti et les arbres jumeaux appartenant d J-r (dejd consideres dans I'exemple 1) obtenus
par TS.

^
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123121321213131232323

t
aaabbbbbaba a^a-a-

I
11 12354 109 13687 14 1 2

I

Figure 4: Restrictions sur les bijections $ et T

Considerons 1'ensemble Jn des arbres jumeaux efFeuiUes obtenus par suppression de toutes les
feuilles des arbres jumeaux de Jn, processus clairement bijectif [9].
Lemme 4 J/ ea;!s(e une bijection ^ entre les permutations appartenant a BaxteTn et les arbres
jumeaux de Jn.
9 : Baxter^ - ^ J^

7T I-> (01, 02)

L'application $ et son inverse peu vent etre definies de la fagon suivante.
. ^ consiste, pour une permutation TT appartenant a Baxtern, a construire ses arbres binaires

croissant et decroissant. Les deux arbres binaires (01, 03) sont respectivement ces deux arbres
depouilles de 1'etiquetage de leurs sommets.

. L'application inverse $-1 peut etre decrite par 1'algorithme suivant operant sur un couple
d'arbres jumeaux effeuilles (01, 02) ayant n sommets.
Pour k variant de n a, 1, on repete Ie processus suivant :

considerant 1'ordre infixe sur les sommets de ai et 02, soit i 1'ordre de la racine de a^
etiquetons k la i me feuille / de ai
si / est une feuiUe gauche
alors soit s Ie dernier sommet de la branche gauche du sous arbre droit de a^ ;

grefFer Ie sous arbre gauche de 03 sur Ie sommet s
sinon soit s Ie dernier sommet de la branche droite du sous arbre gauche de 03 ;

greffer Ie sous arbre droit de a; sur Ie sommet s
supprimer la racine de 03
supprimer la feuille / de ai
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Au cours de cet algorithme, un etiquetage croissant des sommets de ai est realise ; la permu-
tation ir est obtenue en projetant en ordre infixe cet etiquetage.

4236571

Figure 5: La bijection 'S

Exemple 5 La figure 5 presente la bijection 9 entre la permutation 4. 2. 5. 6. 5. 7. 1 de Baxterj, ses
arbres binaires croissant et decroissant, et les arbres jumeaux de Jr (correspondant aux arbres de
I'exemple 1).

^

5 Raffinement des resultats

Les formules d'enumeration des theoremes 1 et 2 peuvent en fait etre precisees en considerant
certaines distributions des objets mis en jeu.

5. 1 Tableaux standards n'ayant pas deux entiers consecutifs sur la deuxieme
ligne

Soit An, k 1'ensemble des arbres binaires complets ayant 2n + 1 sommets (n + 1 feuilles) et k feuilles
gauches, c'est a, dire 1'ensemble des mots de Pz-z de longueur 2n et ayant k facteurs zz.
D est bien connu [10] que |An. fc| = ^©(^1).

On en deduit, en precisant la bijection $, la distribution suivante donnant Ie nombre de tableaux
de Young standards ne comportant pas deux entiers consecutifs sur la deuxieme ligne et ayant i
entiers consecutifs (fc, A; + 1) sur les lignes 2 et 3 et j entiers consecutifs sur les lignes 1 et 2.

Corollaire 2
|{/ C'n: |/|23 =i, |/|l2=j}|
|{a 6 Mzn : |cr|3- = t, JQ'la fc + iQ'jti + |Q;|a3 + |Q;|i3 = J}\

= |{(wi, w2) e P.;,? x P^ : |wi| = [wzl = 2n; |u?i|3? +1=1, |w2|,? = j}\
= ^)(. ^)QO^).
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5. 2 Tableaux standards n'ayant pas deux entiers consecutlfs sur une meme ligne

Certains parametres etant conserves par les bijections $, T et ̂ , nous obtenons les deux resultats
suivants. Le premier donne la distribution des tableaux de Young standards ne comportant pas
d'entiers consecutifs sur la meme Ugne et ayant m entiers consecutifs (k, k + 1) sur les lignes 1 et
3. Le second provient des travaux de C.L. Mallows [11] sur les permutations de Baxter, objets sur
lesquels il ne donne que 1'interpretation du parametre m.

/n+lY/'n+lV/'n+l
Corollaire 3 |{/   ̂  .- |/|i3 = m}| = ^ m^?^\^2}.

1 ^-^ 2

Corollaire 4

|{TT G BaxteTn ayant m montees, g maxima a gauche, d maxima a droite }|
= I {(ai, as) ̂ . Jn : a-i am feuilles droites, g et d aretes sur sa branche resp. gauche et droite

n+l\ g.d
^m+l/ n. (n+l'
'n+1^ p. d ffn-g-l^fn-d-1^ _ f n-g-1 \ fn-d-l^
<m+l-/n.(n+l) ̂ n-m-2/V. m-1 / - Vn-m-1-'V m /J-
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