Mots de Piles, Tableaux Standards et Permutations de Baxter

S. Dulucq et O. Guibert*

LaBRI, Université Bordeaux I
URA CNRS 1304
351, cours de la Libération, 33405 Talence cédex France

Abstract

L’origine de ce travail est I’énumération des permutations triables par pile [9, 15, 16]. Ce
probléme, en particulier dans le cas de deux piles, fait apparaitre des objets classiques en combi-
natoire tels que permutations & motifs exclus, cartes planaires non séparables [3, 4], et également
les tableaux de Young standards lorsque I’on s’intéresse aux mouvements des piles.

Nous montrons ainsi que le nombre de tableaux de Young standards rectangulaires 3 x n n’ayant

: o at : X 2n)! -
pas deux entiers consécutifs sur la deuxiéme ligne est c,.c, (0l ¢ = z,—l&—'gm) et que ces mémes

tableaux n’ayant pas deux entiers consécutifs sur la méme ligne sont en correspondance avec les
ndl n+l n4l
‘\m<41/ " \m+432

permutations de Baxter et donc au nombre de ARt

1 2
Nous obtenons également plusieurs formules correspondant a I’énumération de ces objets suivant
divers parametres.

Abstract

The origin of this work is based on the enumeration of stack-sortable permutations [9, 15, 16].
The problem, particularly in case of two stacks, exhibits classical objects in combinatorics such as
permutations with forbidden subsequences, non separable planar maps [3, 4], and also standard
Young tableaux if we are interested in the movements of stacks.

So, we show that the number of 3 x n rectangular standard Young tableaux which avoid two
consecutive integers on second row is cp.c, (Where ¢, = G(f—'l'g%) and there is a one-to-one
correspondence between the same tableaux which avoid two consecutive integers on the same

n4l ntl nt1
row and Baxter permutations which are enumerated by L"Tg?ﬁ%'%)
1 =N, 3

We also give formulas enumerating these objects according to various parameters.

1 Introduction

D.E. Knuth [9] s’est intéressé aux permutations que 1’on peut trier par passage dans une pile. Il
les a caractérisées en termes de permutations & motifs exclus (c’est a dire ne comportant pas de
sous-suite d’un certain type). En particulier, il a montré que seules les permutations ne comportant
pas le motif 231 (c’est & dire ne comportant pas de sous-suite de type 231) pouvaient étre triées par
passage dans une pile. Cet ensemble, noté S,(231), est parfois appelé ensemble des permutations
de Catalan car énuméré par les nombres ¢, = G(f—;‘;% De maniére générale, les permutations a
motifs exclus ont donné lieu & de nombreux travaux [12, 15, 7).

Dans le probléme du tri d’une permutation par passage dans une seule pile, on constate immeé-
diatement que pour trier une permutation, la pile ne peut contenir a tout instant que des entiers
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allant en décroissant a partir du sommet de pile. Ainsi, dans un certain sens, la pile vérifie une
condition dite "tour de Hanoi” par référence au probléme du méme nom.

Parmi les généralisations possibles du probleme considéré par D.E. Knuth, J. West (15, 16]
s’est intéressé a 1’énumération des permutations triables par deux passages consécutifs dans une
pile, celle-ci devant & tout instant obéir & la condition ”"tour de Hanoi”. 1l les caractérise en
termes de permutations & motifs exclus en montrant qu’elles correspondent aux permutations de
Sn(2341,35241) : permutations de taille n excluant les motifs 2341 et 3241, ce dernier étant toutefois
autorisé lorsqu’il est lui-méme sous-suite du motif 35241 dans la permutation. J. West a également
conjecturé que ces permutations sur n éléments étaient au nombre de Zn_ﬁ)i'%r)t;-_l?

D. Zeilberger [18] a donné une preuve analytique de cette conjecture et plus récemment S. Du-
lucq, S. Gire, O. Guibert et J. West [3, 4] en ont donné une preuve combinatoire. Pour cela,
ils donnent une correspondance entre les permutations de 5n(2341,35241) et les cartes planaires
pointées non séparables ayant n + 1 arétes, ce qui conduit au résultat puisque W.T. Tutte [13] a
montré que ces derniéres étaient au nombre de G-%T('%gr)l:l-_l)" De plus, les travaux [3, 4] donnent
diverses formules correspondant aux distributions de ces permutations de 5.(2341,35241) suivant
plusieurs paramétres (montées, minima).

Dans ce travail, nous nous intéressons plus particuliérement aux mouvements réalisés par les
piles lorsque I’on essaie de trier une permutation. En particulier, dans le cas d’une seule pile, ses
mouvements peuvent étre codés par un mot d’un systéme de parenthéses (ou mot de Dyck) et
I’énumération de ces mots donne & nouveau les nombres de Catalan (en fait, il y a une correspon-
dance immédiate entre ces mots et les permutations de S,(231)).

Dans le cas o I’on place k piles en série (k > 1) pour trier une permutation de n éléments, tous
les mouvements admissibles de ces piles (sans imposer de condition) sont en correspondance avec les
tableaux de Young standards [17] rectangulaires (k + 1) X n (c’est & dire de forme A = (n, n, .. .,n)
partition de (k + 1).n).

Le fait d’imposer certaines restrictions sur les piles (par exemple qu’elles vérifient une condition
de type "tour de Hanoi”) se traduit simplement par certaines restrictions sur ces tableaux de Young
standards.

Ici, nous nous plagons dans la situation ou I’on dispose d’exactement deux piles (k = 2) et les
objets correspondant aux mouvements de ces piles sont les tableaux de Young standards rectangu-
laires de hauteur 3.

Nous montrons en particulier que le nombre de tableaux de Young standards rectangulaires
3 X n n’ayant pas deux entiers consécutifs sur la deuxieme ligne est c,.c,, le carré du né™€ nom-
bre de Catalan, résultat & rapprocher de ceux obtenus par D. Gouyou-Beauchamps a propos de
'énumération de tableaux de Young standards de hauteur au plus 4 [8].

De plus, la restriction supplémentaire consistant 3 interdire deux entiers consécutifs sur la méme
ligne de ces tableaux nous permet de les mitltre (1111 corﬁaspondance avec les permutations de Baxter

n—1 m J'\m41/'\m+42

(1, 11, 14] qui sont au nombre de 3774 P

1 /)°\ 2
Nous obtenons également divers raffinements de ces formules d’énumération en considérant
certaines distributions de ces objets.

La premiere partie de cet article est consacrée a la définition des divers ob jets que nous con-
sidérons (mots de piles, tableaux de Young standards arbres jumeaux) et & 1’énoncé des résultats
obtenus. Dans la deuxiéme partie, nous rappelons la notion de mélange (ou shuffle) de mots de
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parenthéses et la correspondance mise en évidence par R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [2] entre ces
mots et les couples d’arbres binaires d’une part, et les permutations de Baxter alternantes d’autre
part. Cette bijection sera le point de départ pour ’obtention des résultats annoncés précédem-
ment et que nous prouvons dans la troisiéme partie. Enfin, dans la derniére partie, nous donnons
quelques raffinements des formules d’énumération obtenues plus tot.

Les preuves des résultats seront données dans la version définitive [5].

2 DMots de piles

Figure 1: Mots de piles

Dans sa these [7], S. Gire considére un ensemble de k piles placées en série et s’intéresse aux

mouvements des piles lorsque I’on fait passer la permutation identité ( = 12...n au travers de
ces k piles. Les mots du langage v® = {f e{1,2,...,k +1}* : Vi € [L;k,Vf = F 1) >
| f'li+15V% € [1;k + 1],|f|: = n} codent exactement tous les mouvements de k piles lorsque ¢ les
traverse (voir la figure 1). Ce langage n(k) code aussi tous les tableaux de Young standards [17]

rectangulaires de hauteur k£ + 1 et de longueur n. On déduit de la formule des équerres [6] que
k k !

1Y) = ((k + 1).0)! [T ity
Lorsque k = 1 (une seule pile), les mots de n(l) sont exactement les mots de parenthéses.
Les notations et les résultats (classiques) que nous considérons par la suite sont les suivants.

e Le langage P,z sur ’alphabet {z,Z} (correspondant & Yn(;)()) est le langage des mots des
systemes de parenthéses bien formées (ou mots de Dyck). ~

e A, désigne ’ensemble des arbres“bina.ires complets ayant 2n + 1 sommets dont n + 1 feuilles.

e La bijection entre un mot de P, et un arbre binaire complet a est définie par le codage
suivant :

code(a) = £ si a est 1 sommet
-] z code(sous_arbre_gauche(a)) z code(sous_arbre_droit(a)) sinon

e Le nombre d’arbres binaires complets ayant 2n + 1 sommets est donné par le né™¢ nombre

1
de Catalan ¢, = n-:;l in!'

o A= {1,2,3} désigne I’alphabet des mots associés & deux piles.

oY ={fe A :Vf = ff'|flh 2 |fl2 2 |f'ls;|flr = |fl2 = |fls} est le langage des mots
codant les mouvements de piles et correspond aux tableaux de Young standards rectangulaires

de hauteur 3.
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o Yo=Y = {feY :|f| = 3n)}.

Faisant suite aux travaux de S. Gire [7], nous considérons différentes restrictions sur ce langage
Yy, restrictions correspondant a I’extension de la condition ”tour de Hanoi” imposée aux piles lors
du tri d’'une permutation. En effet, cette condition se traduit par, non plus considérer le langage
Yn, mais le langage H,, = Y, \{f = f'2¢92f": g€ Y}.

Conjecture 1 [7] |H,| = In_fl)i'(:%%)"

S. Gire [7] a également conjecturé les deux résultats suivants que nous démontrons dans cet
article.

Théoréme 1 Le nombre de mots du langage C, = Y,\{A*22.4*} codant des tableauz de Young
standards rectangulaires de hauteur 3 et de longueur n n’ayant pas deuz entiers consécutifs sur la
deuziéme ligne est

[Cxl| = cnsca

Théoréme 2 Le nombre de mots du langage B, = Y;\{A*11A4* A*22A4*% A*33A4*} codant des
tableaur de Young standards rectangulaires de hauteur 3 et de longueur n n’ayant pas deuz entiers
consécutifs sur la méme ligne est

n-1 (n+1) n+1) n+l1
[Bul = ) ~ B et
m=0 ( 1 )-( 2 )

La preuve du théoréme 2 va nous amener a considérer une famille de couples d’arbres binaires
complets particuliers : les arbres jumeaux.

Figure 2: Deux arbres jumeaux

Définition 1

L’ensemble des arbres jumeauz J, C A, X A, est ’ensemble
Jn = {(a1,a2) : a1,a3 € A, et O(code(a;)) = O°(code(az))}

ou O est ’application surjective de P, dans {0,1}* définie par
O(zIEw1+2w1+3 o w2n) = O(Ewl+2)@(wl+2w1+3) .o .0(11)2,,_1102")
avec O(zz) = O(Zz) = € (le mot vide), O(zZ) = 0, O(zz) = 1

et O° est identique a © modulo I’échange des lettres 0 et 1.
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Remarquons que 1’application © consiste en 1’étiquetage des feuilles gauches (respectivement
droites) d’un arbre binaire complet par la lettre 0 (respectivement 1) excepté les deux feuilles
extrémes, et que deux arbres sont jumeaux si et seulement si leurs étiquetages sont complémentaires.

Exemple 1 La figure 2 montre deuz arbres jumeauzr appartenant a J7. En effet,
O(2227222223%272) = O°(222Z22ZZZ2222Z) = 100101.

Une conséquence du théoréme 2 sera la suivante.

n+1 n+1 n+1
Corollaire 1 Le nombre d’arbres jumeauz de J,, est |J,| = :1n_=10 ( "‘(?HS;")*(',?J{({S‘“ .
1 : 2

3 Meélange de mots de parentheses

Avant de prouver les théorémes 1 et 2 et le corollaire 1, nous rappelons quelques définitions et
résultats sur les permutations de Baxter et sur les mélanges de mots de parenthéses.

Définition 2 Une permutation w de S, est une permutation de Bazter si et seulement si, pour
tout p, 1 < p < n, 7™ se factorise de maniére unique sous la forme = = 7' p < 7> p+1 7" ou
1= p+1 7> 7< p n" telle que toutes les lettres de T< (respectivement w> ) sont inférieures d p
(respectivement supérieures ¢ p+ 1).

On note Bazter, l’ensemble de ces permutations de S,.

On peut remarquer que les deux ”plus petites” permutations qui ne sont pas des permutations
de Baxter sont 2413 et 3142. L’ensemble des permutations de Baxter peut s’exprimer en termes de
motifs exclus [7] et I’on a Bazter, = S,(25314,41352).

F.R.K. Chung, R.L. Graham, V.E. Hoggatt et M. Kleiman [1] ont démontré analytiquement

n+1 n+1 n+1
que le nombre de permutations de Baxter de taille n est b, = |Bazter,| = S0, ( "‘(ZE,"‘)+(‘,,)+({3‘“
1 : 2

X. Viennot [14] en a donné par la suite une preuve combinatoire dans laquelle il obtient la distri-
bution de ces permutations selon le nombre de montées (terme m de la somme), résultat également
prouvé analytiquement par C.L. Mallows [11].

La correspondance entre permutations (alternantes) et arbres binaires (complets) croissants
nous sera utile par la suite. Nous la rappelons brievement.

abe(u) =< abe(v), z, abe(w) > ol v = vzw,z = min{u; 1 u = wqug... up}.

Cette construction est bijective ; il suffit de lire la projection en ordre infixe de 1’étiquetage des
sommets de 1’arbre binaire croissant pour obtenir la permutation.
Définissons maintenant quelques autres objets.

o Baztery, = {r € Baztersy, : Vi € [1,n),7(2i — 1) < 7(2i) > 7(2i + 1)} est I’ensemble des
permutations de Baxter alternantes.

o Ms, = {a € PzlU P, 3;|a| = 2n;Va = o'ba”, |@|, > ||z} est le langage produit de mélange
(ou shuffle) de deux langages de parentheéses.

R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot ont établi [2] une bijection, que nous noterons T, entre le
langage M,, mélangeant deux langages de parentheses, I’ensemble Baztery, des permutations de
Baxter alternantes, et I’ensemble de tous les couples d’arbres binaires complets ayant chacun 2n + 1
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sommets. Ainsi, ces trois familles d’objets sont énumérées par cp.Cn, carré du né™¢ nombre de
Catalan.

La a_premiére étape, notée Yy, met en correspondance un mot a de Ms,, et une permutation 7
de Ba:z:terzn Partant de I’arbre binaire complet réduit & trois sommets, c’est a dire deux feuilles
libres et un sommet interne étiqueté 1, on applique séquentiellement les opérateurs correspondant
aux lettres as, as, ..., as, du mot a. Ces opérateurs sont les suivants :

opérateur a : etiqueter la feuille gauche libre la plus & droite et lui ajouter deux arétes
opérateur b : étiqueter la feuille droite libre la plus & gauche et lui ajouter deux arétes
opérateur b : étiqueter la feuille gauche libre la plus a droite
opérateur @ : étiqueter la feuille droite libre la plus & gauche
Flna.lement on obtient un arbre binaire complet croissant dont la projection infixe est la permutation
7 de Bazterzn

La deuxiéme étape, notée Y2, consiste 4 prendre respectivement les arbres binaires croissant

abe(r) et décroissant abd(w) correspondant & 7 et 3 oublier leurs étiquettes.

aaaababbab

4 756 3 10 8 9 1 2

!

Figure 3: La bijection T

Exemple 2 La figure 3 _montre la bijection Y entre le mot agaababbab de Mo, la permutation
4.7.5.6.3.10.8.9.1.2 de Ba:z:terlo et un couple d’arbres binaires complets ayant chacun 11 sommets.
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4 Enumération de certains mots de piles

4.1 Tableaux standards n’ayant pas deux entiers consécutifs sur la deuxiéme
ligne :

La preuve du théoréme 1 repose sur le résultat suivant.

Lemme 1 Le morphisme ® défini par

®(a) = 1

3 My, — G, v ) 20) = 21
a=aag-rag —  f=8(1)®(az)- - 2(02n) ®(@) = 23
o) = 3

est une bijection entre M, et C,, (I’ensemble des mots de piles sans facteur 22).

Preuve. On constate immédiatement que ® est une application de M,, dans C,, et que sa
réciproque est clairement définie, I’ensemble {1,21,23,3} étant un code préfixe.
Il reste maintenant & s’assurer que les conditions imposées a a et a f sont les mémes.
la] = 27, |els = |als |aly = lal; <= |[fli = fl2=|fla=n
puisque |a|, + |afy = n,|als + |alz = n,|alz + [aly =n
Vo = o, |e|s 2 |o]z et ||y > || <= Y = /1 [f'l 2 |fl2 2 | f']s
ou encore ||, + || > ||z + ||y > |’z + ||
Va = o'ba", ||, > ||z <= Vf = f21f", |f'h > |f']2
car le facteur 21 impose qu’il y ait un excédent stricte de 1 a sa gauche. O

Exemple 3 Les mots agaababbab de My et 123112123321233 de Cs sont en bijection par ®.

4.2 Tableaux standards n’ayant pas deux entiers consécutifs sur une méme ligne
g

La preuve du théoréme 2 se fait en deux étapes. La premiere consiste a considérer le langage B,
comme sous-ensemble du langage C,, et a caractériser les objets obtenus lorsqu’on lui applique les
bijections ® et T : ainsi apparaissent les arbres jumeaux. La seconde a pour but de mettre en
correspondance ces arbres jumeaux et les permutations de Baxter.

Lemme 2 Le morphisme ® est une bijection entre By (ensemble des mots de piles sans facteur
11,22,33) et M2n, = {a € Ma, : |afas = |alse = |alg = |alg = 0} le langage des mots mélanges de
deuz mots de parenthéses sans facteur aa, ba,ab, bb.

Définition 3 L’ensemble Bazter, est l’ensemble des permutations de Bazter alternantes vérifiant

pour tout p, 1 < p<2n, sit=n'p+la”>.7x<px” alorst> = e <= 1< =¢
(1> et < sont soit tous deuz vides, soit tous deuz non vides).

Lemme 3 La bijection T met en correspondance le langage Mo, Pensemble des permutations
Baztersy,, et ’ensemble des arbres jumeauz J,,.

Exemple 4 La figure 4 présente la correspondance ® entre le mot 123121321213131232323 de
B7, le mot aaabbbbbabaaaa de M4, la permutation 11.12.3.5.4.10.9.13.6.8.7.14.1.2 de Baxteryy
obtenue par Y et les arbres jumeauz appartenant a J; (déja considérés dans l’ezemple 1) obtenus
par Ys.
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123121321213131232323
aaabbbbbabaaaa

11123 54109 136 8 7 14 1 2

<

Figure 4: Restrictions sur les bijections ® et T

Considérons I’ensemble J,, des arbres Jjumeaux effeuillés obtenus par suppression de toutes les
feuilles des arbres jumeaux de J,, processus clairement bijectif [9].

Lemme 4 [l eziste une bijection ¥ entre les permutations appartenant ¢ Bazter, et les arbres
jumeauz de J,. _
U : Bazter, — Jn
T —  (a1,as)

L’application ¥ et son inverse peuvent étre définies de la facon suivante.

o U consiste, pour une permutation 7 appartenant a Bazxter,, a construire ses arbres binaires
croissant et décroissant. Les deux arbres binaires (a1, az) sont respectivement ces deux arbres
dépouillés de I’étiquetage de leurs sommets.

o L’application inverse ¥~! peut étre décrite par Palgorithme suivant opérant sur un couple

d’arbres jumeaux effeuillés (a1, az) ayant n sommets.

Pour k variant de n & 1, on répéte le processus suivant :
considérant I’ordre infixe sur les sommets de a; et as, soit ¢ I’ordre de la racine de a,

étiquetons k la i¢™¢ feuille fdeay

si f est une feuille gauche

alors  soit s le dernier sommet de la branche gauche du sous arbre droit de as ;
greffer le sous arbre gauche de a, sur le sommet s

sinon  soit s le dernier sommet de la branche droite du sous arbre gauche de aj ;
greffer le sous arbre droit de a3 sur le sommet s

supprimer la racine de a,

‘supprimer la feuille f de a,
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Au cours de cet algorithme, un étiquetage croissant des sommets de a; est réalisé ; la permu-
tation 7 est obtenue en projetant en ordre infixe cet étiquetage.

4 2 36 5 7 1

Figure 5: La bijection ¥

Exemple 5 La figure 5 présente la bijection ¥ entre la permutation 4.2.3.6.5.7.1 de Baztery, ses
arbres binaires croissant et décroissant, et les arbres jumeauz de J; (correspondant aur arbres de
lezemple 1).

5 Raffinement des résultats

Les formules d’énumération des théorémes 1 et 2 peuvent en fait étre précisées en considérant
certaines distributions des objets mis en jeu.

5.1 Tableaux standards n’éyant pas deux entiers consécutifs sur la deuxiéme
ligne

Soit A, 'ensemble des arbres binaires complets ayant 2n + 1 sommets (n + 1 feuilles) et & feuilles
gauches, c’est a dire I’ensemble des mots de P,z de longueur 2n et ayant k facteurs 2z.
I est bien connu [10] que |An k| = L(})(,2,)-

On en déduit, en précisant la bijection @, la distribution suivante donnant le nombre de tableaux
de Young standards ne comportant pas deux entiers consécutifs sur la deuxiéme ligne et ayant 7
entiers consécutifs (k, k + 1) sur les lignes 2 et 3 et j entiers consécutifs sur les lignes 1 et 2.

Corollaire 2

{f € Cx :|fl23 = 4,|fl12 = 7}

{a € Ma,, : |alz = 1, |alss + |alos + |alaz + |alsz = 5}

{(w1,w2) € P,z X P,z : |wy1| = |wg| = 2n; |wylzz + 1 = 1, |we|z = 5}

(DG GG

Il

-127-



5.2 Tableaux standards n’ayant pas deux entiers consécutifs sur une méme ligne

Certains parametres étant conservés par les bijections ®, T et ¥, nous obtenons les deux résultats
suivants. Le premier donne la distribution des tableaux de Young standards ne comportant pas
d’entiers consécutifs sur la méme ligne et ayant m entiers consécutifs (k,k + 1) sur les lignes 1 et
3. Le second provient des travaux de C.L. Mallows [11] sur les permutations de Baxter, objets sur
lesquels il ne donne que l'interprétation du paramétre m.

Corollaire 3 |{f € B, : |flis = m}| = (»+1)("+1)("+x)

Corollaire 4
|{r € Bazter, ayant m montées, g mazima a gauche, d mazima d droite }|
= [{(a1,a2) € Jp : a2 am feuzlles dro:tes, g et d arétes sur sa branche resp. gauche et droite }|

= (Zill):(%i—ly[(:‘i Y mary Bl g 1
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