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Resume

L'objectif principal de cette communication est de donner des formules explicues pour Ie nombre de types
d-isomorphiej d7arbres p[ans bicolor6s ayant une double distribution (I'l 2'2..., 1^ 2-'2... ) de degr6s do""^s ^
r'avance'. ''Cesarbressont en dtroite relation avec les polynomes de Shabal, c'est-^-dire les polyn6mes sur C ayant
au plus deux valeurs critiques (cf. [BZ]). Dans Ie cas des arbres enracines (pointds en une feuille). ce problfeme a 6t6
r6solupar Tutte en 1964 i 1'aide de I'inversion de Lagrange multivaride. Ici la cl6 de la solution rdside dans Ie thdo.
rfeme de dissymdtrie pour les arbres enrichis qui, dans Ie cas bicolor6. prend une fonne paniculiferement simple el qui
permet de se'ddfaire du pointage. Nous d6nombrons 6galement ces arbres dans Ie cas 6Uquet6, dans Ie cas umcolord,
ainsi que lorsque Ie groupe d'automorphismes. ndcessairement cyclique, est d'un ordre h 6gal & (ou multiple de) un
entier k 2 1 donnd.

Abstract

The main object of this paper is to give explicit fonnulas for the number of unlabelled bicolored plane
(unrooted) trees with given degree distributions (I'l 1h... ; \h 2y2... ). These trees are closely related to the Shabat

polynomials, i.e. polynomials over C having at most two critical values (c/. [BZ]). In the case of planted trees (i. e.
rooted at a leaO, this problem was solved by Tutte in 1964, using multivariate Lagrange inversion. Here the key to
the solution is the dissymetry theorem for trees which takes a panicularly simple form in the bicolored case and
which allows to get rid of the rooting. We also enumerate those trees in the labelled case. in the unicolored case, as
well as when the automorphism group (necessarily cyclic) is of order h equal to (or multiple of) a given integer
k^l.

Introduction

Nous allons considerer des arbres plans, c'est-a-dire plonges dans Ie plan, et bicolords,
c'est-a-dire dont les sommets sont partages en deux parties disjointes, les sommets "noirs" et les
sommets "blancs", de telle sorte que les aretes joignent toujours des sommets de couleurs
differentes. On en deduit une double distribudon de degr6s i" =(ii, i'2'-)'^ =0l'^2'-)' ou ik
(resp. jk) = nombre de sommets nou-s (resp. blancs) de degre k. Comme 1'a souligne A. Zvc>nkin
iors'du'5'e colloque SFCA a Florence, ces arbres sont 6troitement relies aux polynomes /'(z) sur
C ayant au plus deux valeurs critiques, appeles polynomes de Shabat (c/ [BZ]) En fait, U
existe une bijection entre les types d'isomorphie d'arbres plans bicolores et les classes
d'equivalence de polynomes de Shabat P(z) sous les transformations affines

Travail support^ par Ie CRSNG (Canada) et Ie FCAR (Quebec).
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(P(z)~cP(az+b)+d, a^O, c^O). Sous cette bijection, les sommets noirs (resp. blancs)
correspondent aux racines de 1'equation P(z) = 0 (resp. P(z) = 1), et leurs degres, aux
multiplicites de ces racines. L'etude recente de ces structures [AS 1, AS2, BPZ], et en particulier
leur catalogage, pose Ie probleme du d6nombrement exact de ces arbrcs plans bicolores selon la
distribution des degres.

Observons que si un arbre bicolore admet une double distribution de degres
i=(('l, i2,...), j=0'i,72'-)' avec 5(t')=ti+<2+- points noirs et s(J)= j^+j-^+... points
blancs, alors Ie decompte des aretes entraine la double egalite

(.1 + 2(2 + 3<3 +... = 7-1 + 2j2 + 3^ +...
=s(i)+s(j)-^.

(0. 1)

R^ciproquement, si les conditions (0. 1) sont satisfaites, il est facile de voir, par recurrence
sur 1c nombre d'aretes, qu'il existe toujours au mains un arbre bicolore avec double distribution
dedegres(i', 7'). La question est de savoir combien. On pose, pour/i S 1,

Supp(<)={<:>l|i^o}, 5A=(5^^,
Div(/t, i, j) = ensemble des diviseurs communs (Sl) de A, ii, f2,..., 71, y2 > -

(")=[ . . I (coefficient multinomial).
<il'(2'-.

Notre principal objectif ici est de d6montrer Ie th^oreme suivant:

Theoreme 1 Soit i=((|, {2,... )ety=(yi, 7"2,... ) deux suites d'entiers >. 0, avec
s(i) =("i +(2 +... < °° et j(y) < oo, satisfaisant les relations (0. 1). Alors Ie nombre p(f, y) de types
d'isomorphie d'arbres plans bicolores dont la distribution des degrds est (i', j) est donn6 par

P(<, 7) = FdJ) + FU, i) - G(i, j) (0. 2)

I:=r^-. (2-.
d~^~d'-/J

avec

1 ^ ^Jnld\(m-\)ld
F<-->4 s w[;/':ir^j (0. 3)

ou n = s(i), m = s(j), et ()) designe la fonction arithm6tique d'Euler, et ou la somme est prise sur
tous les couples d'entiers h^l, d^. }. tels que h e Supp(/) etde Div(/i, 1, 7 - 5^), et

G(<", 7)=
n+m-lf"Ym

nm ^t-A7.
(0.4)

De plus Ie nombre ~^(i, j) de types d'isomorphie d'arbres plans bicolor6s asymetriques,
dont la distribution des degres est (1, 7), est donn6 par

ou G((, y)=G((, y)et

~^(i, j) = F(iJ) + F(J, i) -G(i, j)

1 V- .., ^nld~\(^m-^ld^
F(,j)^S,(^J^-.^J

(0. 5)

(0. 6)
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ou p. denote la foncdon de Mobius et ou la somme est prise sur Ie meme ensemble qu'en (0. 3). a

Notons que Ie probleme du denombrement selon les degres des types d'arbres plans
enracines, c'est-^-dire pointes en une feuille, avait deja ete resolu par Tutte en 1964 a 1'aide de la
formule d'inversion de Lagrange multivariee (voir [Tu]). Notons egalement que Ie terme
correcteur G(i, j) (formule 0.4) denombre les types d'arbres plans bicolores avec arete
distinguee, comme 1'ont montrc Goulden et Jackson [GJ2]. Ceux-ci ont de plus observe que ces
arbres pouvaient repr^senter les decompositions d'une permutation circylaire donnee o en
produit de deux permutations a et P de types cycliques (1' 2 2... ) et (1-" 2-/2... ) respectivement
(voir egalement [BG]). Ces cas sont plus simples car les stnictures en cause sont rigides (ou
asymetriques: leur groupe d'automorphismes est r6duit & I'identite); leur d6nombrement est alors
6troitement reli6 & celui des structures 6riquet6es. Par exemple, Ie nombre p(i",j) d'arbres plans
bicolor6s (6tiquet6s) avec distribution de degr6s (i, j) est donne par:

^0'J)= , G(i, j)
n+m-1

n

=(n-l)!(m-l)!|,
(0. 7)

La formule (0. 3) est simple a programmer et demande peu de temps de calcul. Nous
pr6sentons ci-bas une table donnant quelques valeurs de p(i, j), de ^(1, 7) et de G(i, j).

 

~<-"-r;8!.
t^-- P(^7)! WJ)' G(i, J)=G(i, j)

(2, 0, 2), (4. 2) 0 0 0

(4), (0, 0, 0, 1) 0

(1, 10), (1, 10) 1 21

(4, 2), (0, 1, 2) 20

(4, 2), (1, 0, 1, 1) 40

(4, 2, 2), (0, 7) 105

(2, 1, 1), (2, 1, 1) 63

(3, 1, 1), (2, 1, 0, 1) 12 12 96

(2, 2, 0, 1), (2, 4) 16 14 150

(8, 4), (0, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 1) 43 40 660

(3, 4, 1), (4, 0, 2, 1) 525 525 7350

(5, 1, 1, 0, 1), (3, 3, 2) 2940 2940 44100

(20, 2, 2), (2, 0, 0, 1, 1, 2, 1) 478 170 478 170 14 345 100

(0, 6, 6), (12, 6, 0, 0, 0, 1) 1 429 584 1429281 42 882 840

(18, 0, 1, 3), (6, 0, 3, 0, 0, 3) 2048214 2 048 193 67 590 600

L'oudl principal, qui permet de se defaire du pointage, est Ie theoreme de dissy metric
pour les arbres. Dans sa forme la plus simple, pour I'espece a des arbres (libres, a une sorte de
sommets), et I'espece A des arborescences (= arbres pointes), il s'enonce comme suit (Cf. [Le],
[LM]):
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A+E^A)=a+A'i (0. 8)

ou £'2 designe 1'espece des ensembles a deux elements et Ie symbole d'egalit6 represente un
isomorphisme d'especes de stmctures, c'est-a-dire une famille de bijecdons, indicee par les
ensembles sous-jacents (de sommets), commutant aux transports de structures Ie long de
bijections (reetiquetages). Selon la methodologie des especes de stmctures, un isomoq)hisme
entre especes F et G entraine des egalites pour les series generatrices exponentielles

FW=^^\f[n}\xnln\
des structures etiquetees ainsi que pour les series generatrices ordinaires

FW=^^\f[n}/S, \xn
des types d'isomorphie de F-structures, et

w^^n
des types de structures asymetriques, via les series indicatrices de cycles (theorie de Polya) et
d'asymetrie. Dans Ie present cas on en deduit les reladons bien connues

a(x)=A(x)--

a(x)=A(x)-^((A2W-A(x2))

a(x)=A(x)-^((A2W+A(x2))

(0. 9)

(0. 10)

(0. 11)

En particulier l'identit6 (0. 10) est la fameuse formule d'Otter [Ot] et (0. 11) est due ̂  Harary et
Prins [HPr].

Pour sa part, I'espece A des arborescences est caract6risee par I'^quation fonctionnelle
A=XE(A), (0. 12)

ou E designe 1'espece des ensembles, qui en permet Ie d6nombrement.
Le th6oreme de dissymetrie pour les arbres et l'6quation fonctionnelle (0. 12) ont

1'avantage de bien se prefer ̂  des generalisations diverses, par exemple aux arbres soumis ̂  des
restrictions, des enrichisssements ou des pond^rations qui permettent de raffmer Ie comptage
ainsi qu'aux arbres bicolores. Le denombrement des arbres plans selon les degr^s des sommets
constitue une illustration particulierement int6ressante de cette m^thode.

Nous presentons d'abord Ie cas unisorte dans la prochaine section, oti nous am61iorons
des r^sultats connus, en particulier pour Ie d6nombrement des types d'arbrcs (libres) selon les
degres (Cf. [HPr]) ou celui des types d'arbres plans (Cf. [HPT], [Wa]) ou encore d'arbres plans
asymetriques (Cf. [St]). Le cas des arbres bicolores est 6tudie dans la section suivante. Enfm
nous considerons dans la demiere section les arbres plans dont Ie groupe d'automoq)hismes
(necessairement cyclique) est d'ordre egal a, ou multiple d'un entier k> 2, en raffinant 1'approche
de Stockmeyer [St, m.3].

Le lecteur est refere a [La2] pour une breve introduction (en anglais) aux concepts de la
theorie des especes de structures udlises ici.
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1. Arbres enrichis

^

D'un point de vue combinatoire, les arbres plans sont caracterises par 1c fait que les
voisins de chaque sommet sont places circulairement autour de celui-ci, i.e. sont munis d'une
structure de pennutation circulairc (cycles orientes). II s'agit done d'une instance des arbres R-
enrichis (voir [La 1]), avec J? = C, ou C = 2-mSl ̂ m' ^'m denotant 1'espece des cycles orientes de
longueur m (voir Fig. 1). Nous supposons que les arbres plans ont au moins deux points. II est
possible de tenir compte des degres des sommets en associant une variable r; a chaque sommet
de degre i, i.e. ̂  chaque cycle de longueur (', et en definissant Ie poids d'un arbre comme Ie
produit des variables associ^es aux sommets. On a done

/?=cr:=2^mSlcm-rm' (1. 1)

ou 1'indice r^ signifie que les structures, ici les cycles orient6s de longueur /n, sont munies du
poids r^.

Les series indicatrices de cycles 7,^ et d'asymetrie V^ sont facilement obtenues des
series Z^ et V^ (voir [La2]):

Zc, (^^2.... )=S^-S<t)^)^m^
m^lmd\m

r^(^,. c2.... )=S^S^)^ mid

m^\md\m

(1. 2)

(1. 3)

On sail que la derivee C de 1'espece des cycles orientes est isomorphe & 1'espece L des ordres
lineaires (listes) puisque la donn6e d'un cycle orient^ sur un ensemble U+ { * }est
naturellement equivalente a la donnee d'un ordre lineaire sur U. Dans notre cas, tenant compte
des poids que nous nous sommes donn6s, nous avons

/?'=(c, )'=^= sz^,, ^,
m>0

:. rm+l

=n+^
ou X designe 1'espece des singletons.

+(X\+(X\+..., (1.4)

Arbre ̂ -enrichi Arborescence /?'-enrichie
Figure 1
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Denotons par a^, 1'espece des arbres ̂ -enrichis et rappelons les reladons fondamentales
determinant cette espece de structures (voir [La3]) et qui demeureDt valables dans Ie present
contexte pondere :

AR'=XR\AR')

a'R=XR(AR')

^+£2(A/?')=^+(A^)2

(Arborescences 2?'-enrichies)

(Arbres /?-enrichis points)

(Theoreme de dissymetrie)

(1. 5)

(1. 6)

(1.7)

Notons egalement les formules de substitution pour les series gen^ratrices des types de
Fy "GW- structures et de Fy°G^, - structures asymdtriques dans Ie cas d'especes pond6rees Fy et
G^(voir[De], [BLL]): r " ' ' --, --, ---.,.

r^

(1. 8)

(1. 9)

F, ̂ (x) = Z^(G^x), G^(x2), G^(x3),..)

F^G^W = r^(G, (x), G,2(x2), G,3(x3), ...)
Pour Ie cas qui nous interesse, avec R=C^, posons :

Pr = a^ , 1'espece des arbres plans ponderes par les degres;
Pr = Pr' 1'espece des arbres plans pointes ponderes par les degres;

A^ = A^,, 1'espece des arborescences ordonnees pond6res par les degr6s.
Dans Ie cas des arborescences ordonnees, on convient qu'une demi-arete est attachde ̂  la

racine pour que Ie comptage des degressoit correct (voir la figure 1 ou Ie poids de 1'arbre est
r, /2r3 r4r5 et celul (le 1 arborescence, r^r^r^r^. Ces structures sont caract^risees par Ie fait que
les successeurs de tout sommet sont munis d'un ordre lineaire. II s'ensuit qu'elles sont
asymetnques et, par consequent, que A^x) = Ar(x)=4. (x). De (1.4) et (1.5) on ddduit
('equation fonctionnelle:

ou

De (1. 6), il suit

A, (x)=x^(Ar(. x))

\V^(x) = C; (x) = L^, (x) = /-i + /-2^+ r3X2 + ...

. ^)vZ^^

et de (1.7),

^w-£^£¥^(. m)
mSl JtSl

^(m)yr m*^
m>l

pr(;c)=^S^I^^(^)
k^.1

p, (x) = ^ (^) - ^ (A,2 (x) - ^2(x2))

^(X)=P, (X)-^(X)+A, 2(X2))

(1. 10)

(1. 11)

(1. 12)

(1. 13)

(1. 14)

(1. 15)
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^

ou pour m S: 1, rm denote la suite (rm, r;",... ).

Des applications successives de la formule composee d'inversion de Lagrange permettent
d'obtenir, pour n>. 2,

Pn(r):=[xn]P, W=-^ ̂  W)^[xm-k}^(x)
" ~ 1 d^-\ *rl

(1. 16)

nl^.

oum=(n- I )ld et v/^x) est donnee par (1. 11), et

^(ry.=[xn]^r(x)=P, (r)-^[xn-2}^(x)+^(n)[x^]^(x) (1. 17)
Des fonnules analogues existent pour Pn(r) et ~^, (r).

Dans Ie cas ou r = 1, c'est-a-dire lorsqu'on ne tient pas compte des degr6s, on retrouve les
fonnules de Walkup fWa]

'-'.»-^J,<^:d ){d

Pn = Pnd) = -Pn -^n-1 +^Xpair(^/2-l
et de Labelle [La3]

p.= <n-lY2^
^z^^[~T^d.1^1

SPn = pn -^n -^pair(n)cn/2-l

(1. 18)

(1. 19)

(1. 20)

(1. 21)

fln^
ou  " =(l/(n + 1))(^) designe Ie TI leme nombrede Catalan. Dans Ie cas general, une extraction
du coefficient du monome r = r/'r^r^... dans ?n(r) et pn (r) permet de calculer les nombres

^(0 et P(i) de types d'arbres plans et d'arbres plans pointes ayant une distribution de degres
egale a i, i.e. p(») = [r']pn (r) et P(i) = [r'] ̂ (r), ou n = ^(() =/i + ^ + ... II en est de mime
pour les types d'arbres plans asymetriques. Notons la condition necessaire suivante, relative au
nombre d'aretes de 1'arbrc, pour que ces nombres soient non-nuls :

il+2(2+3;3+... =2(7!-l). (1. 22)
Notations:

Xpair(") = X(" est pair), )Cpair(I) = X(tous les ̂  sont pairs),
Div(/i, i) = ensemble des diviseurs communs a /i eta ("], i^, . ..

Theoreme 2. Soit i =(i^, i^,... ), une suite d'enders ̂  0 telle que 2 ^ n= s(i) < °o et sadsfaisant la
condition (1.22). Alors les nombres P(i) de types d'isomorphie d'arbres plans pointes et p(i) de
types d'isomorphie d'arbres plans, ayant i^ points de degre k, k=l, 2,..., sont donnes par

/-(.. ) =^TZmf, ("-w).1
n^t^'Vi-^ld) (1. 23)
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la somme etant prise sur tous les couples d'entiers h>. I, d >. 1 tels que h e Supp(i) et
d   Div(/i, (' - S/,) et par

.(-)-(-)4(:)4w. )(3
De plus, les types d'arbres plans pointes asymetriques sont denombres par

("-D/^'l
. S^J) I

h,d
n»-^s"Ka

(1. 24)

(1. 25)

la somme etant prise sur Ie meme ensemble d'indices qu'en (1. 23), et les types d'arbres plans
asymetriques par

lfn~} 1 ,. ^"/2^
P(,). F(,)-^;J-^(,, ^J. (1.26)

Dans Ie cas etiquette, on trouve que Ie nombre p(i) d'arbres plans dont la distribution des
degres est 6gale a i" est donne par

p(f)=(^-2)!| ;[. (1. 27)

Par comparaison, citons Ie resultat de [Mo] selon lequel Ie nombre d'arbres dont les sommets
sont Jl, 2, ..., n} etou Ie sommet ( est de degr6 d,, est donne par Ie coefficient multinomial
(^), oud= (^. ^,..., ^)etl=(l, l,..., l).

2. Arbres bicolores enrichis

Considdrons maintenant 1'espece ̂  deux sortes a/? 5 = a^g (X, Y) des arbres R, 5-enrichis,
ouRetS sont des especes de stmctures donnees. Par definition, une a/; ̂ -structure sur un couple
d'ensembles (U, V), est une structure d'arbre sur [7 + V (reunion disjointe) telle que les aretes
joignent toujours un element de U (les points noirs) a un element de V (les points blancs), et
6galement la donnee, pour chaque point noir, (resp. point blanc), d'une /P-structure (resp. S-
structure) sur 1'ensemble de ses voisins. Voir la figure 2.

Figure 2. Arbre /?, 5'-enrichi
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SiRetS sont des especes ponderees, on definit Ie poids d'un arbre /?, 5-enrichi comme etant
Ie produit des poids des ̂ -structures et des 5-structures attachees aux sommets de 1'arbre.

Introduisons une double suite de variables r = (r^, r^, ... ) et s = (j,, ^3, ... ) ou /-^ et ^
agissent comme compteurs de points noirs et blancs, respectivement, de degre k, k = 1, 2,
Les arbres plans bicolores, ponderes par les degres, sont alors un exemple d'arbres /?, 5-enrichis,
avec R=Cr et S=Cs. Par exemple. Ie poids de 1'arbre bicolore de la figure 2 est r,4 r^ r^ s% ̂  s-^ s^.
Avant d'aborder ce cas particulier, nous allons donner les relations fondamentales relatives a
1'espece OR s des arbres ̂ .5-enrichis, extensions de (1.5) - (1.7).

- Arborescences R', 5'-enrichies, de racines noire et blanche, respectivement

AR.^=XR'(B^S')
BR.^=YS'(AR'. S-)

- Arbres /?, 5-enrichis pointes en des points noirs et blancs, respectivement

aRxs=XR(B^s')
a^=YS(A^s')

- Theoreme de dissym6trie pour les arbres bicolores,

a'Rxs + a9RYs = a/?. 5 + ^R\S'BR', S' (2. 3)

Le calcul des series associees b ces especes est fonde sur la formule d'inversion de
Lagrange bidimensionnelle (voir [GJ1], [BLL]). Nous utiliserons la forme suivante qui se deduit
facilement de la formule de Good: Soit A(x, y) et B(x, y) des series formelles satisfaisant les
relations

(2. 1)

(2. 2)

A(x, y)=x^(B(x, y)),

B(x. y)=y\y(A(x. y)).

Alors pour tout a, P entiers ̂  0, on a

[.V]Aufili=(l-<"-a^m-^][. c"-V-'i]y"(^"(, ).
Revenant au cas qui nous interesse, ouR= CfQtS= C,, posons

^r, s = aCr ,Cs (Arbres plans bicolores ponderes par les degres),
(Arbres plans bicolores avec arete distinguee).

(2.4)

(2. 5)

Gr, s = AL,., L, 'B^, ^,

Cas etiquette. Soit (U, V) un couple d'ensembles (les sommets noirs et les sommets blancs) avec
1(71 = n et IVl=m. Alors Ie poids total pn, m (r, s) des arbres plans bicolores sur (U, V) est donne

par

^n, m(r, s) =
xn ym
n! m\

^r.,M
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xn~l ym-1
(n-1)! (m-1)!

Prenant /. =$ = 1, on trouve la formule

Pn, /n =(n+m- 2)(m-0 (n + m - 2)("-1)

WyWW. (2. 6)

(2. 7)

pour Ie nombre d'arbres plans bicolores sur (£7, V), analogue de la foraiule de Scoins
"m'17n"'1 Pour le nombre d'arbres (libres) bicolores. Ici x() denote la factorieUe decroissante
xw=x(x-l)... (x-k+l).

En extrayant Ie coefficient de risl dans ^n, ^r, s), on obtient la formule (0.7) donn6e dans
1'introduction.

Cas non etiquette. Le poids total des types d'isomoq)hie d'arbres plans bicolor^s avec arete
distinguee, d'ordre (n, m), est donne par

ou

G^(r, s)=[xnym]G^x, y)
- i^l['n-tym-lVr (yW.).

Le poids total des types d'arbres plans bicolores d'ordre (n, m) est donn6 par

^(r, s)=[x'lym]p^(x, y)
= ^(r, s)+F^s, r)-G^(r, s)

^(r^=^ I Ws^~kysy^y(y^-l^W
d\(^-\) ' . -~ ~ - r- - .,-
\ik<. nld

(2. 8)

(2.9)

(2. 10)

En extrayant Ie coefficient de rV_dans (2. 8) et dans (2. 9), on retrouve les formules (0.4) et
(0. 2) donnees dans 1'introduction pour G((, y") et, ^(i, y).

Pour les arbres asymetriques, on procede de maniere analogue, rempla^ant simplement (|)
par |l dans les formules, d'ou les expressions (0. 5) et (0.6) pour p'((", y) et F(i, J).

3. Denombrement des arbres plans selon leurs automorphismes

Nous sui vans ici 1'approche de Stockmeyer [St]. Observons d'abord que Ie centre d'un arbre
est necessairement laisse fixe par tout automorphisme. Si Ie centre est une arete, 1'arbre peut etre
identifie a une paire d'arborescences et il admet un automorphisme d'ordre 2 si et seulement si les
deux arborescences sont isomorphes.

Dans Ie cas d'un arbre plan, il s'agira alors d'une paire d'arborescences ordonnees pouvant
etre echangees circulairement. Cette situation ne peut se produire s'il s'agit d'un arbre bicolore,
1'arete centrale reliant alors des sommets de couleurs differentes.
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Si Ie centre d'un arbre plan est un sommet, cet arbre pounra admettre des automorphismes
non-triviaux par rotation des arborescences ordonnees disposees circulairement autour du centre,
lorsque la disposidon est suffisamment symetrique, a la maniere d'un mot circulaire periodique.

Le denombrement de ces types de structures passe done par I'analyse suivante. Soit F =F,
une espece de stmctures ponderees par une fonction de poids v a valeur dans un anneau de series
formelles. Denotons par E^ { Fy) 1'espece des paires de ̂ -structures isomorphes, et pour A: ̂  1,
par C^: (Fy), 1'espece des cycles orientes de F^-structures presentant une symetrie circulaire
d'ordre k et par C^( Fy) la sous-espece de C^< Fy) contenant les cycles orientes de Fy-structures
dont Ie groupe des automorphismes circulaires est exactement d'ordre k. Ces trois especes sont
ponderdes par un poids w d^fini comme etant Ie produit des v-poids des F-structures presentees.
Notons toutefois qu'il ne s'agit pas & proprement parler de substitution d'especes.

On a alors, pour toute espece ponderee F=Fytt pour k^\,

E^{F^x)=F^(x2) (3. 1)

C^)(x) = Zc(F^ (xk), F^ (x2k),... ) (3. 2)
C=kWW = FC^" (xk), F^ ,... ) (3j)
II est egalement possible, dans (3. 2) et (3. 3), de tenir compte de la longeur du cycle dans Ie

poids des structures, c'est-a-dire de remplacer C par C^. Considerons done les especes d'arbres
plans suivantes, toutes ponderees par les degres, avec k^. 2:

Arbres plans dont Ie centre est une arete et admettant une sym6trie d'ordre 2

^)=E^{A, } (3. 4)
Arbres plans dont Ie centre est un sommet et admettant une sym6trie circulaire d'ordre k

Pr, ^=^^^(A^> (3. 5)
Arbres plans dont Ie centre est un sommet et dont Ie groupe d'automorphismes est d'ordre k

^=^=^C, ^^A^) (3. 6)

De maniere analogue, on a les especes d'arbres plans bicolores suivantes, ponderees par les
degr^s, dont Ie centre est un sommet (Uanc ou noir) et dont les groupes d'automorphismes est
soit un un multiples de k, soit egal a k:

^r.., >*=^Cr, ^<5r,, )+yq^<A,,, ) (3. 7)

^r,,, =*=^^^<5, ^)+yq^<A,,, > (3. 8)
En vertu de ce qui precede. Ie denombrement des types d'arbres plans appartenant a ces

diverses especes est donne par:

r^/

^W(X)=A, 2^)
r^j

^>k(x)=xZc^(A, ^xk), \^(x2k),...)

(3. 9)

(3. 10)

ou'~(k)=(fk, r^r^...)
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r^j

^)^kW =^Cr^ (4* (^), ̂ » (^), ... ) (3. 11)

r^i

^r^k^y')=xZc^B, ^^xk, yk\B^^^k, ylk\...)

+yZc^^^(xk, yk\ ^^(x2k, y2k),...) (3. 12)

/^J

^r. s.=k^y) :=xrC
r^ (5r\, t (xk, yk), B^ ̂  (x2k, y2k), ... )

+yr^ (4*,^ (^, /), ̂ ^ (^, /<:), ...)
Plus explicitement, on a, par exemple pour (3. 10):

^^W-I^)I^A^(^)
^1 m ^ ^'

(3. 13)

(3. 14)

L'extraction des coefficients dans ces series est semblable aux calculs des sections
precedentes. On trouve alors, pour les types d'arbres plans dont la distribution des degres est (" et
pour les types d'arbres plans bicolores dont la distibution des degrcs est (i, f), classes selon leurs
automorphismes, avec les memes hypotheses et notations que precedemment, les fonnules
suivantes:

.«2'(.)^x..-)(3
^<-.)^I^>CT
-<-^S^'E3

(3. 15)

(3. 16)

(3. 17)

la somme etant prise, dans (3. 16) et (3. 17) sur tous les couples entiers h>. \, d^ }. tels que
h e Supp(i'), k\d et de Div(/i, (" - §^),

ou

p>*('>7)=^(<j)+^a.o

P^(<', y) = F=k(iJ)+F=kU\n

w^-^w[nX:^
" t? TV~'"/lI7rfA^'-5A

~wj)-k^wk)w-
-Wd)

nld>\( (m-V)ld^
-Wd)

(3. 18)

(3. 19)

(3. 20)

(3. 21)

la somme etant prise dans (3. 20) et (3. 21) sur tous les couples d'entiers A > 1, d^. I tels que
h e Supp(/), A; 1(/ etf/ e Div(A, i, j - 8^).
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