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Resume. F.R.K. Chung, R.L. Graham, V.E. Hoggatt et M. Kleiman [2] ont montre que Ie
nombre de permutations de Baxter sur [n] est Y^y ̂  /^^V->+iT . x- Viennot [12] a donne
ensuite une preuve combinatoire de cette formule, montrant que cette somme correspondait a la
distributiou de ces permutations suivant leur nombre de montees.

R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [3], en mettant ea correspondance deux families de cartes
planaires, ont montre que Ie nombre de permutatioas de Baxter alternantes sur [2n+($] est Cn+s-Cn

:?^7 est Ie nime nombre de Catalan.ou c" = ?^f^T
Dans cet article, nous presentons une nouvelle correspondance entre permutations de Baxter

et triplets de chemias deux a deux disjoints, unifiant ainsi les travaux [12] et [3]. De plus, ceci
nous permet d'affiner les resultats connus en obteaant des formules enumerant les permutatioos
(alternantes ou non) de Baxter suivant plusieurs parametres. Nous donnons ainsi une interpretation
combinatoire d'une formule due a C.L. Mallows [10].

Abstract. F. R.K. Chung, R. L. Graham, V.E. Hoggatt and M. Kleiman [2] have shown the
number of Baxter's permutatioas on [n] is '^, '^y ^m^»Jim%P^. X. Vienaot [12] has then given

a combinatorial proof of this formula, showing this sum corresponds to the distribution of these
permutations according to their number of rises.

R. Cori, S. Dulucq and X. Viennot [3], by making a correspondence between two families of
planar maps, have shown the number of alternating Baxter's permutations on [2n + S] is Cn+<.Cn
where Cn = (n^^in; is the nth Catsilan number.

hi this paper, we establish a new one-to-one correspondence between Baxter's permutations and
three nonintersecting paths, which unifies [12] and [3]. Moreover, we obtain more precise results for
the enumeration of (alternating or not) Baxter's permutations according to various parameters. So,
we give a combinatorial interpretation of C. L. Mallows's formula [10].

G. Baxter [1] a mis en evidence une classe particuliere de permutations en etudiant les
points fixes de fonctions continues commutant par composition. Ces permutations, dites depuis
permutatious de Baxter, peuvent etre definies en termes de motifs exclus. Plus precisement,
elles verifient les deux conditions suivantes : pour tout l^i<j<k<l^n,

Si 7T, + 1 = 7T; et TTj > Vl aloiS TTk > TTl,
Si 7T;4- 1 = TTt et TTfc > 7T, aloFS TTj > 7T,.
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Ainsi, sur quatre elements, seules les permutations 2413 et 3142 ne sent pas des permutations
de Baxter.

F. R. K. Chung, R. L. Graham, V. E. Hoggatt et M. Kleiman [2] out montre, de maniere
analytique, que Ie nombre de permutations de Baxter sur [n] est donne par la formule

'n+l\ ^r.+lVl'n+l
'n-1 \. m f'\m+l/'\m-'n-.

-m=0 T?Ty. rnr)
Plus tard, C. L. Mallows [10] a donne une interpretation plus fine de ce resultat en montrant

que cette sommation correspondait a la distribution des permutations de Baxter suivant leur
nombre de montees (indices i tels que TT, < 7T,+i). De plus, il donne une nouvelle formule pour
ces permutations ou seul Ie parametre m possede une interpretation (nombre de montees) :
T^n-1 v-n ^n ^n+l^_j_t__ [^ n-3-1 Vn-«-l^ _ ( n-s-l \ (n-i-l
Z^m=0 ^s=l ^i'=l \m+lj n. (n+l) [\n-m-2j \ m-1 j Vn-m-l/ Y m /J .

X. Viennot [12] a donne une preuve combinatolre de la formule obtenue par F. R. K. Chung,
R. L. Graham, V. E. Hoggatt et M. Kleiman en etablissant une correspondance entre les per-
mutations de Baxter et certains tableaux semi-standards pour lesquels on connait une formule
d'enumeration. Cette correspondance repose sur un certain nombre de bijections classiques
telles qu'entre permutations et histoires de Laguerre, entre mots de Motzkin 2-colores et po-
lyominos parallelogrammes [4], et finalement entre chemins deux a deux disjoints et tableaux
semi-standards [7].

D'autre part, R. Con, S. Dulucq et X. Viennot [3], lors de la resolution d'un probleme pose
par R. C. Mullin [11] sur 1'enumeration de certaines families de cartes planaires, out etabli une
correspondance entre Ie langage produit de melange (ou shuffle) de deux systemes de parentheses
(ou mots de Dyck) et les couples d'arbres binaires. Parmi les divers objets mis en oeuvre dans
cette correspondance, appdraissent naturellement les permutations de Baxter alternantes (tour
a tour montee et descente). Us en deduisent que Ie nombre de telles permutations est Cn. Cn et
C^+i. Cn OU Cn = (^h est Ie n^me uombre de Catalan.

L'objet de ce travail est de fournir une preuve combinatoire unifiant les resultats de X. Vien-
not sur les permutations de Baxter [12] et ceux de R. Cori, S. Dulucq et X. Vieimot sur les
permutations de Baxter alternantes [3], tout en donnajit une interpretation combinatoire de la
formule de C. L. Mallows [10].

Recemment, S. Dulucq et 0. Guibert [5] ont resolu deux conjectures de S. Gire [8] portant
sur 1'enumeration de certains mots de piles (lies au probleme de permutations triables par pas-
sages consecutifs dans une pile [13]), objets en correspondance avec certains tableaux de Young
standards rectangulaires de hauteur 3. Lors de la resolution de 1'un de ces deux problemes,
ils mettent en correspondance permutations de Baxter et arbres jumeaux. Ces derniers sont
obtenus en prenant les deux arbres binaires, croissant et decroissdnt, dssocies a une permu-
tation (on oublie 1'etiquetage de ces arbres). Cette application surjective est bijective lorsque
les permutations considerees sont les permutations de Baxter. Par exemple, les permutations
2413 et 3412 dounent Ie meme couple d'arbres binaires croissant et decroisscLnt, mais seule la
permutation 3412 est une permutation de Baxter.

Partdnt de cette caracterisation des permutations de Baxter en termes d ctrbres binaires
jumeaux [5], nous mettons en correspondance permutations de Baxter et triplets de cheinins
deux a deux disjoints dans un huitieme de plan (ces triplets de chemins correspondent a des
polyominos parallelogrammes jumeaux) et retrouvons ainsi les chemins obtenus par X. Vlennot
[12], ce qui nous permet de conclure. Cependaiit, dans les differentes bijections considerees ici,
un certain nombre de parametres sont transportes.

Ainsi, nous deduisons des travaux de I. Gessel et X. Viennot [7] un determinant 3x3
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donnant Ie nombre de permutations de Baxter sur [n] distribuees su. ivant cinq parametres. Des
cas particuliers nous permettent de retrouver les formules de F. R. K. Chung, R. L. Graham,
V. E. Hoggatt et M. Kleimau [2] et de C. L. Mallows [10] pour laquelle nous montrons que les
parametres m, i et 5 correspondent aux aombres de montees, de minima et maxima a gauche
des permutations de Baxter.

De plus, dans la bijection que nous donnons entre permutations de Baxter et triplets de
chemins deux a deux disjoints, Ie caractere alternant des permutations correspond au fait que
Ie second chemin est en escalier. Ainsi apparait naturellement un couple de chemins de Dyck.
Nous en deduisons que Ie nombre de permutations de Baxter altemantes sur [2n +S]{S = 0 OVL
1) est Cn+$. Cn OU Cn = (^^, ^ est Ie neme nombre de Catalan, et affinons ensuite ce resultat.

1 Les resultats principaux

Rappelons tout d abord la definition des parametres suivants sur les permutations de Sn :

. pour t" 6 [n - I], 1'indice i est appele une montee de TT si et seulement si 7r(i) < 7T(i + 1),

. pour z £ [n], 1'element 7T(?) est dit
miniraum a gauche si et seulement si 7r(?) < 7T(j") pour tout 1 ^ j" < i,
maximum a gauche si et seulement si 7r(z) > 7T(j") pour tout 1 <: j < i.

De plus, une permutation TT de Sn est alternante si et seulement si pour tout i G [[^j]
7T(2Z - 1) < 7T(2z) > 7T(2t + 1).

Definition 1 Une permutation TT de Sn est une permutation de Baxter si et seulement si, pour
tout entier p ^. [n-1], v se factorise de maniere unique sous la forme

7T = TT'. p. TT . 7T . p+1. 7T// OU 7T = TT'. p+l. ^ . ^ . p. TT"

oil toutes les lettres de TT [resp. vj sont inferieures d p [resp. superieures d p + I].
On note Baxtern I'ensemble des permutations de Baxter sur [n] = {1, 2,... , n}.

Exemple. La permutation 4236571 appartient a Baxter^. Par exemple, pour p = 4, ̂ = 23
et ^= 6.

Dans ce travail, nous donnons une preuve combinatoire de la formule suivante due a
C. L. IMcdlows [10], lequel ne donne pas d'interpretation simple (dans Ie sens de parametres
classiques sur les permutatious) de i et s.

Theoreme 1 Le nombre de permutations de Baxter sur [n\ ayant m montees, i minima a
gauche et s maxima d gauche est

m + iy n. (n +1) [\, n- m - 2

En fait, nous obtenons un resultat encore plus fin dans la mesure ou nous enumerons ces
permutations de Baxter selon deux parametres supplement aires.

De plus, la preuve du theoreme 1 nous permet d affiner un resultat du a R. Cori, S. Dulucq et
X. Viennot [3], obtenu lors de la resolution d'un probleme de R. C. Mullin [11] sur 1'enumeration
de certaines families de cartes planaires.
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Th^oreme 2 Le nombre de permutations de Baxter alternantes sur [2n+S] ouS ̂  {0, 1} ayant
! minima a gauche et s maxima a gauche est

i (2{n+6)-i-l\ s-1 f2n-s>
n+Sn+ S - i n-s+1 n

2 La correspondance entre les permutations de Baxter
et les triplets de chemins deux a deux disjoints

Cette correspondance entre permutations de Baxter et triplets de chemins deux a deux disjoints
est la composition de deux bijections, la premiere reliant les permutations de Baxter et les
arbres jumeaux [5], la seconde reliant les arbres jumeaux et les triplets de chemins deux a deux
disjoints.

2. 1 La bijection entre les permutations de Baxter et les arbres
jumeaux

Nous rappelons ici brievement une bijection entre les permutations de Baxter et les arbres
jumeaux etablie par S. Dulucq et 0. Guibert [5].

Soit An 1'ensemble des arbres binaires ayant n sommets. Ainsi, |An| = Cn = (2n)!
Notons Pz, z Ie langage des mots des systemes de parentheses bien formees (ou mots de Dyck)
defini sur 1'alphabet {z, 'z}.
Classiquement, Ie codage d'un arbre binaire a par un mot de P^-s peut etre defini recursivement

code{a) = z code(sous-arbre-gauche{a)) -z code[sous. arbre-droit[a)}
code(0) = e (Ie mot vide) ou 0 est 1'arbre binaire de Ao

0101 01

Figure 1: Deux arbres jumeaux.

Definition 2 L'ensemble des arbres jumeaux Jn C An x An est I'ensemble

Jn = {(01, 02) : ai, a2   An e< 6(corfe(ai)) = ec (corfe(a2))}

0 Q consiste en I'etiquetage des feuilles gauches [resp. droitesj d'un arbre binaire (une fois
compUte) par la lettre 0 [resp. Ij excepte les deux feuilles extremes et Qc est identique a Q
modulo I'echange des lettres 0 et 1.

142



Plus formellement, © est 1'application surjective de Pj ^ 
dans {0, 1}* definie par

0(^'Z'W;4. 2^4. 3... W2n) = ©(^U;;+2)©(W(+2^;+3) . . . ©(^2n-l^2n) a?;ec6(z2) == e(?z) = £,

Exemple. La figure 1 represente deux arbres jumeaux.

Theoreme 3 [5] II existe une bijection entre les permutations de Baxter sur [n] et les arbres
jumeaux de Jn-
De plus, a une permutation de Baxter ayant m montees, i minima d gauche et s maxima a
gauche correspond des arbres jumeaux tels que Ie premier arbre binaire a m aretes droites et i
sommets sur sa branche gauche tandis que Ie second arbre binaire a s sommets sur sa branche
gauche.

Preuve. Nous rappelons seulement ici cette construction, la preuve detaillee figurant dans
[5].
A une permutation de Baxter donnee, on associe ses arbres binaires croissant et decroissant
auxquels on enleve ensuite 1'etiquetage. Les deux arbres ainsi obtenus sont jumeaux.
La reciproque s'appuie sur un algorithme qui reconstruit 1'etiquetage croissant du premier des
deux arbres jumeaux consideres. D

4236571

(A / . . )

.' » . .

Figure 2: Une permutation de Baxter, ses arbres binaires croissant et decroissant, et les arbres
jumeaux lui correspondant.

La figure 2 illustre cette bijection.
Remarque. A toute permutation de Sn correspond par cette construction des arbres jumeaux

(ce qui serait une maniere de les definir). Les permutations de Bcixter sent les permutations sur
lesquelles cette construction est bijective.
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2. 2 La bijection entre les arbres jumeaux et les triplets de chemins
deux a deux disjoints

Cette bijection entre les arbres jumeaux et les triplets de chemins deux a deux disjoints consiste
pour 1'essentiel a concretiser Ie caractere jumeau sur les deux polyominos parallelogrammes
obtenus a partir des deux arbres binaires par la bijection de M. Delest et X. Viennot [4].

(m, m)

(0, n-l)

(2, n+l)

Figure 3: Un triple! de chemins deux a deux disjoints.

Definition 3 Tn est I'ensemble des triplets de chemins deux d deux disjoints allant respecti-
vement des 3 points de coordonnees (0, n - 1), (l, n), (2, n + 1) aux 3 points de coordonnees
(m, m), (m + l, m + l), ("z + 2, m + 2) en empruntant seulement des pas Est et Nord ou m
parcourt I'intervalle [0, ra - 1].

Exemple. La figure 3 montre un triple! de chemins deux a deux disjoints avec n = 7 et
m=3.

Theoreme 4 II existe une bijection entre arbres jumeaux de Jn et triplets de chemins deux a
deux disjoints de Tn-
De plus, a un couple d'arbres jumeaux tel que Ie premier arbre binaire a m aretes droites et i
sommets sur sa branche gauche tandis que Ie second arbre binaire a s sommets sur sa branche
gauche correspond un triplet de chemins deux a deux disjoints allant des 3 points de coordonnees
(l, n-t'), (l, n), (s+l, n) respectivement aux3 points de coordonnees (m, m), (m+l, m+l), (m+
2, m + 2) en empruntant des pas Est et Nord.

Lemme 1 [4j II existe une bijection entre arbres binaires ayant n sommets, m aretes droites et
dont la branche gauche contient I sommets et couples de chemins disjoints allant respectivement
des 2 points de coordonnees (0, n - 1), (1, n) aux 2 points de coordonnees (m, m), (m + l, m+1)
en empruntant des pas Est et Nord, Ie chemin superieur debutant par exactement I - 1 pas
Nord.

Preuve. La bijection originale [4] entre mots de Dyck (ou arbres binaires) et polyominos
parallelogrammes consiste a associer aux chemins de Dyck deux suites d'entiers definies de
maniere unique (hauteurs des pics et des creux). Ces deux suites donnent respectivement les
hauteurs de chacune des colonnes du polyomino parallelograjiime et Ie nombre de cellules en
contact de deux colonnes consecutives.

En fait, elle peut etre presentee d'une fa^on difFerente, mais qui nous sera utile par la suite.
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En efFet, cette bijection revient a coder un arbre binaire complete en Ie parcourant suivant
1'ordre prefixe par deux chemins deux a deux disjoints. Le premier chemin est obtenu en codant
les aretes internes (qui ne supportent pas les feuilles) gauche [resp. droite] par un pas Nord
[resp. Est]; Ie second chemin est obtenu en codant les feuilles (exceptees les deux extremes)
gauche [resp. droite] par un pas Est [resp. Nordj. D

Figure 4: Arbre binaire complet et polyomino paj-allelogramme.

La figure 4 illustre cette bijectlon.
Preuve du theoreme 4 (cf. figure 5). Tout d'abord, d'apres Ie lemme 1, a deux aj-bres

jumeaux correspondent deux couples de cheinins disjoints (ou deux polyominos parallelo-
grammes). D'apres la definition du caractere jumeau de deux arbres et la correspondance entre
arbres binaires et couples de chemins disjoints (preuve du lemme 1), ces deux couples de che-
rains out leurs seconds chemins complement aires. Une symetrie par rapport a la diagonale du
second couple permet de caller ces deux couples de chemins, donnant ainsi un triplet de chemins
deux a deux disjoints.
Cette construction est clairement reversible. D

La figure 5 illustre cette bijection.

2. 3 Enumeration des perinutations de Baxter

Preuve du theoreme 1. Le nombre de permutations de Baxter siir [n] ayant m moutees, i
minima a gauche et s maxima a gauche est donne par Ie determinant

n-l-«
m-1

n-1-.
m

n-l-i
m+1

f"-1') (n~l~a}
,m-l7 Ym-s-l.

fn;1) f":1-/)
m { \ m->

'"-1'1 (n-l-3>
^m+l} Vm-s+l.
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. . .

:;.]

\

Figure 5: Des arbres jumeaux aux triplets de chemins deux a deux disjoints.
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En effet, ces permutations de Baxter correspondent aux triplets de chemins deux a deux disjoints
allant des 3 points de coordonnees (l, n - z), (l, n), (5 + l, n) aux 3 points de coordonnees
(m, m), (m+l, m+l), (m+2, m+2). Or, par une preuve en tout point identique a celle decrite
dans 1'article de I. M. Gessel et X. Viennot [7] (la meme involution permet d'obtenir Ie meme
resultat bien qu'ici nous n'ayons pas un mineur de determinant binomial), on montre que Ie
nombre de tels chemins est donne par ce determinant. On en deduit la formule du theoreme 1
(formule de C. L. Mallows [10]). a

Notre correspondance nous permet de retrouver Ie resultat du a F. R. K. Chung, R. L. Gra-
ham, V.E. Hoggatt et M. Kleiman [2], demontre ensuite combinatoirement par X. Viennot
[12].
Corollaire 1 [2, 12] Le nombre de permutations de Baxter sur [n] ayant m montees est

//n+l^ fn+l\ ^n+1
V m j'\m+T. /'\m+2,

(n^rl ). (1n+1^
2 /

Preuve. Ces permutations correspondeut a des triplets de chemins deux a deux disjoints
allant des 3 points de coordonnees (0, n - 1), (l, n), (2, n + 1) aux 3 points de coordonnees
(m, m), (m+l, m+l), (m+2, m+2). Or, Ie nombre de tels chemins est donne par Ie deterininant
[7, 12]

f"-1'
<m-l^
l'»1)

'n-1
m

n-1
m+1
n-1

m+2
<n-l'^
<m+l,;

f"-1
,m-2

^n-1
,m-l

f":r
m

En fait, on peut obtenir une enumeration plus fine des permutations de Baxter en considerant
deux parametres supplementaires.

p-4

-I

J::
: <p2

: r--J r"'
. . . .

r" . . .
i>5 : . .

n>20 ... ^ . .

8-3

Figure 6: Les six parajnetres des triplets de chemins deux a deux disjoints.

Definition 4 Etant donnee une permutation TT de Sn, on considere les parametres suivants.

147



. mrf(7r) £ [n] es^ /e nombre de montees de ̂ (2)^(2 + 1)... ̂ (n)
avec i = max{j : 3k > 2, 7r(j) < 7c(j + k) < T!-{J 4- 1) < ^U + 2) <
en posant 7r(0) = -1 et v{n + 1) = 0.

. dd^it}   ["] e. st Ie nombre de descentes de T^{z)v(t + 1)... 7r(n)
avec i = max{j : 3& ̂  2, 7r(j) > 7r(j + A;) > 7r(j + 1) > 7T(j + 2) >
en posant 7r(0) = n + 2 et 7r(n +1) = "+ 1.

<7T{j+k-l)}

>^j+k-l}}

Theoreme 5 Le nombre de permutations de Baxter TT sur [n\ ayant m montees, i minima d
gauche, s maxima d gauche, p = mJ(7r) et q = dd(Tr) est donne par Ie determinant

n-~i-t-p\ jn-~i-p\ fn-l-s-p'
m-p ^ I \ m-p / \ m-s-p

fn-2-t) fn;lv (nzl ~3}
m. ^ , \ m \ , \ m-3

n-l-t-g} fn-l-g} fn-T. -s-q
m ; \m/ \ m-s

Preuve. Une lecture plus fine des correspondances des theoremes 3 et 4 permet de constater
que ces deux parametres sont effectivement transportes aux triplets de chemins deux a deux
disjoints. D

Enfin, notre correspondance traduit de fagon naturelle la propriete d'alternauce des permu-
tations de Baxter.

3 Les permutations de Baxter alternantes

Notre correspondance nous permet de retrouver un resultat du a R. Cori, S. Dulucq et X. Vien-
not [3j.

Theoreme 6 [3] Le nombre de permutations de Baxter altemantes sur [2n +^] ou ^ 6 {0, 1}
est

Cn+S-Cn

ou c" = (^T^T-

Preuve. Rappelons tout d'abord qu'a une permutation alternante correspond un arbre
binaire croissant (ou decroissant) quctsi-complet. En particulier, a une permutation de Baxter
alternante sur [2n] correspond un arbre binaire croissajit [resp. decroissant] complet auquel il
mdnque lafeuille gauche [resp. droite] extreme tandis qu'a une permutation de Baxter alternante
sur [2n + 1] correspond un arbre binaire croissaat complet auquel il manque les deux feuilles
(gauche et droite) extremes et un. arbre binaire decroissaht qui lui est complet.
De plus, un couple d'arbres binaires quasi-complets, du fait de leur qucLsi-completude, constitue
un couple d'arbres jumeaux. Ainsi, les permutations de Baxter alternantes sont en bijection
avec les couples d'arbres binaires complets, et nous obtenons Ie resultat annonce. D

La figure 7 illustre cette correspondance en la developpant (ce qui est inutile pour Ie resultat
ci-dessus) jusqu'au triplet de chemins pour constater que Ie second chemin a une forme fixe (en
escalier). On retrouve naturellement par ce passage les mots de Dyck codant les arbres binaires
croissant et decrolssant associes a la permutation de Baxter altemante.

>reuve du theoreme 2. Ce resultat est analogue a celui du theoreme 1. En efFet, aux
permutations de Baxter altemantes sur [2n + S] ayant i minima a gauche et s maxima a gauche
correspondent deux mots de Dyck debutant exactement par i et s-1 lettres z (ou deux arbres
binaires jumeaux dont les branches gauches out respectivement t et s- 1 sommets). Ces objets
sent enumeres pcir les "ballot numbers" [9], ce qui nous donne Ie resultat. D
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283417611 9 10 5

Figure 7: D'une permutation de Baxter alternante au couple de chemins de Dyck.
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Theoreme 7 Le nombre de permutations de Baxter alternantes TT sur [2n + ̂ ] ayant i minima
a gauche, s maxima d gauche, p = md^Tr) et q = dd^v) est

f2n+6-i-p-l>

n-z-p

Preuve. C'est une consequence directe du theoreme 5 pour les permutations de Baxter
alternantes. La formule se deduit de 1'enumeration des chemins de Dyck selon les hauteurs
initiale et finale. Q
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