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Resume

Dans cet article, nous developpons la technique classique de 1'etude des polyominos
parallelogrammes a I'aide de differences de diagrammes de Ferrers. Grace a une bijection
entre les couples de chemius du plan et les polyomiaos parallelogrsmunes, nous en dedui-
sons la serie generatrice de ces objets selon les parametres largeur, hauteur et nombre de
coins. Cette fonction generatrice fait apparaltre de nouveaux q-analogues de fonctions de
Bessel faisant intervenir a la fois g et i, nous conduisant a nous placer dans un anneau
de series fonnelles adequat.

Abstract

We extend and apply the classical technique of difference of Ferrers diagrams to the study
of parallelogram polyominoes. Combining the extended technique with a bijection bet-
ween pairs of paths allows us to obtain generating function for parzdlelogram polyominoes
according to height, width, area and number of corners. The generating function uses new
g-BesseI functions involving q and ̂ . We are thereby led to the consideration of a special
formal power series ring well adapted to our work.

1 Introduction

Nous nous pla^ons dans Ie plan TT= Z x Z. On appeUe cellule un carre unitaire de T.
Un polyomino est la reunion connexe de cellules en nombre fini sans point d'articulation,

c'est-a-dire dont 1'interieur est egalement conaexe . Les polyominos sont deiims a. une trans-
lation pres. Les parametres les plus etudies sur ces ob jets sont I'aire, la hauteur, la largeur.
L'aire d'un polyomino est Ie nombre de cellules qui Ie composent. Sa hauteur est la difFerence
d'ordonnees des points les plus au Nord et les plus au sud. Sa largeur est la difference d^abs-
cisses des points les plus a. I'Est et les plus a I'Ouest. La hauteur d'une colonne est Ie nombre
de cellules qui la composent.

Un polyomino parallelogramme est defini par deux cheiiuns sans point d'intersection, ayant
meme engine et meme extremite, et ne contenant que des pas Nord ou Est (voir figure 1).
Le chemin com.men$ant par un pas Nord est appele bord superieur, celui commen?aiit par TUI
pas Est est appele bord inferieur. Un double pas Nord-Est sur Ie bord superieur du polyomino
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est appele un corn superieur. Un double pas Est-Nord sur Ie bord inferieur du polyomino est
appele un coin inferieur. Le perimetre ou perimetre de lien d'un polyomino est la longueur
de son bord. Enfin, Ie perimetre de site d'un polyomino est 1c nombre de cellules adjacentes
par un segment a son pourtour (voir figure 1).

largeur

hauteur \hauteur

base

aire = 11 hauteur = 5
largeur = 4 perimetre = 18
p^rimfetre de site = 14
coins superieurs = 3
coins inf^rieurs = 3

largeur

aire=21 hauteur=5
largeur = 7 perimetre = 24
p^rimStre de site = 20
coins sup6rieurs = 3
coins inferieurs = 0

Figure 1: Un polyomino paraUelogramme et un polyomino tas

Un polyomino parallelogramme de base v est un polyomino parallelogramme dont Ie bord
inferieur commence par v pas Est suivis d'un pas Nord.
Le polyomino a, gauche dans la figure 1 est un polyomino parallelograiiune de base 2.

Un polyomino tas est defini par uae suite unimodaJe d'entiers non nuls, c est a, dire crois-
sante jusqu'a un certain rang puis decroissante. Le polyomino tas correspondant est obtenu en
attachant les colonnes de hauteur n; de la droite vers la gauche, de maniere a faire colndder
leurs bords inferieurs (voir figure 1).

Les polyominos parallelogrammes enumeres selon Ie perimetre par Polya [IS], Kreweras [l6],
Delest, Gouyou-Beauchamps et Vauquelin [6]. Seloa 1'aire, on retrouve Polya et Gessd et
egalement KIarner et Ri vest [15].

Puis, Delest et Fedou [4] en considerant simultanement I'alre et la largeur ont fait appa-
raitre des q-ana]ogues des fonctions de Bessel dans cette enumeration. Les resultats precedents
furent alors prolonges par Lalanne sur une nouvelle dasse de polyominos qu'il a introduite, les
polyominos parallelogrammes a. franges [17]. Plus tard Bousquet-Melou [3] en utilisant ega-
lement des q-analogues dans 1'enumeration a rajoute Ie parametre hauteur. Une litterature
importante existe sur Ie q-calcul et les q-series. Le q-calcul joue un role preponderant dans des
domaines aussi varies que 1'analyse, la theorie des aombres et la physique comme Ie presente
I'ouvrage d'Andrews [l] sur les q-series, leur developpement et leurs applications. Le lecteur
trouvera dans [2] des elements d'introduction a. ces notions.

Recemment, Dubernard a propose une caracterisation de la fonction generatrice des poly-
ominos parailelogrammes selon la largeur, 1'aire et Ie noaabre de coins superieurs [7]. Parallele-
ment a. nos tra\-aux Dubemard et Dutour [8] en ont trouve une formule exacte. Hs ont obtenu
ces resultats en resolvant une q-equation obtenue en utilisant une grammaire d'objet [9], c'est

I?
^
^
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a dire en decomposant de majiiere recursive les objets manipules a 1'aide d'un nombre fim
d'operations.

D existe deux approches pour 1'enumeration des polyominos para-llelogrammes.
"La'premiere'flS, 4, 3] s'appuie sur la methodologie de Temperley [19] et consiste a decom-

poser'le'poTyominoen colonne ou en Ugne. EUe aboutit a des fonctions generatrices de type
Ji/Jo selon les parametresque I'on etudie. ^ __, _,. ".. :. _..,i

Ladeuxieme approche [18, 12, 11] par differences de diagrammes de Ferrers n'aboutit qu'a
des equations faisant intervenir g et - sans jamais arriver a Ji/Jo.

Nous montrons ici que cette deuxieme approche conduit a une solution Ji/Jo faisant iDter-
venir g efi et necessitant de ce fait 1'introduction d'ua anneau de series formeUes particuUer.
Nous proposons une approche bijective pour retrouver et generaliser ces resultats. Dans un
premier temps nous decrivons une bijection entre des couples de chemins de TT et des couPles
constitues d'un polyomino parallelogramme et d'UH autre couple de chemins de T. NOUS mon.
trons que cette bijection conserve les parametres : largeur, hauteur, aire, hauteur de certaines
colonnes, nombre'de coins superieurs et nombre de coins inferieurs. Dans un deuxieme temps,
nous'mterpretons combinatoirement des q-analogues des fonctions de^Bessd paj- des couples
de chemin's du plan. Nous decrivons un cadre algebrique dans lequel les series en g et ̂  ont
un sens. . .. , ,

Nous proposons ensuite une demonstration combinatoire directe de resultats
a ceux de Delest et Fedou sur 1'enumeration des polyominos parallelogrammes en fonction
de T'aire et de la largeur en rajoutant les parametres hauteur, hauteurs de certaines colonnes
et DMnbres de coins. Dans cette partie, nous nous inspirons des methodes utmsees daas les
travaux de Flajolet [11] sur ce qu'il appdle les festons de Polya. Nous en deduisons la serie
generatrice des"polyominos parallelogrammes a franges et la serie generatrice des polyominos
Fas. Enfin, nous adaptons cette demonstratiou pour obtemr la serie generatrice des polyominos
parallelogrammes de base donnee.

2 Definitions et notations

a. Fonctlons de Bessel et q-analogues

N'ous donnons dans ce paragraphe les definitions et notations que nous utiliserons par la suite.
Nous rappelons tout d'abord les notations usuelles en q-calcul :

. (a;g)n est Ie produit 0^(1 - ag*-1) et (a;?)o = 1.

. (?)n = n?=i(1 - 9')' (?)" est lecriture simpUfiee de {q;q)n

. (y?)n = n?=i(1 - y?')' (y?)n est recritul"e simplifiee de (yg;g)n
Les fonctions de Bessel sont des fonctions tres souvent utiUsees en Analyse. EUes appa-

raissent'lors'd7la resolution d-equations aux derivees partielles, surtout lorsque les variables
sont separees, et egaJement dans des integraJes definies.

La fonction de Bessel d'ordre v est definie par
f0l2n+f^(, ) = y- (-l)n(:c/2^JU{I}=^' "1("-1/)!
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Puis des q-anaJogues des fonctions de Bessel ont permis d'enumerer certains types de
polyominos. Trois prindpaux q-analogues ont etc etudies; ils sont de la forme

^(^;?)=E(-l)n^
.n+i/

n>0 (g)n(g)
^velN

n+v

Ismail [14] ainsi que Gessel et Stanton [13] manipulent cette formule avec

a, =l et an = ?"('1-1'

tandis que Fedou [5] et Lalanne [17] la manipulent avec
^n+i/+f\

an=q^ 2 ;

Dans cet ajtide nous proposons de travajller avec d'autres q-anaIogTies des fonctions de
Bessel.

L'idee est de remplacer dans les q-analogTies des fonctions de Bessel usuels Ie denominateur
[n]!2 par ((yg; g)n(g 1; g-l)n). Pour uQe valeur de g donnee (differente d'une radne de 1'umte),
on pent passer de Jy(T; g) a ceux que nous proposons, en rempla^ant,

-^
l-qk

par

-Y- pour A= 1 a n

Au sens des series fonnelles ce passage n'a pas de sens.

Definition 1 Les q-analogues desfonctions de Bessel utilises dans cet article sont les suivants

Jo(x^q) = s:o(g-l^(^)n
^n+. -l^n+. -l

J^{x, y;q) = ^T^T
n>l (9-l)n-l (yq)n+^-l

pour v   IN'

Ces q. analogues font intervenir des termes en get en ̂ , nous devons done nous placer dans
un cadre different de celui communement utilise dans la manipulation des series formeUes,
c'est a dire A' [[ a:, y, g,... ]], ou K est un anneau.

Nous fournissons id un cadre algebrique dans lequel les deiix egalites suivantes sont va.-
lides :

(l)r^=E/n^n ^vecy^1
(n) -=T^-
WT^T=z-n^

n>0
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Remarquons tout d'abord que Ie corps des fractions de($ [[z ]] , c'est a, dire I'
series fonnelles sur 1'alphabet {q] a. coefRcients dans Q, est I'anneau des series de
q a coefEdents dans d?, soit

anneau des

Laurent en

En particulier,

^ [[9]])={E^n9" , no Z, ^ <9}
n>no

^C9[[l]])={Ea"9n'n° z. a" <!5}
n<no

Considerons 1'anneau 7{Q [[ ̂  ]] ) [[ x, y}} = E.

9fcn   ^-(<S? [[ ̂  ]] d'ou ̂ ynqkn^E
n>0

Lemme 1 Soit A un anneau, dans A[[z]] , ona :

si a £ A alors (1 - az)-1 =J"anzn
n>0

1. Prenons A = J='(<Q [[ ̂  ]] et 2 = y alors

qeAet T^ = ? yn qn 6 J'(<I? ^]1) [[yll  £
n>0

2. Prenons A=d3 et 2 = g-I alors

rlT =E^^[[^] eJ-W[[^]])eE
9 n>0

Dans 1'espace f{Q [[ ̂  ]] ) [[ x, y}} , c'est a. dire 1'anneau des series formelles sur {z, y} a,
coefficients dans 1c corps des fractions de 1'anneau des series formelles sur {1} a coeffidents
dans Q , Jo et Ju ont un sens.

b. Chemins du plan

Cheinins. On note C la classe des chemins de v qui sont soit vides (t'. e. reduits a, un point)
soit constitues d'une suite de pas elementaires Nord ou Est, commensant en (0, 0) et dont Ie
dernier pas est un pas Est.

Lvaire d'un chemin de C est Ie nombre de carres unitaires compris entre Ie chemin et 1 axe
des x. La largeur du chemln est 1c nombre de pas Est et la hauteur Ie nombre de pas Nord
(voir figure 2).

On note C^ la classe des chemins de C de largeur n.

Proposition 1 La serie generatrice des chemins de C-n, (n ̂  0) comptes suivant la largeur
x, la hauteur y et I'aire q, est :

5G^(i, y, g)=
(y?)r

(D
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(0,0)

Un chemin de C@
aire = 14

largeur = 6
hauteur = 6

Figure 2: Un chemin de C

Preuve. On definit un chemin c de Cn comme une suite de pas w;, soit c = w-iwy . . .w.n ou w,
appartient a {£, N} ou E represente un pas Est et N un pas Nord. On pent done ecrire c sous
la forme c = N^EN^E . .. N0kE ou A-   IN, Vi e [1, A;]. Le chemin forme un empilement
de bandes horizontales. Pour chaque bande horizontale de largeur a et de hauteur /9, si 1'aJre
est representee par la puissance de la variable formelle q et la hauteur par la puissance de la
variable formelle y, on compte ga<? et y13.
Pour une bande de largeur donnee a, on a

1 + yga + y2 g2a + y3 ?30 . . . =
i-y?0

En considerant toutes les largeurs possibles jusqu'a n, si on represente la largeur du chemin
par la puissance de la variable formeile a;, on a

(l-yg)(l-yg2) (1 - ygn) ~ (yg)n

Nous avons montre que SGc» = xn/(yq)n D

Nous utilisons dans la suite un coroUaire de cette proposition, ou 1'on s'interesse unique-
ment a 1'aire es. la comptant negativement, c'est a dire par 1/q, Ie resultat (1) devient,

Corollaire 1 La serie generatrice des chemins de Cn comptes uniquement suivant I'aire 1/q

est: " . ,. 1
5GcJi, l, 9-l)=^rr^ (2)

On note Cl la classe des chemins de C dont Ie premier pas est un pas Nord, et C\ la dasse
des chemins de CI de largeur n. Le chemia vide n'appartient pas a. C1.

....-...^....^... t... I.

Un chemin de C^

(0,;0)
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Remarque. La serie generatrice des chemins de C\ (n > 0) comptes sui^-ant la largeur x, la
hauteur y et 1'aire q est :

SGc^x, y, q)=
I"yg"
(y?)n

(3)

Preuve. En terme de chemin, un pas Nord pour commencer, entraine que 1'on a au mains une
Ugne de largeur n ou ra est la largeur du chemin (voir la partie hachuree de la figure). Ce qm
entraine la multiplication par y qn dans la serie generatrice SGc^- [=1

Remarque. On retrouve la fonction generatrice dassique des diagrammes de Ferrers. Et,
on obtient egalement tres simplement la fonction generatrice de la dasse des polyominos tas,
notee PT.
Soit VTn la classe des polyominos tas de hauteur n (n > 0). Un tas est generaJement repr^-
sente par un chemin c de TT constitue d'une suite de pas w;,

C = W-iW-i . . -Wn, tel que w, 6 {AT, ^, S}

ou N rspresente un pas Nord, E un pas Est et 5 un pas Sud. Plus precisement, c s'ecrit

c = NNhEN'hE- . . N0kES^---ES'nES^lS^
Cl

ou A-   ̂ . vi   [l'fc] et ^   JDVr' v^   Il'/] avec S'/3t = ^'7-''-
Si on pose Ci = NN^EN^E .. .N'3" et c; = £5^ ... £^£^'5, alors c = ci. cz.^Avec ci
un chemin de Cl de largeur n et c; un cheniin de C de largeur n - 1 dont on prend 1'image
mlroir par rapport a 1'axe des x. Alors c definit un polyomino tas touroe de 90°.

Par consequent, la serie generatrice des polyoininos tas, dans laqueUe la piussance de la

variable formeUe x est la hauteur du tas, la puissance de la variable formeUe y la largeur du
tas et celle de q son aire, est

SG-pT^. y, '!} = SGc^z, y;q)xSGc^(l, y;q)
xnyqn

SG^X^ = (^(V^-,
SG-pr[x, y, q) = 1+^

xnyqn

n>l (yg)n(yg)n-i

Couples de chemins. La classe des couples de chemins de C de meme largeur est note T>.
Dn est la classe des couples de diemins de Cn. Le couple de chemins reduit a un point sera
note e. ..._...

L'aire d'un tel couple (a, 6) de chemins se calcule comme la difference des alres de a et
de 6 [II], autrement dit, en comptant 1'aire de a positivement et 1'aire de b negativement. La
hauteur. dv. couple de chemins est la hauteur du chemin dont I'aire est comptee positivement,
la largeur est la largeur communes aux deux diemins.

On definit PI/, ou v est un entier strictement positif, comme la classe des couples de diemms

de\r dont I'un des chemins commence par u pas Est et 1'autre par au mains un pas Nord. Et,
V^.. est la classe des couples de chemins de V qui sont de largeur n+i/ ("^ 0). Le couple
reduit a un point n'appartient a. V.
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(0,0)

Couple de D^

(0,0)

Couple de DQ

(0, 0)

Couple de D^

3 JQ, J\ '. une interpretation combinatou-e

Nous nous interessons dans cette section aux couples de diemins appartenant aux classes P
et I>1 definies d-dessus.

Proposition 2 La serie generatrice des couples de chemins de V comptes suivant la largeur
i, la hauteur y et I'aire q est JQ.

Preuve. Ce resultat decoiile des resultats 1 et 2, en comptant 1'aire d'un des deux chemins
negativement, en accord avec la definition de 1'aire d'un couple de chemins deilnie precedem-
meat.

SGv^, y, q)=SGcn{x, y, q)xSGcn{l, l, q-1} = (g-i^(y^
d'ou ^<?7>(i, y, 9)=E7^T

n>0 (9-l)n(y9)r
= Jo(x, y, q)

Proposition 3 La serie generatrice des couples de chemins de V1 comptes suivant la largeur
x, la hauteur y et I'aire q est Ji.

Preuve. Ce resultat decoule des resultats 2 et 3. On considere un chemln de Cn_i , pour etre
sur d'avoir un pas Est comme premier pas du chemin dont 1'aire est comptee negativement.

SG-pi [x, y, q) = SGc^x, y, g) x 5G^_, (1, 1, q~i) =-^ - a:"ygn

(g-l)n-i(y?)n

d'ou SGy{x, y, q} = ^ ̂ _^2 y (\. ^ = .7i(a;>y;9)
in-K. yy^n

xnyqn

n>l

4 Polyominos parallelogrammes

^'ous nous interessons dans cette section a, la classe des polyominos parallelogrammes non
reduits a. un point, notee PP. Nous montrons de fa^on purement bijective que la serie gene-
ratrice des polyominos parallelogTammes comptes suivant la largeur a;, la hauteur y et 1'aire
g est Ji/Jo dans 1'espace ̂ Q [[ ̂  ]] ) [[ a;, y ]] .
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Proposition 4 Si (pi, ps) e5( un couple de chemins qui verifie les proprietes suivantes

(i)(p^p2)ev1
(ii) p-i et pi ne s'intersectent pas, hormis d I'origine

a/ors (j»i, j?2) definit un polyomino pamllelogramme

Preuve. Remarquons tout d'abord que (pi. pz) 6 P1 done que les chemins soat de meme
largeur. Pour retrouver les deux chemins (bord superieur bsup et bord inferieur bin f} de la
definition, il suffit de preadre bsup = pi et bin f = p2 "/ll-/>2 ou n represente un pas Nord et

h-i (respectivement h-z) la hauteur du chemin pi (respectivement p;)- D

Notations : Soient di eT>1, pp   PP etd EV
Pour d-i, on note la largeur l^, la hauteur /ii et 1'aire ai.
Pour pp, on note la largeur Ipp, la hauteur hpp et 1'aire app.
Pour rf, on note la largeur /, la hauteur h et 1'aire a.

Nous montrons qu'il existe une bijection / de 2?1 dans PT> x 27 qui conserue les parametres
largeur, hauteur et aire, en ce sens :

lpp=h-l
/ICT, = AI -/l

a?p = ai - a

Figure 3: Les deux configurations possibles pour <fi

Definissoas /. Soit <fi 62?1 , di = (ci, C2). En considerant les deux cas, illustres sur la
figure 4, on definit /(di) = (pp, d) de la fagon suivante :

1 : si ci et C2 ne se coupent qu'a, 1'origine, Ie couple (ci, C2) deiinit un polyomino parallelo-
gramme (c/. definition 4). On definit alors /(di) = (pp, e) et les parametres hauteur, largeur
et aire sont conserves (Ai = App, /i = ^pp, ai = app).

2 : sinon, soit / (/^ 0) Ie point d'intersection de ci et de ci qui se trouve Ie plus pres de
1'origine 0. On decoupe chaque chemin de di en deux sous-chemins, (dci, /ci) et (dc^fc-i},
de telle sorte que :

- dci et dc; aient pour origine commune Ie point 0 et pour extremite commune Ie point I
- /ci et /C2 aient pour origine commune Ie point /
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- /ci (resp. /C2 ) ait pour extremite I'extremite du cheinin ci (resp. cz)

(a, ). Considerons (dci, rfc;). C'lest un couple de chemins allant de 0 en 7 (done, ayant meme ori-
gine et meme extremite), qui ne possedent pas de point d'intersection et qui ne sont constitues
que de pas Nord et de pas Est. Par defiiiition, ils definissent un polyomino parEdlelogramme.
On pose pp = (dc-i, dct).
(b). Considerons (/ci, /Cz). C'est un couple de chemins ayant meme origine I qui se terminent
tout deux par un pas Est et dont leurs extremites ont meme abscisse (par defiiution de P );
/ciet /C2 sont done de meme largeur. Par defiiiition de D, on pent affirmer que (/ci, /c;)   P.
En posant d = (/Ci, /C2), on definit alors /(^i) = {ppi d). Les parametres hauteur, largeur et

aire sont conserves (/ii = hpp + h, l^ = lpp+ 1, ai = Oyp + a).

Proposition 5 L'applicaiion f est une bijection entre les couples de chemins de P1 et les
couples formes d'un polyomino parallelogramme et d'un couple de chemins de V qui conserve
les parametres hauteur, largeur ei aire.

Preuve.

Definissons /-1 : on pose pp   PP, avec pp = (pi, p-z) ou pi est Ie bord superieur de pp et
pi Ie bord inferieur de pp et d= (ci, c;).
En considerant les deux cas illustres sur la figure 4, on definit f {ppi d} = {c[, c;) de la. fa^on
Stu\-ante :

1 ;si d= c, on api = en0 1 e . . . ena* et on pose p; = en0 1 e . . . enak-1 e, c'est a dire que p^ est

Ie chemin inferieur de pp sans ses derniers pas Nords. On a alors (pi, p'^)   'D1 car :
- pi commence par un pas Nord et fini par un pas Est
- p2 < commence par un pas Est et fini par un pas Est

On a montre que /-l(pp, c) = (pl, ?;)   2>l.

2 : sinon, on a ^ = pi.ci et  3 
= p2 -C2- Ou, 1'opera. tion ". ", concatenation sur les chemins

est equivalente a, 1'operation concatenation dans Ie monolde libre sur X = {e, n}, ou la lettre
e represente un pas Est et la lettre n un pas Nord.
Caracterisons (c^c^) :

- pi et p2 a-yant meme origine alors c[ et c'g ont meme origine
- pi commence par un pas Nord alors c[ commence par un pas Nord
- p-i commence par un pas Est alors c^ commence par un pas Est
- Soit / la largeur de pi et de pi et k celle de ci et de  3, alors de part leur construction

c[ et c; sont de largeur / + k. Done, c; et c; sont de meme largeur.
- Enfin c\ et ci se terminent par un pas Est done c\ et c^ se tenninent aussi par un pas

Est.
Les proprietes que 1'on vient d'exhiber sur c^ et c^ nous permettent de conclure, compte tenu
de la definition de Pl, que Ie couple {c^c'y) 6 PI.
On a montre que /-l(pp, d) = (c'l. c^)   P1. On pose di = (c^c;). Les parametres hauteur,
largeur et aire sont conserves (/?pp + h = hi, Jpp +/ = fj, app + a = ai). D
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mustration de la bijection f :'D1 -^-PP xD

Corollaire 2 J\ = SG-p-p X Jo

5 Polyominos parallelogrammes de base v

On s'interesse maintenant a la dasse des polyominos parallelogrammes de base i/ (i/ > 0),
notee PV et a. la dasse des polyominos parallelogrammes de base superieure ou egale a, v,
notee PT>^V

Proposition 6 La serie generatrice des couples de chemins de Vv comptes suivant la largeur
x, la hautevr y et I'aire q est Jy.

Preuve. Nous exprimons la serie generatrice des couples de chemins de Z'" en terme de series
generatnces sur les chemins que nous connaJssons,

SGv^x, y, q)=SGc^x, y, q)xSGc^{l, l, q~l)=-^-y1-^- pour n^v^l
ln-v\yl {Jn

^.n+r-1 y gl+r-1
d'ou SG-D-{i, y, q} = ^ ^_^ ^ --=^(i, y;g)

n>l (?-l)n-l(y9)n+f-l

Proposition 7 Soit f la bijection definie dans la section 4 telle que f(d'} = {pp, d). Alors
les deux propositions suivantes sont equivalentes :

1. d'   Z?"
2. pp est un polyomino parallelogramme de base superieure ou egale d v.

Preuve.

(1 ^ 2) On ay ^ 1 done V C'D1, on peut done appliquer la bijection /. Et si f(d1) = {pp, d)
avec /(d/) 6 V" Ie bord inferieur de pp commence par au mains v pas Est et son bord superieur
par un pas Nord. Done pp est un polyomino parallelogramme de base superieure ou egale a,
V.

(2 ===> ^) Soient <f = (^1, ^2) st PP = (PiiPz)- PP est un polyomiao parallelogramme tel que
son bord inferieur commence par v pas Est et son bord superieur par un pas Nord. On a done
bien d' = {p^. d^pi. d-i) 6 ^". a
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Corollaire 3 J,, = SG-pp^u x Jo

Corollaire 4
1. La serie generatrice des polyominos parallelogrammes de base superieure ou egale d v
(v ^ 1) comptes suivant la largeur x, la hauteur y et I'aire q est

J.
Jo

2. La serie generatrice des polyominos parallelogrammes de base v (v >, 1) comptes suivant
la largeur x, la hauteur y et I aire q est

I/ - «/1y+l

Preuve. La premiere partie du corollaire est evidente. Montrons la deuxieme partie :

y ^ ^(jr-p'p'^v X

Jy+1 = .S'<Jp7>S("+i) x *^0

Ju ~ Jv+i = [SG'pp^u - SGpp^(u+i)} x JQ
Jv - Ju+\ = SG-p-p" x Jo

6 Extension des formules a de nouveaux parainetres

Pour alleger les ecrit-ures, nous n'avons pas considere d'autres parzLmetres que la largeur, la
hauteur et 1'aire. Ainsi, les demoastrations et les formules ont ete rendues plus lisibles. Mats
d'autres parametres sont conserves par la bijection / decrite dans la section 4, en particulier :

- les hauteurs de la premiere et de la deraiere colonnes,
- Ie nombre de coins superieurs
- et Ie nombre de coins inferieurs du polyomino parallelogramme.

Definition 2 Les q-analogues JQ et J^ des fonctions de Bessel s expriment en fonction des
variables x, y, s, v, f, s, g c/e /a fagon suivanie :

, zn((l-f)yg;^((l-5)g-l;g-l)n-iJ^y^t^ = S/ "~"T^-nlM^
n>0

J^(x, y, z, v, t, s, q) = ^
n>l

xnyz ((1 - f. )yg; g)n-i ((1 - 5)9-l;9-I)n-2 ?"
(vg-I)n_i (yg)n-i(l-y=gn)

a. Les hauteurs

La hauteur de la premiere colonne da polyomino parallelogramine est donnee dans la fonction
generatrice par la puissance de la \-ariable formelle ;. La hauieur de la demiere colonne du
polyomino parallelogramme est donnee dans la fonction generatrice par la puissance de la
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variable formelle y mains la puissance de la variable formelle v. Pour rajouter ces parametres,
il suffit de faire quelques remarques.

Hauteur de la premiere colonne. La hauteur de la preiniere colonne d'un polyomino
paraUelogramme (comptee par z) correspond a la hauteur du premier pas Est dans Ie chemin
compt6 positivement dans Ie couple de chemin de Pl . On obtient aisement,

SGc^{z, y, z, q)= xn y zqn
(yg)n-i(i-^g")

D'ou SGy{x^y^il) = Ji(x, y, z, q) La bijection / definie dans la section 4 conserve la
hauteur de la premiere colonne en ce sens que ce parametre se transmet simplement du
couple de chemins de V1 au polyomjno parallelogramme. D'ou

^^, y,., l, l, l, g)=^'y'z'9)
Jo{z, y, q)

Hauteur de la derniere colonne. La puissance de la variable formelle v represente la
hauteur du demier pas Est du chemin compte negativement dans un couple de chemins de TT.
D apparalt dairement que compter v dans un couple de chemin revient a. remplacer la variable
y par la variable v dans Ie chemin compte negativement. D'ou

SGy{x, y, v, q) = ^SGc^x, y, q)xSGc^(l, v, q-l)=J, {x, y, v, q)
n>l

SG-p(x, y, v, q) = ^ SGc^x, y, q) x SGc^l, v, q-1) = Ja(x, y, v, q)
n>0

Nous devons differencier les deux cas consideres dans 1'elaboration de la bijection / vue
en section 4 selon si Ie chemin de P est reduit a. un point ou non.
Un chemin dj de ̂  est soit un polyomino parallelogramme ppi soit un polyomino paralle-
logramme pp suivit d'un chemin d de V. Au niveau de la variable v, dans Ie premier cas sa
valeur se transmet simplement de d-i a, ppi. Dans Ie second cas la puissance de la variable v
en d-i sera egale a. la valeur de la puissance de u en <f plus la hauteur du polyomino, soit la
puissance de la variable y. Ce qui se traduit en terme de series generatrices par,

Jl(x, y, l, v, q)=SG-p-p(x, y, l, v, q)+SG-p-p{x, yv, l, l, q)x Jo(x, y, l, v, q)

On en conclut que

SG-pT>{x, y, l, v, q) = Ji(x, y, l, v, q)-SG-pT(x, yv, l, q)x Jo(x, y, l, v, q}
Ji(.c, y, 1, v, 9) Jpfi, yy, 1, 1, ^) - J^x, yv, 1, 1, g) Jo(z, y, 1, u, g)

Jo(x, yv, l, l, q)
SG-pp{x, y, v, q>) =

b. Les coins

Nous prolongeons notre interpretation combinatoire des JQ et Ji en rajoutant deux nouvelles
variables formelles ( et s dont les puissances s'interpreterons comme Ie aombre de coins
supen'eurs et Ie nombre de coins inferieurs sur les couples de chemins du plan s-.
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Nous reprenons les resultats principaux enonces dans les sections precedentes et nous les
etendons.

Pour alleger les ecritures, nous ecrirons dans ce paragraphe 5'G'Cn(a:, y, (, 5, g) au lieu
de SGc^x, y, l, l, t, s, q), et de meme pour SGc^(x, y, t, s, q), pour Jo(i, y, t, 5, g) et pour
J^x, y, t, s, q).

Proposition 8 (Extension de la proposition 1)
i) La serie generatrice des chemins de C^ (n > 0) comptes suivant la largeur x, la hauteur y,
Ie nombre de coins superieurs t, Ie nombre de coins inferieurs s et I'aire q, est :

SGc^z, y, t, s, q)=
z" (1 - (_1 - ^n)_((_l - ^_)yg:g)n-i

(y?)n

ii) Lc serie generatrice des chemins de C\ (n > 0) compies suivani la largeur x, la hauteur
y, Ie nombre de coins superieurs t, Ie nombre de coins inferieurs s et I'aire q, est :

^xnyqnt((l-ts)yq;q)n-i
SGC^y^q)=~-~y^~

Preuve.

Considerons les coins superieurs:
1 : Un cheinin de C forme un empilement de bandes horizontales. Si Ie nombre de coins
superieurs est represeate par la puissance de la rariable formelle f, I'aire par la puissance de
la \'ariable formeUe q et la hauteur paj la puissance de la variable formelle y, pour une bande
de largeur donnee a, on a

1 + yqat + y2 ?2^ + y3 93Qf... = l + ^-^-
En considerant toutes les largeurs possibles jusqu'a n, si on represente la lajgeur du chemin
par la puissance de la variable formelle i, on a

v^ . ^. , v^ , __^Ai-(i-Qmt -1

^+^), (i+^:^)..., (i+.^:^)=, "n
l-yq/~^ 

' 

1-yq2 ' ~v* ' 

1-y?n' ~ ,x,11=1 i-y?1

d'ou SGc^(x, y, t, l, q)=

2 : Pour un chemin de Cl

xn((l-t)yq;q}n
[yq)n

^, =x"(l+^)(l+^)... (^^)
-" - ^ . l-yp^- . \-yq'i' vl-ygn

Le dernier terme est different de 1 + (yg"/)/(l - yg") car on est sur d'avoir au mains une
bande de largeur n. Done on n'a pas a considerer Ie terme "+1 qui represente Ie vide,

xnyqn1 n-1 yi't
par consequent, SGc^x, y, t, l. q) = ^^^ H 1 + -^-^

2=1

^_xnyqni((l-t)yq:q)n^
'ou, SGci{x,y, t, l-, q)=

'" {V<l)n
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ConsMerons les coins jnfeneyrs:

1 : Dans un diemin de C\ si I'on a (* et sj alors i = j + 1. D'ou

SGc^x, y, t, s, q)=
xn y qn t ((1 - ts)yq; q)n-i

(y?)n

2 : Dans un chemin de Cn commensant par un pas Est, si 1'on a f et s-1 alors t = j.
Or, SGc^ = x SGc^_i + SG^ done,

SGc^{x, y, t, s, q) = x

SGc^x, y, t, s, q) =

.n-1 ((l-^)yg-, g)n-l xnyqn t((l-ts)yq;q)n^
(yg)n-i ' (y?)n

xn(l-(l-t)yqn )((l-ts)yq;q)n^
(yi)n

Cette proposition nous donne les diagrammes de Ferrers avec les coins et on obtient egalement
la fonction generatrice des polyominos tas en fonction de la hauteur x, de la largeur y, de 1'aire
q, du nombre de coins Est-Sud sur Ie chemin descendant t et Ie nombre de coins Est-Nord sur
Ie chemin montant s, notee PT,

SG-pT{x, y, t, s, q) = SGc^x, y, t, l, q}xSGc^{l, y, l, s, q)
xn y qn t((l - t)yq; q)n-i ((1 - s)yq; q)n^

(y?)n(y?)n-iSG-pT{x, y, t, s, q) = 1+^
n>l

Proposition 9 (Extension des propositions 2 et 3)
i) La serie generatrice des couples de chemins de V comptes suivant la largeur x, la hauteur
y, Ie nombre de coins superieurs t, Ie nombre de coins inferieurs s et I'aire q est Jo{x, y, t, s, q)
ii) La serie generatrice des couples de chemins de V1 comptes suivanl la largeurx, la hauteur
y, Ie nombre de coins superieurs t, Ie nombre de coins inferieurs s et I'aire q est Ji{x, y, f, 5, q).

Preuve.

i) On calcule SG-D^X, y, f, s, g) = 5G^(i:, y, t, 1, g) x SGc^l, 1, 1, 5, g-1) pour (n ̂  0)
ii) Oncalcule5G^(z, y, f, 5, g)=5G'^(:c>y^»l^)x5G'Cn-i(l, l, l, -s, g-1) pour (n ̂  1) D

Proposition 10 (Extension de la proposition 5) La bijection f definie section 4 con-
serve egalement Ie nombre de coins superieurs et de coins inferieurs.

Preuve. Soieat di = (01, 02) 6 PI, pp   'P'Petd £ I? tels que /(di) = (pp, <f), / conserve Ie
nombre de coins superieurs sur les ob jets en ce sens que Ie nombre de coins superieurs de pp
est egal au nombre de coins superieurs de d\ mains Ie nombre de coins superieurs de d.

Pour les coins inferieurs, nous devons considerer les deux cas decrits dans I?elaboration de
la bijection / et illustres dans la figure 4.
1 : si ci et C2 ne se coupent qu'a 1'origine, Ie couple (ci, C2) definit un polyomino parallelo-
gramme st d =  . Le nombres de coins inferieurs de d-i est alors egal au nombre de coins
inferieurs du polyoinino parallelogramme mains 1. En effet. Ie coin forme du dernier pas Est
du chemin negatif et du premier pas Nord du prolongement (par des pas Nord) du chemin
negatif vers Ie chemin positif constitue un coin inferieur pour Ie polyomino non comptabilise
dans di.
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2 : sinon, Ie nombre de coins inferieurs de pp est egal au nombre de coins inferieurs de d-^
mains Ie nombre de coins inferieurs de d. D

Notations :

Pour rii, on note Ie nombre de coins superieurs t-i et 1c nombre de coins inferieurs s-i
Pour pp, on note Ie nombre de coins superieurs ipp et Ie nombre de coins inferieurs Spp
Pour d, on note Ie nombre de coins superieurs i et Ie noinbre de coins inferieurs 5

Ces parametres sent conserves en ce sens que :

tl = tpp+t

si =
Spp + S S'l d ̂   

- 1 s'i d = e'pp

D'ou, Ji(x, y, t, s, q)= -^SG-p7(x, y, t, s, q')+ SG-pp{x, y, t, s, q) X (Jo{x, y, t, s, q) - 1)
s

La bijection / nous permet done de donner la serie generatrice des polyominos paralle-
logrammes comptes suivant la largeur T, la hauteur y, Ie nombre de coins superieurs t, Ie
nombre de coins inferieurs 5 et 1'aire q :

sJ-i{x,y, i, s, q)
l-s+sJo(x,y, t, s, q)

7 Recapitulatif et Conclusion

Nous avons Ie tableau des correspondances des variables formelles pour un polyomino pe iral-

lelogramme sui\'a. nt :

largeur
hauteur

hauteur premiere colonne
hauteur de la base de la derniere colonne

nombre de coins superieurs
nombre de coins inferieurs

aire

penmetre

perimetre de site

Les derniers parametres perimetre et perimetre de siie se deduisent directement des formules
enoncees, de la fa^on suivante :

SGr-p(x, y, p, q}= SGr-p{xp'2, yp2, q)

et

SG-F-p{x, y, (, s, p, q) = pi SG-p-p{xp1, ypi, -, -, g)
t s

p p

Pour les parametres cites dans Ie tableau ci-dessus. nous avons done donne une preuve bijective
de la serie generatrice des
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- diagrammes de Ferrers (ou v et y sont equivalentes et ou s est toujours a la
puissance 1)

- des polyominos tas (ou x represente la, hauteur du tas, y sa largeur, z la largeur
du sommet du tas, t Ie nombre de coins Est-Sud sur Ie chemin descendant et ̂  Ie
nombre de coins Est-Nord sur Ie chemin montant)

- des polyominos parallelogrammes (nous avons donne des formules separees pour
les hauteurs et les coins, mais il est dair que nous pou vans les considerer ensemble
(c/. enonces des Jo et Ji en fonction de x, y, z, v, t, s, q))

On deduit ajsement de cette derniere formule, la serie generatrice de la classe des polyominos
parallelogrammes a, franges de largeurs (v, A), notee 7777^"' \

SG^^. X) (z, y, z, tj, t, 5, g) = r" y> z> qu> SG-pv{xq>, yqv, z, u, f, 5, g)

Nous retrouvons les resultats sur les polyominos parallelogrammes a franges (r, A)
(A, v+i/^A, i/) trouves analytiquement par J.C. Lalanne [17].

Nous avons montre que J\IJo = SG-p-p ̂ as^s F{Q [[ ̂  ]] ) [[ a;, y ]] . Par ailleurs, les resultats
de Fedou [10] montrent que, dans <3 [[ g ]] [[ a?, y ]], Ie rapport Ji/^o est egalement egal a
SG-p-p.

On pourrait penser que ce resultat n'est iinalement pas surprenant puisque 1'on peut
passer de JQ a Jo par la simple transformation,

-^
(1-^)

1

^^

Cette transforaaation est valide pour toute valeur de q non radne ktme de I'unite. Mais, ce

rajsonnement est errone en ce qui nous conceme. En effet, nous traitons ici de fonctions
generatrices, qui n'ont de sens que relativement a un developpement en series entiere.

Or dans ce cadre la transformation precedente n'a plus aucun sens, et 1'egalite des fonctions
generatrices J\IJQ et J\!JQ est bien enigmatique.

On peut generaliser ce resultat de la maniere suivante :
Soient deux suites de nombres (fln)n N et (&n)n N- Considerons 1'egalite suivante :

,
("+2^

(-1)-^ ^.rn+1
'n-

,n+l.pn+l

n>0 (i7)n(gy)n+i 5anf)7^

sa"
n>0 .

(-l)n7 ("?L ^

ntoun(iL(")"
(g)n(n^n

Legalite numerique est evidente, mais Ie probleme de savoir pour quelles suites cette egalite
est vraie au sens des series formelles ne semble pas evident a resoudre.
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