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Résumé

Dans cet article, nous développons la technique classique de ’étude des polyominos
parallélogrammes a I’aide de différences de diagrammes de Ferrers. Grace a une bijection
entre les couples de chemins du plan et les polyominos parallélogrammes, nous en dédui-
sons la série génératrice de ces objets selon les parametres largeur, hauteur et nombre de
coins. Cette fonction génératrice fait apparaitre de nouveaux g-analogues de fonctions de
Bessel faisant intervenir & la fois g et %, nous conduisant & nous placer dans un anneau
de séries formelles adéquat.

Abstract

We extend and apply the classical technique of difference of Ferrers diagrams to the study
of parallelogram polyominoes. Combining the extended technique with a bijection bet-
ween pairs of paths allows us to obtain generating function for parallelogram polyominoes
according to height, width, area and number of corners. The generating function uses new
g-Bessel functions involving ¢ and ;’1- We are thereby led to the consideration of a special
formal power series ring well adapted to our work.

1 Introduction

Nous nous plagons dans le plan 7 = 7 x Z. On appelle cellule un carré unitaire de 7.

Un polyomino est la réunion connexe de cellules en nombre fini sans point d’articulation,
c’est-a-dire dont l'intérieur est également connexe . Les polyominos sont définis a une trans-
lation prés. Les paramétres les plus étudiés sur ces objets sont 1’aire, la hauteur, la largeur.
L’aire d"un polyomino est le nombre de cellules qui le composent. Sa hauteur est la différence
d’ordonnées des points les plus au Nord et les plus au sud. Sa largeur est la différence d’abs-
cisses des points les plus 2 'Est et les plus 2 I’Ouest. La hauteur d’une colonne est le nombre
de cellules qui la composent.

Un polyomino parallélogramme est défini par deux chemins sans point d’intersection, ayant
méme origine et méme extrémité, et ne contenant que des pas Nord ou Est (voir figure 1).
Le chemin commengant par un pas Nord est appelé bord supérieur, celui commencant par un
pas Est est appelé bord inférieur. Un double pas Nord-Est sur le bord supérieur du polyomino
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est appelé un coin supérieur. Un double pas Est-Nord sur le bord inférieur du polyomino est
appelé un coin inférieur. Le périmétre ou périmétre de lien d’
d’un polyomino est le nombre

de son bord. Enfin, le périmétre de site
par un segment 3 son pourtour (voir figure 1).

hauteur =5
largeur =4  périmetre = 18
périmétre de site = 14

coins supérieurs = 3

coins inférieurs = 3

aire=11

i
;

ccewme

. |hauteur

aee

largeur

aire =21 hauteur =5
largeur =7 périmetre = 24
périmetre de site = 20

coins supérieurs = 3

coins inférieurs = 0

un polyomino est la longueur
de cellules adjacentes

Figure 1: Un polyomino parallélogramme

et un polyomino tas

Un polyomino parallélogramme de base v est un polyomino parallélogramme dont le bord
inférieur commence par v pas Est suivis d’un pas Nord.

Le polyomino a gauche dans la figure 1 est un polyomino parallélogramme de base 2.

Un polyomino tas est défini par une suite unimodale d’entiers non nuls, c’est a dire crois-
sante jusqu’a un certain rang puis décroissante. Le polyomino tas correspondant est obtenu en
attachant les colonnes de hauteur 7 de la droite vers la gauche, de maniere & faire coincider
leurs bords inférieurs (voir figure 1)

[18], Kreweras [16],
Polya et Gessel et

Les polyominos parallélogrammes énumérés selon le périmétre par Polya
Delest, Gouyou-Beauchamps et Vauquelin [6]. Selon laire, on retrouve
également Klarner et Rivest [15).

Puis, Delest et Fédou [4] en considérant simultanément laire et la largeur ont fait appa-
raitre des g-analogues des fonctions de Bessel dans cette énumération. Les résultats précédents
furent alors prolongés par Lalanne sur une nouvelle classe de polyominos qu’il a introduite, les
polyominos parallélogrammes 3 franges [17]. Plus tard Bousquet-Mélou [3] en utilisant éga-
lement des g-analogues dans I"énumération a rajouté le parametre hauteur. Une littérature
importante existe sur le g-calcul et les g-séries. Le g-calcul joue un réle prépondérant dans des
domaines aussi variés que 1’analyse, la théorie des nombres et la physique comme le présente
'ouvrage d’Andrews (1] sur les q-séries, leur développement et leurs applications. Le lecteur
trouvera dans [2] des éléments d’introduction & ces notions.

Récemment, Dubernard a proposé une caractérisation de la fonction génératrice des poly-
ominos parallélogrammes selon la largeur, 1"aire et le nombre de coins supérieurs [7]. Paralléle-
ment 2 nos travaux Dubernard et Dutour (8] en ont trouvé une formule exacte. Ils ont obtenu
ces résultats en résolvant une q-équation obtenue en atilisant une grammaire d’objet [9], clest
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3 dire en décomposant de maniére récursive les objets manipulés a l'aide d’un nombre fini
d’opérations.
1 existe deux approches pour l’énumération des polvominos parallélogrammes.

La premiére [15, 4, 3] s’appuie sur la méthodologie de Temperley [19] et consiste & décom-
poser le polyomino en colonne ou en ligne. Elle aboutit a des fonctions génératrices de type
J1/Jo selon les parameétres que I’'on étudie.

La deuxieme approche [18, 12, 11] par différences de diagrammes de Ferrers n’aboutit qu’a
des équations faisant intervenir g et % sans jamais arriver a Jy/Jo.

Nous montrons ici que cette deuxiéme approche conduit a une solution J; /Jo faisant inter-
venir ¢q et % et nécessitant de ce fait I'introduction d’un anneau de séries formelles particulier.

Nous proposons une approche bijective pour retrouver et généraliser ces résultats. Dans un
premier temps nous décrivons une bijection entre des couples de chemins de 7 et des couples
constitués d'un polyomino parallélogramme et d’'un autre couple de chemins de 7. Nous mon-
trons que cette bijection conserve les paramétres : largeur, hauteur, aire, hauteur de certaines
colonnes, nombre de coins supérieurs et nombre de coins inférieurs. Dans un deuxiéme temps,
nous interprétons combinatoirement des q-analogues des fonctions de Bessel par des couples
de chemins du plan. Nous décrivons un cadre algébrique dans lequel les séries en g et % ont
un sens.

Nous proposons ensuite une démonstration combinatoire directe de résultats semblables
3 ceux de Delest et Fédou sur I’énumération des polyominos parallélogrammes en fonction
de Iaire et de la largeur en rajoutant les paramétres hauteur, hauteurs de certaines colonnes
et nombres de coins. Dans cette partie, nous nous inspirons des méthodes utilisées dans les
travaux de Flajolet [11] sur ce qu'il appelle les festons de Pélya. Nous en déduisons la série
génératrice des polyominos parallélogrammes 4 franges et la série génératrice des polyominos
tas. Enfin, nous adaptons cette démonstration pour obtenir la série génératrice des polyominos
parallélogrammes de base donnée.

2 Définitions et notations

a. Fonctions de Bessel et g-analogues

Nous donnons dans ce paragraphe les définitions et notations que nous utiliserons par la suite.
Nous rappelons tout d’abord les notations usuelles en g-calcul :

o (a;q)n est le produit [T7;(1 — ag"™!) et (a;)o = 1.
o (q)n = ITiq(1 = ¢°), (g)n est I'écriture simplifiée de (g; ¢)n
o (yq)n = [T (1 - vq'), (yq)n est 'écriture simplifiée de (yg; n

Les fonctions de Bessel sont des fonctions trés souvent utilisées en Analyse. Elles appa-
raissent lors de la résolution d’équations aux dérivées partielles, surtout lorsque les variables
sont séparées, et également dans des intégrales définies.

La fonction de Bessel d’ordre v est définie par

—_1\n 0\2n+v
)= LT

>0 n!(n + v)!
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Puis des q-analogues des fonctions de Bessel ont permis d’énumérer certains types de
polyominos. Trois principaux g-analogues ont été étudiés; ils sont de la forme

xn+u

Ju(z;9) = -1)" ¢y +—— v
\59) ,‘ZZ%( b)e (@)n (Dntv e

Ismail [14] ainsi que Gessel et Stanton [13] manipulent cette formule avec

e, =1 et a, = Q"(“‘l)

tandis que Fédou [5] et Lalanne [17] la manipulent avec

an = q(""’;"’l )

Dans cet article nous proposons de travailler avec d’autres g-analogues des fonctions de

Bessel. _

L’idée est de remplacer dans les g-analogues des fonctions de Bessel usuels le dénominateur
[n]! ? par ((yq; 9)a(q™ ;g1 )n). Pour une valeur de ¢ donnée (différente d’une racine de I'unité),
on peut passer de J,(z;g) & ceux que nous proposons, en remplagant,

-¢*

1-g*

par

-1 pourk=1an
i

Au sens des séries formelles ce passage n'a pas de sens.

Définition 1 Les g-analogues des fonctions de Bessel utilisés dans cet article sont les suivants

- e il
Jo(z,y; = e ——
o(z,379) ,f;,(q“)n (¥2)n

zn-}-u-—l Y qn+u—1

a>1 (@ n-1 (¥ n+v—1

J.(z,¥:9) pour v € IN"

Ces g-analogues font intervenir des termes en g et en 1 nous devons donc nous placer dans
un cadre différent de celui communément utilisé dans la manipulation des séries formelles,
c'est & dire K [[ z,¥.4q,---]], ot A est un anneau.

Nous fournissons ici un cadre algébrique dans lequel les deux égalités suivantes sont va-

lides :

) —= STytd™ avecy#1

1-yg* 5%

(ii) -—i—l=z_1_

1 n
q n>0 q
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Remarquons tout d’abord que le corps des fractions de @ il % ]] , c’est & dire 'anneau des
séries formelles sur I’alphabet {g} & coefficients dans @, est I’anneau des séries de Laurent en

g & coefficients dans €, soit

FQUall)={D an¢" . n0€Z,86.€Q}

n>ng

En particulier, i .
f(Q[[’q']])={Z anq",noEZ,aneQ}

n<ng
Considérons ’anneau F(Q [[ -lq- Milzy] =E.
n 1 L 0. ] n n
¢ eF@Q -] dou Y v EE
g n>0
Lemme 1 Soit A un anneau, dans A[[z]], ona:

sia€Aalors(1—az) =) a"2"
n>0

1. Prenons A = F(Q [[ -:— ]l et z=y alors

1 e 1
gEA et 1‘3'9::‘;6!/ er@U M Uvl ek

2. Prenons A = Q et z = ¢! alors

. =ziem{§nef(m[-3n>eE

1 n
1-7 a1

Dans l'espace F(Q || % 1) [ z,¥]], c’est & dire 'anneau des séries formelles sur {z,y} 2
coefficients dans le corps des fractions de I’anneau des séries formelles sur {%} a coefficients

dans @ , Jo et J, ont un sens.

b. Chemins du plan

Chemins. On note C la classe des chemins de = qui sont soit vides (i.e. réduits & un point)
soit constitués d’une suite de pas élémentaires Nord ou Est, commengant en (0,0) et dont le

dernier pas est un pas Est.
L’aire d'un chemin de C est le nombre de carrés unitaires compris entre le chemin et 1’axe

des z. La largeur du chemin est le nombre de pas Est et la hauteur le nombre de pas Nord
(voir figure 2).
On note C,, la classe des chemins de C de largeur n.

Proposition 1 La série génératrice des chemins de C,, (n > 0) comptés suivant la largeur
z, la hauteur y et l’aire q, est :

SGe,(z,9,9) = (1)

(¥q)n
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NS OO . /A Un chemin de Cg
i V7 aire = 14
s largeur = 6

hauteur = 6

W
©o)F FoF
Figure 2: Un chemin de C

Preuve. On définit un chemin ¢ de C;, comme une suite de pas w;, soit ¢ = wyws -+ - w, o w;
appartient & {E, N} ou E représente un pas Est et N un pas Nord. On peut donc écrire ¢ sous
la forme ¢ = NS ENP:E...NPE ou f; € IN, Vi € [1,k]. Le chemin forme un empilement
de bandes horizontales. Pour chaque bande horizontale de largeur a et de hauteur f, si ’aire
est représentée par la puissance de la variable formelle g et la hauteur par la puissance de la
variable formelle y, on compte g% et y7.

Pour une bande de largeur donnée o, on a

1
1+yqa+y2q20+y3q3a_._= —
1-yq
En considérant toutes les largeurs possibles jusqu’a 7, si on représente la largeur du chemin
par la puissance de la variable formelle z, on a

z T T ™"

(1-v9) 1-v®)  [T-vg")  (va)n

Nous avons montré que SGe¢, = z"/(yq)n m}

Nous utilisons dans la suite un corollaire de cette proposition, ot I’on s’intéresse unique-
ment a l'aire en la comptant négativement, c’est a dire par 1/g, le résultat (1) devient,

Corollaire 1 La série génératrice des chemins de C, comptés uniquement suivant ['aire 1/q

est :
1

5Ge,(1,1,¢7Y) = TN (2)

On note C! la classe des chemins de C dont le premier pas est un pas Nord, et C! la classe
des chemins de C! de largeur n. Le chemin vide n’appartient pas a C*.

R s s et SOOI
T E %V/é' Un chemin de C}
)
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Remarque. La série génératrice des chemins de Cl (n > 0) comptés suivant la largeur z, la

hauteur y et l'aire g est :
Iﬂ n

vg
(¥q)n

SGC},(I’y! q)= (3)
Preuve. En terme de chemin, un pas Nord pour commencer, entraine que I’on a au moins une
ligne de largeur n ol n est la largeur du chemin (voir la partie hachurée de la figure). Ce qui
entraine la multiplication par y ¢ dans la série génératrice § Ge,- m]

Remarque. On retrouve la fonction génératrice classique des diagrammes de Ferrers. Et,
on obtient également trés simplement la fonction génératrice de la classe des polyominos tas,

notée PT.
Soit PT, la classe des polyominos tas de hauteur n (n > 0). Un tas est généralement repré-

senté par un chemin ¢ de = constitué d’une suite de pas w;,
c=wyws-- Wy, tel quew; € {N,E,S}
ot N représente un pas Nord, E un pas Est et S un pas Sud. Plus précisément, c s’écrit

¢c=NNPENRE...NPxEsm...ESES™S

a c2

ou B € IN,VYie[1,k] et v; € IN, Vj € [1,1] avec i = 205 s
Si on pose ¢; = NNAENAE.-.. NPk et ¢c; = ES™ ---ES™ES™S, alors ¢ = c1.¢2. Avec ¢;
un chemin de C! de largeur 7 et ¢z un chemin de C de largeur n — 1 dont on prend 'image
miroir par rapport  I’axe des z. Alors ¢ définit un polyomino tas tourné de 90°.

Par conséquent, la série génératrice des polyominos tas, dans laquelle la puissance de la
variable formelle z est la hauteur du tas, la puissance de la variable formelle y la largeur du
tas et celle de ¢ son aire, est

SGpr.(2,9,9) = SGeci(z,¥:9) x SGe,_i(1,439)
xﬂyqﬂ
(yQ)n (yq)n—l

zﬂyqn
SGrr(z,y,q) = 14 ———
,; (¥0)n (¥9)n—1

SGP']’"(I, Y, Q)

Couples de chemins. La classe des couples de chemins de C de méme largeur est noté D.
D, est la classe des couples de chemins de Cx. Le couple de chemins réduit 2 un point sera

noté e.
Liaire dun tel couple (a,b) de chemins se calcule comme la différence des aires de a et

de b [11], autrement dit, en comptant l'aire de a positivement et 1’aire de b négativement. La
hauteur du couple de chemins est la hauteur du chemin dont I’aire est comptée positivement,
la largeur est la largeur communes aux deux chemins.

On définit D”, ot v est un entier strictement positif, comme la classe des couples de chemins
de = dont I'un des chemins commence par v pas Est et [’autre par au moins un pas Nord. Et,

¥, est la classe des couples de chemins de D* qui sont de largeur n+ v (n > 0). Le couple
réduit 3 un point n’appartient a D”.
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(0,0) 0,0) (0,0)

Couple de D Couple de Dé Couple de D;

3 Jo, J1:une interprétation combinatoire

Nous nous intéressons dans cette section aux couples de chemins appartenant aux classes D
et D! définies ci-dessus.

Proposition 2 La série génératrice des couples de chemins de D comptés suivant la largeur
z, la hauteur y et ’aire q est Jo- .

- Preuve. Ce résultat découle des résultats 1 et 2, en comptant l’aire d'un des deux chemins
négativement, en accord avec la définition de l'aire d'un couple de chemins définie précédem-
ment.

In

SGon(z,y,q)=scc,(z,y,q)xSGc,(l,i,q*) = (@)

z" =
dot SGo(z,1:0) =Y, o = Jo(z:%:9)
nzo (q I)ﬂ(yq)n

o

Proposition 3 La série génératrice des couples de chemins de D! comptés suivant la largeur
z, la hauteur y et laire g est Ji.

Preuve. Ce résultat découle des résultats 2 et 3. On considére un chemin de Cn—1, pour étre
siir d’avoir un pas Est comme premier pas du chemin dont 1’aire est comptée négativement.

$Gops (2,4,0) = SGey(€,9,) X SGeans(1,1,477) L —
1SS R Lo (g7 )n-1(¥9)n
. " n _
d'od SGpm(z,¥,90) = v = Ji(z,3:9)

et (g1 )n-1(¥9)n

4 Polyominos parallélogrammes

Nous nous intéressons dans cette section i la classe des polyominos parallélogrammes non
réduits 3 un point, notée PP. Nous montrons de fagon purement bijective que la série géné-
ratrice des polyominos parallélogrammes comptés suivant la largeur z, la hauteur y et l’aire

g est J1/Jo dans I'espace F( [ IDLESDIE
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Proposition 4 Si (p1,p2) est un couple de chemins qui vérifie les propriétés suivantes

(l) (p11p2) € D!
(i1) p1 et p2 ne s’intersectent pas, hormis a l'origine

alors (p1, p2) définit un polyomino parallélogramme

Preuve. Remarquons tout d’abord que (p;,p;) € D! donc que les chemins sont de méme
largeur. Pour retrouver les deux chemins (bord supérieur bsup et bord inférieur binf) de la
définition, il suffit de prendre bsup = p; et binf = pyn*1=2 ou n représente un pas Nord et
hy (respectivement h;) la hauteur du chemin p; (respectivement p,). a

Notations : Soient d; € D!, pp € PPetd € D
Pour d;, on note la largeur [y, la hauteur h; et l'aire a;.
Pour pp, on note la largeur Iy, 12 hauteur 4, et Paire ap,.
Pour d, on note la largeur [/, la hauteur A et aire a.

Nous montrons qu’il existe une bijection f de D! dans PP x D qui conserve les paramétres
q P

largeur, hauteur et aire, en ce sens :
' lpp = 11 -1

hm,:hl—h

a,,,,:al—a

Cas 1] Cas 2

Figure 3: Les deux configurations possibles pour d;

Définissons f. Soit d; € D! , d; = (c1,¢2). En considérant les deux cas, illustrés sur la
figure 4, on définit f(d;) = (pp, d) de la fagon suivante :

1 :sicy et ¢y ne se coupent qu’a l'origine, le couple (¢y,¢;) définit un polyomino parallélo-
gramme (cf. définition 4). On définit alors f(d;) = (pp, €) et les paramétres hauteur, largeur
et aire sont conservés (hy = hpp, I = lpp, a1 = app).

2 : sinon, soit I (I # O) le point d’intersection de ¢, et de ¢c; qui se trouve le plus prés de
l'origine O. On découpe chaque chemin de d; en deux sous-chemins, (dey, fe;) et (deg, fez),

de telle sorte que :
- dcy et dc; aient pour origine commune le point O et pour extrémité commune le point [

- fe1 et fc, aient pour origine commune le point I

211



- fey (resp. fea ) ait pour extrémité l’extrémité du chemin ¢; (resp. ¢2)

(a). Considérons (dc1, dcp). C'est un couple de chemins allant de O en I (donc, ayant meéme ori-
gine et méme extrémité), qui ne possedent pas de point d’intersection et qui ne sont constitueés
que de pas Nord et de pas Est. Par définition, ils définissent un polyomino parallélogramme.
On pose pp = (dc1, dcy).

(b). Considérons (fc1, fe2)- C’est un couple de chemins ayant méme origine I qui se terminent
tout deux par un pas Est et dont leurs extrémités ont méme abscisse (par définition de D);
fey et fcg sont donc de méme largeur. Par définition de D, on peut affirmer que (fer, fe2) €D
En posant d = (fe1, fez), on définit alors f(d) = (pp,d). Les parameétres hauteur, largeur et
aire sont conservés (hy = hpp + h, iy =lpp+ 1, a1 =0Cpp + a).

Proposition 5 L’application f est une bijection entre les couples de chemins de D! et les
couples formés d’un polyomino parallélogramme et d’un couple de chemins de D qui conserve
les paramétres hauteur, largeur et aire.

Preuve.

Définissons f~* : on pose pp € PP, avec pp = (p1,p2) ou p1 est le bord supérieur de pp et
p, le bord inférieur de pp et d = (c1, c2).

En considérant les deux cas illustrés sur la figure 4, on définit f~1(pp,d) = (1 c,) de la fagon
suivante :

{1:sid=¢ onapy; =enre-: .en®* et on pose ph = en®le---en% 7le, c’est 3 dire que pj est
le chemin inférieur de pp sans ses derniers pas Nords. On a alors (p1,p3) € D! car:

- p; commence par un pas Nord et fini par un pas Est

- Py COMmMence par un pas Est et fini par un pas Est
On a montré que f~2(pp,€) = (p1,P5) € D

2 :sinon, on a ¢ = p1.c1 et b = pa2.c2- O, ’opération ”. 7, concaténation sur les chemins
est équivalente & ’opération concaténation dans le monoide libre sur X = {e,n}, ot la lettre
e représente un pas Est et la lettre n un pas Nord.
Caractérisons (¢},¢3) *

- p1 et p, ayant méme origine alors ¢} et ¢, ont méme origine

- p) commence par un pas Nord alors ¢} commence par un pas Nord

- pp commence par un pas Est alors ¢, commence par un pas Est

- Soit I la largeur de p et de p, et k celle de ¢y et de ¢y, alors de part leur construction
¢} et c; sont de largeur | + k. Donc, c} et c; sont de méme largeur.

- Enfin ¢; et cz se terminent par un pas Est donc c} et ¢ se terminent aussi par un pas
Est.
Les propriétés que ’on vient d’exhiber sur ¢} et c; nous permettent de conclure, compte tenu
de la définition de D, que le couple (¢},¢h) € D'
On a montré que f~}(pp,d) = (c},ch) € D'. On pose d; = (c},ch). Les parametres hauteur,
largeur et aire sont conservés (hpp + R = h1, lpp + I =1, app+a=01) o
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Nlustration de la bijection f: D! — PP x D

Corollaire 2 J1 = SGpp X I

5 Polyominos parallélogrammes de base v

On s’intéresse maintenant a la classe des polyominos parallélogrammes de base v (v > 0),
notée PP et i la classe des polyominos parallélogrammes de base supérieure ou égale a v,
notée PP

Proposition 6 La série génératrice des couples de chemins de DV comptés suivant la largeur
z, la hauteur y et l’aire g est J,,.

Preuve. Nous exprimons la série génératrice des couples de chemins de D” en terme de séries
génératrices sur les chemins que nous connaissons,

v _ " yqn
SGpv(z,y,9) = SGei(z,y,9) X SGe,._(1,1,9 N ———=———— pour 22>2v2>1
$5Goy(z,3,0) = SGey(=,9,9) (11,67 = ot P
n+v—-1 n+v-1 -
dott  SGpu(z,y,9)= - va =J,(z,y;9)

n>1 (q-l )n-—l (yQ)n-i-u—l
a

Proposition 7 Soit f la bijection définie dans la section 4 telle que f(d') = (pp,d). Alors
les deuz propositions suivantes sont équivalentes :

1.4'eD”

2. pp est un polyomino parallélogramme de base supérieure ou €égale a v.

Preuve.

(1= 2) Onav > 1donc D¥ C D', on peut donc appliquer la bijection f. Etsi f(d") = (pp, d)
avec f(d') € D* le bord inférieur de pp commence par au moins v pas Est et son bord supérieur
par un pas Nord. Donc pp est un polyomino parallélogramme de base supérieure ou égale &
v.

(2 = 1) Soient d = (dy,dz) et pp = (p1,p2)- pp est un polyomino parallélogramme tel que
son bord inférieur commence par v pas Est et son bord supérieur par un pas Nord. On a donc
bien d' = (pl.dl,pg.dg) € Dv. a
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Corollaire 3 J, = SGpp2v X Is

Corollaire 4
1. La série génératrice des polyominos parallélogrammes de base supérieure ou égale av

(v > 1) comptés suivant la largeur z, la hauteur y et ’aire q est

Ju
Jo
9. La série génératrice des polyominos parallélogrammes de base v (v > 1) comptés suivant
la largeur z, la hauteur ¥ et l’aire g est
j v = j v+1
Jo

Preuve. La premiére partie du corollaire est évidente. Montrons la deuxiéme partie :

JU+1 = SGP"’Z(""’I) X jo
Jy - Jy+1 = (SGP'PZV == SG’P'PZ(“"’I)) X jo
j,—J,41 = SGppr X Jo

6 Extension des formules & de nouveaux parametres

Pour alléger les écritures, nous n’avons pas considéré d’autres parametres que la largeur, la
hauteur et 1’aire. Ainsi, les démonstrations et les formules ont &té rendues plus lisibles. Mais
d’autres paramétres sont conservés par la bijection f décrite dans la section 4, en particulier :

- les hauteurs de la premiére et de la derniére colonnes,

- Je nombre de coins supérieurs
- et ]e nombre de coins inférieurs du polyomino parallélogramme.

Définition 2 Les g-analogues Jo et Jy des fonctions de Bessel s’ezpriment en fonction des
variables z,y,2,v,1, 5,4 de la fagon suivante :

2" (1 = t)yg; @ (1 = 8)g715 g Va1
(vg~1)n (¥9)n

2y z((1-1)yg; a1 ((1 — ) tig D2 q"
(g )n1 (¥)n—1 (1 — ¥24")

jO(Ia Y, 2 ‘U,t, S, q) == 2

n>0

Ji(z, Y, z,v,t,5,9) = Z
n>1

a. Les hauteurs

La hauteur de la premiére colonne du polyomino parallélogramme est donnée dans la fonction
génératrice par la puissance de la variable formelle =. La hauteur de la derniére colonne du
polyomino parallélogramme est donnée dans la fonction génératrice par la puissance de la
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variable formelle y moins la puissance de la variable formelle v. Pour rajouter ces parametres,
il suffit de faire quelques remarques.

Hauteur de la premiére colonne. La hauteur de la premiere colonne d’un polyomino
parallélogramme (comptée par z) correspond 4 la hauteur du premier pas Est dans le chemin
compté positivement dans le couple de chemin de D! . On obtient aisément,

2P yz gt
(¥@)n-1(1 = zyq™)

S§Gei(z,y,2,9) =

D'od SGpi(z,y,2,9) = Ji(z,¥,2,q) La bijection f définie dans la section 4 conserve la
hauteur de la premiére colonne en ce sens que ce paramétre se transmet simplement du
couple de chemins de D! au polyomino parallélogramme. D’ol

jl(xv Y, 2, q)

SGrp(z,9,2,1,1,1,¢) = To(z.9.0)
o\+Ly, Yy

Hauteur de la derniére colonne. La puissance de la variable formelle v représente la
hauteur du dernier pas Est du chemin compté négativement dans un couple de chemins de 7.
Il apparait clairement que compter v dans un couple de chemin revient 3 remplacer la variable
y par la variable v dans le chemin compté négativement. D’ot

SGD’ (.’t, Y, v, Q) = Z SGC,’,(zv Y, Q) X SGCn_x(lyvv q-l) = j1(-7-',y, v, Q)
n>1

SGp(z,y,v,9) = Y SGe,(x,v,9) x SGe,(1,v,97%) = Jo(z, v, v,q)
n>0

Nous devons différencier les deux cas considérés dans 1’élaboration de la bijection f vue
en section 4 selon si le chemin de D est réduit 4 un point ou non.
Un chemin d; de D! est soit un polyomino parallélogramme pp; soit un polyomino parallé-
logramme pp suivit d’un chemin d de D. Au niveau de la variable v, dans le premier cas sa
valeur se transmet simplement de d; 3 pp;. Dans le second cas la puissance de la variable v
en d; sera égale i la valeur de la puissance de v en d plus la hauteur du polyomino, soit la
puissance de la variable y. Ce qui se traduit en terme de séries génératrices par,

jl(z, Y, l,U,Q) = SG‘p'p(.’t, ¥, 1,0, Q) + SGP'P(-Z" yv, 1, lv&) X jO(:, ¥ 1,v, q)
On en conclut que

SG?T’(”: ¥.1,v, Q) = jl(z’ ¥, 1,0, Q) = SG’P?('I’ yv, 1, Q) X jo(I, ¥, 1,v, Q)
Jl(zv Y, 17 va) JG(Iw yv, 17 17 q) . Jl(Iv yv, 17 11 q) JO(I7 Y, 17 U,Q)
Jo(.’x’:, yv,1,1, Q)

SGP‘P(I,!I’ va) =

b. Les coins

Nous prolongeons notre interprétation combinatoire des J; et J1 en rajoutant deux nouvelles
variables formelles t et s dont les puissances s'interpréterons comme le nombre de coins
supérieurs et le nombre de coins inférieurs sur les couples de chemins du plan =.
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Nous reprenons les résultats principaux énoncés dans les sections précédentes et nous les
étendons.

Pour alléger les écritures, nous écrirons dans ce paragraphe Sng(x,y,t,s,q) au lieu
de SGe,(z,¥:1,1,t,8,9), et de méme pour SGCA(:c,y,t,s,q), pour Jo(z,¥,t,s,q) et pour
Jl(z’y’t737Q)'

Proposition 8 (Extension de la proposition 1)

i) La série génératrice des chemins de C,, (n > 0) comptés suivant la largeur z, la hauteur y,
le nombre de coins supérieurs t, le nombre de coins inférieurs s et l'aire g, est:

2™ (1= (1 —1)yg™) (1 — t5)yq: @n-1
(yQ)f

SGC,,(I, Y, 1,8, q) =
ii) Lc série génératrice des chemins de CL (n > 0) comptés suivant la largeur z, la hauteur
y, le nombre de coins supérieurs t, le nombre de coins inférieurs s et l'aire g, est :

2"y ¢t ((1 —15)¥q; On-1
(¥q)n

SGC,‘,(Iv y,t, 8, q) =

Preuve.

Considérons les coins supérieurs:

7 - Un chemin de C forme un empilement de bandes horizontales. Si le nombre de coins
supérieurs est représenté par la puissance de la variable formelle t, 1’aire par la puissance de
la variable formelle ¢ et la hauteur par la puissance de la variable formelle y, pour une bande
de largeur donnée c, on a

a

yq°t

1+ yg°t + ¢t + vt = 1+ g

En considérant toutes les largeurs possibles jusqu'a n, si on représente la largeur du chemin
par la puissance de la variable formelle z, on 2
yg°t Joroz(1+ Yg't ) _ g ﬂ 1-(1-1t)yeq !
- yq? 1-yq" 1-yq

i=1

2 ya(1+

Yy
:r(1+1_yq 1

z" ((1 - 1)yq: 9)n
(¥9)n

dov SGe,(z,¥,t.1,9)=
2 : Pour un chemin de C!

yqt yq*t yq"t
)1+ D R Lasaeer~y

SGm =2z (1 4+
€n ( 1-yg 1==gg 1-yq"

Le dernier terme est différent de 1+ (yg"t) /(1 — yg™) car on est sir d’avoir au moins une
bande de largeur n. Donc on n’a pas a considérer le terme " 4+1” qui représente le vide,

yqtt yq't
ar conséquent, SGei(z,y.t,1.9)= T————— 1+ ‘
’ ’ " ) 1-yq" ;‘[__:‘[1 1-yq¢
™ nTi((1—-t ] "
dot,  SGer(z.ysti1,q) = —22 ((1 = 1)yg: g)n—1
i (¥9)n
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Considérons les coins inférieurs:
1 : Dans un chemin de C! sil’on a t* et s? alors i = j + 1. D’ot

z"yq*t ((1 —15)yq: q)n-1

SGey(z,y,t,5,9) = (va)
n

2 : Dans un chemin de C, commencant par un pas Est, si l’on a t' et s7 alors i = j.
Or, SGc, =z SGe,,_, + SG¢ dong,

2" (1= t8)yq; Q)n1 , 2"y g™t ((1 = t5)yq; @)n-1

Seaianhsg = = (¥)n—1 * (v9)
"= -t)ye") (1 - ts)ygi 9)n-
SGe,(z,9,t,8,9) = z" ( ( )yzlyc)l)(( 3)Yq; q)n—1

g

Cette proposition nous donne les diagrammes de Ferrers avec les coins et on obtient également
la fonction génératrice des polyominos tas en fonction de la hauteur z, de la largeur y, de I'aire
g, du nombre de coins Est-Sud sur le chemin descenda.nt t et le nombre de coins Est-Nord sur
le chemin montant s, notée P7T,

SGpr(z,9,t,8,9) = SGC},(z’%t’LQ)XSGCn-1(1’y’113,q)

z" y ¢" t((1 = t)yq; @)n-1 (1 — 8)¥q; @)n—1
SGPT(I, ¥, 48, q) = 1+ Z
e (¥9)n(¥9)n-1

Proposition 9 (Extension des propositions 2 et 3)

i) La série génératrice des couples de chemins de D comptés suivant la largeur z, la hauteur
y, le nombre de coins supérieurs t, le nombre de coins inférieurs s et l’aire q est Jo(a: v,,8,9)
ii) La série génératrice des couples de chemins de D! comptés suivant la largeur z, la hauteur
y, le nombre de coins supérieurs t, le nombre de coins inférieurs s et l’aire q est Jl(::: ¥,1,8,9).

Preuve.
1) On calcule SG‘D,,(-T, ¥t s, q) = SGC,‘(I, Y, 1-‘1) X SGC,,(]., 1,1,s, q—l) pour (11 2> 0)
ii) On calcule SGpi(z,¥,t,5,9) = SGei(z,¥,t,1,9) X SGe,_,(1,1,1,s,¢g7!) pour (n 2 1) O

Proposition 10 (Extension de la proposition 5) La bijection f définie section 4 con-
serve également le nombre de coins supérieurs et de coins inférieurs.

Preuve. Soient d; = (c1,¢2) € D!, pp € PPetd € D tels que f(d1) = (pp, d), f conserve le
nombre de coins supérieurs sur les objets en ce sens que le nombre de coins supérieurs de pp
est égal au nombre de coins supérieurs de d; moins le nombre de coins supérieurs de d.

Pour les coins inférieurs, nous devons considérer les deux cas décrits dans 1’élaboration de
la bijection f et illustrés dans la figure 4.
1 :si ¢y et ¢y ne se coupent qu’a lorigine, le couple (¢1,¢;) définit un polyomino parallélo-
gramme et d = ¢. Le nombres de coins inférieurs de d; est alors égal au nombre de coins
inférieurs du polyomino parallélogramme moins 1. En effet, le coin formé du dernier pas Est
du chemin négatif et du premier pas Nord du prolongement (par des pas Nord) du chemin
négatif vers le chemin positif constitue un coin inférieur pour le polyomino non comptabilisé
dans d;.
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2 : sinon, le nombre de coins inférieurs de pp est égal au nombre de coins inférieurs de d;
moins le nombre de coins inférieurs de d. o

Notations :
Pour d;, on note le nombre de coins supérieurs ¢; et le nombre de coins inférieurs s,
Pour pp, on note le nombre de coins supérieurs ¢,, et le nombre de coins inférieurs S
Pour d, on note le nombre de coins supérieurs ¢ et le nombre de coins inférieurs s

Ces parametres sont conservés en ce sens que :

i] = tpp-*-t
{ Sppt+s sid#e

Spp—1 sid=e

S1

s .3 1 -
D‘ou, Jl(xa y,t,s, Q) = ;567’7’(1’ Y, 1,8, Q)+ SG‘p‘p(:L‘, Yty s, Q) X (‘IO(Z’ Y, t,, q) - 1)

La bijection f nous permet donc de donner la série génératrice des polyominos parallé-
logrammes comptés suivant la largeur z, la hauteur y, le nombre de coins supérieurs 1, le
nombre de coins inférieurs s et l’aire ¢ :

s fl(:n, v.1,5,q)
l-s+ SjO(Ivyvt’s,Q)

7 Reécapitulatif et Conclusion

Nous avons le tableau des correspondances des variables formelles pour un polyomino paral-
lélogramme suivant :

largeur

hauteur

hauteur premiere colonne

hauteur de la base de la derniére colonne
nombre de coins supérieurs

nombre de coins inférieurs

aire

niRIN

périmetre
périmetre de site

VDIV |~]

Les derniers parametres perimétre et perimétre de sile se déduisent directement des formules
énoncées, de la fagon suivante :

SG‘PT—'(Ie Y, P q) = SG‘F"[.‘(:KP?, yp2’ q)

et

SGrr(z.y.1,8,p.q9) = p*SGrp(zp®, yp*, =, =.q)

o |~
Vlw

Pour les parameétres cités dans le tableau ci-dessus, nous avons donc donné une preuve bijective
de la série génératrice des
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- diagrammes de Ferrers (ou v et y sont équivalentes et ou s est toujours a la
puissance 1)

- des polyominos tas (ou z représente la hauteur du tas, y sa largeur, z la largeur
du sommet du tas, t le nombre de coins Est-Sud sur le chemin descendant et s le
nombre de coins Est-Nord sur le chemin montant)

- des polyominos parallélogrammes (nous avons donné des formules séparées pour
les hauteurs et les coins, mais il est clair que nous pouvons les considérer ensemble
(cf. énoncés des Jp et J; en fonction de z,y,2,v,t,3,q))

On déduit aisément de cette derniére formule, la série génératrice de la classe des polyominos
parallélogrammes 3 franges de largeurs (v, A), notée PPF ()

SG'p'pf(V-*\) (.’I.', Y,2,0,t,8, Q) =z y/\ ZA q"'\ SG'P'P(qu\v v¢’,z,v,1, 8, q)

Nous retrouvons les résultats sur les polyominos parallélogrammes a franges (v,A)
(Jap+1/J»,) trouvés analytiquement par J.C. Lalanne [17].

Nous avons montré que J; /Jo = SGpp dans F(Q [[ % 1) [ z,¥]] . Par ailleurs, les résultats
de Fédou [10] montrent que, dans @ [[ ¢ ]] [ =,y ]}, le rapport J;/Jo est également égal &

SGpp.
On pourrait penser que ce résultat n’est finalement pas surprenant puisque l’on peut
passer de Jg & Jy par la simple transformation,

& _qk R 1
(1-¢) 1-x%

Cette transformation est valide pour toute valeur de g non racine k'™¢ de I’unité. Mais, ce
raisonnement est erroné en ce qui nous concerne. En effet, nous traitons ici de fonctions
génératrices, qui n’ont de sens que relativement 2 un développement en séries entiere.

Or dans ce cadre la transformation précédente n’a plus aucun sens, et 1’égalité des fonctions
génératrices J;/Jo et Jy/Jg est bien énigmatique.

On peut généraliser ce résultat de la maniére suivante :
Soient deux suites de nombres (an)nenN €t (bn)nen. Considérons I’égalité suivante :

)
b (-1)"¢ o+l b n+1pn+l
,g-o nT @ n§0 ") tahom
n+1 - zn .
B —
3 (—1)"0( 2 )z" nzg:o (%) (qv)n
Gn " (@)nlqvin

n2>0

L’égalité numérique est évidente, mais le probléme de savoir pour quelles suites cette égalité
est vraie au sens des séries formelles ne semble pas évident a résoudre.
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