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Abstract

The satisfiability problem (SAT) is at the centre of the complexity theory and of the
NP-completeness in computer science. It consists in determining if a boolean expression (a
SAT instance) can be true (or satisfiable) by assigning its variables to the value true or
false. The polynomial resolution of SAT would imply the existence of polynomial algorithms
for a great number of hard problems (in graph theory, Artificial Intelligence, etc.). In this
paper, we calculate the number of SAT instances by induction on the number of clauses and
variables. An instance is characterised by four parameters: the exact number of clauses, the
exact number of variables, the exact or the maximal number of literals per clause and finally
the exact number of clauses having a maximum number of literals.

Résumé

Le probléme de satisfiabilité (SAT) est au coeur de la théorie de la complexité et de la
NP- complétude en Informatique. Il consiste & déterminer si une expression booléenne (don-
née SAT) peut étre vraie (ou satisfiable) par assignation de ses variables a la valeur vraie
ou fausse. La résolution polynomiale de SAT signifierait I’existence d’algorithmes de com-
plexité polynomiale pour un grand nombre de problémes difficiles (en théorie des graphes,
Intelligence Artificielle, etc.). Dans ce papier, nous calculons le nombre de données SAT par
récurrence sur le nombre de variables et de clauses. Une donnée est caractérisée par quatre
parametres : le nombre exact de clauses, le nombre exact de variables, le nombre exact ou
maximal de littéraux par clause et enfin le nombre exact de clauses comportant un maximum
de littéraux.
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1 Introduction

Le probleme booléen de satisfiabilité (SAT) consiste a déterminer si une donnée SAT peut
étre vraie [3] (satisfiable) . Une donnée SAT est une formule logique sous forme normale
conjonctive (conjonction de clauses). Une donnée k-SAT est caractérisée par exactement k
littéraux par clause. Cook 1] a montré que le probleme de la détermination de la satisfiabilité
d’une donnée SAT et plus spécifiquement 3-SAT est NP-complet (complexité exponentielle).
Le probleme 2-SAT est dans P (2] (complexité polynomiale).

Le probleme SAT peut étre étudié sur des données restreintes. Ainsi, Papadimitriou [5] a
montré que 3-SAT avec au plus cing occurrences par variable reste NP-complet. Tovey [7] a
réduit ce nombre & au plus quatre. La restriction des données permet de mieux connaitre la
limite qui sépare les problemes P des problemes NP. De plus, elle facilite la détermination
de nouveaux problémes NP-complets.

Deux axes de recherche peuvent justifier et prolonger I’étude du dénombrement des données
SAT.

Premierement, étudier le lien qui pourrait exister entre la complexité d’une sous-classe de
données SAT (ou restriction SAT) et sa taille (nombre de données). Il est curieux de consta-
ter que 1'on obtient une bien meilleure complexité au pire (et sans doute en moyenne) par
restriction par rapport au nombre maximal d’occurrences par variable (au plus trois: *,3-
SAT en o(1,194?) avec p pour nombre de variables [4]) plutét que par restriction par rapport
au nombre maximal de littéraux par clause (au plus trois: 3-SAT en o(1,5797) [6]). Qu'en
est-il de la différence de taille entre les deux sous-classes ? Un travail préparatoire consiste a
dénombrer toutes les données SAT.

Deuxieémement, étudier les données SAT de maniére plus exhaustive et moins contestable.
En particulier, tester les algorithmes de résolution du probléme SAT sur des "échantillons
représentatifs”, plus exactement sur toutes les données d’une sous-classe, plutét qu’en fai-
sant appel a des générateurs aléatoires de données. OQu encore, faire une étude précise sur
la proportion des données satisfiables et insatisfiables d’une sous-classe. Actuellement, les
ordinateurs ne sont pas encore assez puissants pour étudier de maniére systématique toutes
les données d’une sous-classe (pour un nombre fixé suffisamment grand de variables ou de
clauses). Mais il est possible de restreindre considérablement les données SAT a d’autres
données équivalentes. Par exemple, par permutation des indices des variables, la satisfiabi-
lité est inchangée. Une étude systématique suppose la réduction du nombre de données a
étudier donc en particulier un calcul de dénombrement.

Ce papier n’introduit pas de nouvelles techniques combinatoires. Il met a jour des formules ré-
cursives de complexité polynomiale afin d’éviter une énumération systématique de complexité
exponentielle. Nous calculons le nombre de données SAT par rapport & quatre parametres.
Le nombre exact p de variables, le nombre exact n de clauses, le nombre exact ou maximal
k de littéraux par clause (longueur de la clause) et enfin le nombre exact ¢ de clauses ayant
k littéraux.
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2 Définition des données SAT

Soit z; une variable booléenne. Deux complémentations sont possibles pour z;: la forme
directe (littéral positif z;) ou la forme complémentée (littéral négatif —z;). Une clause est
une disjonction de littéraux. La variable z; appartient a la clause C! si et seulement si I'un
des deux littéraux z; ou bien —z; appartient a Cl. Nous représenterons une conjonction
de clauses par un ensemble de clauses. La notation k-SAT(n,p) pour n, p, k¥ > 1 désigne
une conjonction de n clauses. La donnée comporte p variables distinctes notées z,zs,...,z,.
Chaque clause est de longueur k c’est a dire comprend exactement k littéraux. Il n'y a ni
ordre ni répétition des variables dans une clause et des clauses dans la donnée. Une donnée
k*-SAT(n,p) est une donnée SAT(n,p) dont la longueur maximale atteinte par les clauses
est k. Ce qui suppose qu’au moins une clause a pour longueur k. Les clauses sont non vides.
La clause vide est la seule donnée SAT qui ne soit pas de type kt-SAT. Une donnée k*-
SAT(n,p,q) est de type k*- SAT(n,p) et comporte exactement (i.e. ni plus ni moins) ¢ > 1
clauses de longueur k. Notons S(n,p, k) le nombre de données k*- SAT(n,p) et Sy(n,p, k) le
nombre de données k*-SAT(n,p,q). Le parametre q peut varier de 1 a n donc:

n

S(n,p, k) = ZS'q(n,p, k). | (2.1)

g=1

Le nombre de variables distinctes est majoré par le nombre maximum de littéraux. Le
nombre maximal de clauses [-SAT distinctes est 2’0:,. Nous en déduisons une condition
nécessaire d’existence pour une donnée k-SAT(n,p):

k>1
k<p<kn (2.2)
1<n<26Ck

Puis, respectivement, pour une donnée k*- SAT(n,p) et k*-SAT(n,p,q):
k>1

k<p<kn (2.3)
1<n< 3k, 2C

et
k>1

1<qg<nyfk, 2'C! (2.4)
kE<p<kq+(n—-q)(k—1)

En effet, le nombre de variables est d’au plus kg+(n—¢)(k—1) si au plus n—q clauses ont
une longueur k-1. S(n,p, k) = 0 et Sy(n,p, k) = 0sin, p, k, ¢ ne vérifient pas respectivement
(2.3) et (2.4).
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3 Calcul de S(n,p,1) et S(n,kn, k)

Dans des cas simples, le calcul de S(n,p, k) peut se faire directement comme le montre les
deux lemmes qui suivent. Voici quelques valeurs pour k = 1:

1,1,1) =2, ({z1} et {—~z1}).
2;1;1) = 1,{{z1y~%1})
2,2,1) &; {$17$2} {.’1:1,—':1:2} {ﬂxl)ﬁ:z?} {—1.’171,2:2})

(
47({1:17—'2:23’.2} {"11,1'1,:132} {'“$1,—'I2,$2} {1'1,-11'2,"‘171})
(

S(
5(
S(
S(
5(

e 5(3,2,1) =
e 5(3,3,1) =38, {xl,l‘z,zs} {z1,-z2 23}, {ﬂmhxz»ib's} {z1, 22, 23}, {ﬁﬂ?l,‘“zz,xs}
{ 1,ﬁ$2,—'$3},{—‘$1,1}2,"‘$3} {_‘(171,—‘232, ﬁ:1:3})

Lemme 3.1 S(n,p,1) = 2?""C}P.

Preuve. Aucune clause ne peut comporter moins d’un littéral, d’ou Sy(n,p,1) =0si ¢ <
n, donc S(n,p,1) = Sn(n,p,1). Dans une donnée 1-SAT(n,p), les p variables sont présentes
au moins une fois sous la forme de p clauses. Une variable z peut apparaitre sous la forme z
(forme directe) ou =z (forme complémentée). Le nombre de variables présentes sous les deux
formes est n-p. Le nombre de variables ayant une seule occurrence est p-(n-p)=2p-n. D’ou le
lemme 3.1. D’autre part, C;~? existe car n < 2p (d’apres (2.3) pour £ = 1) donc n —p < p.

kn
Lemme 3.2 S(n, kn, k) 2 Hl—l kn—(u_l)k

Preuve. Dans ce cas le nombre de variables est égal au nombre maximal de littéraux.
Chaque variable n’est présente qu’une seule fois dans la donnée. Toutes les clauses sont
de longueur k. Le nombre de possibilités pour la premiere clause de la donnée correspond
au choix de k variables parmi kn et a leur complémentation, soit Cf, choix possibles de k
variables et 2% complémentations possibles. Pour la deuxiéme clause: Cf,_, choix possibles
de variables et 2 complémentations possibles. Pour la iéme clause: Cf,_(;_;), choix et 2
complémentations. L’ordre des n clauses n’est pas pris en compte. Il faut donc diviser par le
nombre de permutations n!. D’ou le lemme 3.2.

Les sections suivantes ont pour but de calculer S(n,p,k) et S;(n,p, k) pour k¥ > 1 au
moyen de formules de récurrence sur n et p.

4 Calcul de S;(n,p, k) par récurrence sur n avec k > 1

Nous allons étudier la construction d’une donnée comportant exactement n clauses a partir
de données comportant moins de n clauses. Une approche possible est de décomposer toute
donnée kT-SAT(n,p,q) notée S en deux données S; et Sz. S comporte les ¢ clauses de S de
longueur k et S; les n-q clauses de longueur au plus ¥’ < k. Soit P = {zy, s, ..., z,} ’ensemble
des variables de S, P, et P, les ensembles de variables de S; et S;. Nous avons P = P, U P,
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avec p = |P|. Posons p; = |P— P| et p, = |P— P|. p; est le nombre de variables appartenant
exclusivement a S; et p, le nombre de variables appartenant exclusivement & S;. Le nombre
de choix possibles des p; et p; variables parmi p est B x Cr2p, avec 0 < py,p2,p1 +p2 < p.
S1 est un ensemble de ¢ clauses de longueur k et comportant p — p; variables. Le nombre de
données S; possibles pour p, fixé est: S;(q,p— p2, k). Sz est un ensemble de n — ¢ clauses de
longueur au plus &’ < k et comportant p — p; variables. Le nombre de données S, possibles
pour p; et k’ fixés est S(n — q,p — p1,k’). D’out:

Proposition 4.1 Sig<n,k>1 et si (n,p, k,q) vérifie (2.4) alors

Sglms 0 8] = > Se(g,p = p2, k) x S(n — q,p — p1, k).
0<p1,p2,p1+p2<p
0<k’<k

Il nous reste a traiter le cas n = ¢ pour lequel S; = 0. D’apres (2.1):

1

Salns b, k) = 5(n,p, k) —zsq(n,p, k). (4.1)

Le calcul de S(n,p, k) est effectué a la section suivante.

5 Calcul de S(n,p,k) par récurrence sur p avec k > 1

Examinons la construction d’une donnée comportant exactement p+1 variables & partir d’une
donnée comportant exactement p + 1 variables. Autrement dit, nous voulons introduire la
variable z,,; dans une donnée k*-SAT(n,p) pour en faire une donnée k+-SAT(n,p+1). L’in-
troduction de la variable z,.; se fait par ajout d’un littéral a une clause de longueur stricte-
ment inférieure a k. Une donnée peut comporter les deux clauses z,41 et —z,4; alors qu’une
clause ne peut pas comporter a la fois les deux littéraux z,41 et —z,41 (variables distinctes
dans une clause). Notons Q(n,p,k) le nombre de données k*-SAT(n,p+1) ne comportant ni
la clause z,4; ni la clause —zp4q.

Proposition 5.1 Si k > 1 et si (n,p, k,q) vérifie (2.4) alors
S(nap + 1’ k) = Q(n,P, k) 3 2Q(n - 1ap> k) + Q(n - 2,p, k) + 25(71 - ]-’p) k) R S(n - 2)?7 k)

Preuve. Remarquons d’abord que si n=1 alors seul le premier terme est non nul. Les dif-
férents types de données k*-SAT(n,p+1) sont les suivants : Q(n,p,k) données k*-SAT(n,p+1)
ne comportant ni la clause z,4; ni la clause ~z,41 ; 2Q(n—1, p, k) données k*-SAT(n-1,p+1)
auxquelles on ajoute la clause z,4; ou bien la clause -z, ; Q(n-2,p,k) données k+-SAT(n-
2,p+1) auxquelles on ajoute la clause z,4; et la clause —~zp41; 25(n — 1,p, k) données kt-
SAT(n-1,p) auxquelles on ajoute la clause z,41 ou bien —z,4; la clause; S(n—2, p, k) données
k*-SAT(n-2,p) auxquelles on ajoute la clause z,4; et la clause —~z,;. D’ou la proposition 5.1.
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Il reste a calculer la valeur de Q(n,p,k). Construisons une donnée T de type k- SAT(n,p+1)
a partir d’une donnée S de type k*-SAT(N,p,q) en posant

N=n1+n2+n3 (-jl)
n =ni + 2n, + 3ns )

Ou n; > 0 (¢ = 1,2,3) représente un nombre de clauses de S présentes ¢ fois dans T
et complétées éventuellement par un littéral z,4; ou —z,41 pour les rendre distinctes. Les
q clauses de longueur k ne peuvent pas étre complétées sinon la donnée obtenue ne serait
pas kT-SAT. Les ¢ clauses font donc partie des n; clauses non répétées (0 < g < n1). Une
méme clause peut donner naissance & deux clauses distinctes par ajout en fin de clause de
Zp41 OU —Zpy1. Soit I le nombre d’ajouts dans les n; — ¢ clauses de S non répétées dans T'.
Le nombre de possibilités d’ajouts dépend du choix des ! clauses parmi les n; — g possibles
(Ch,_, possibilités) et du choix du littéral ajouté (zp+1 0u —zp4+1). Remarquons que I'ajout de
la variable z,.; si np + nz = 0 doit impérativement se faire dans les n; — g clauses. La valeur
minimale de [ vaut donc 0 si ny +n3 > 0 et 1 sinon. Il existe trois fagons de rendre distinctes
deux clauses identiques : compléter une seule clause par z,41, compléter une seule clause par
—Z,41, compléter les deux clauses & la fois. Le nombre de possibilités d’ajouts dans les n,
clauses est donc 3™2. Enfin, il existe une seule facon de différencier trois clauses identiques.
Compléter deux d’entre elles, I’'une par T,4+1 et l'autre par ~z,1,. Le nombre de possibilités
d’ajouts dans les n3 clauses est 1™ = 1. Soit W,(N) le nombre de possibilités d’ajouts dans

une donnée k* — SAT (N, p, k), nous pouvons écrire Wy(N) = 3"2 724 2!C} _ avec

L. __{0 sing+n3>0

1 sinon

Pour calculer Q(n,p,k), il faut prendre en compte toutes les valeurs possibles de NV donc
de (ny,n2,n3) et de q:

Lemme 5.1

Qnp k)= Y | Time T(N.pk) }

ni,nz,n3
vérifiant(5.1)

avec Ty(N,p, k) = So(N, p, k) x Wy(N).

T,(N,p, k) est le nombre de données k—SAT(n,p + 1) ne contenant pas les clauses 4,
et =z,41 dans ¢ clauses de longueur k. Il nous reste a déterminer ¢maz €t gmin respectivement
majorant et minorant de ¢. La relation (2.4) nous permet d’écrire p < gk + (N — ¢)(k — 1)
c’est a dire p < gk+ Nk— N —qgk+q dot ¢ < p— N(k—1). Finalement gpnin = p— N(k—1).
Déterminons ¢mez. L'ajout d’au moins une variable z,4; se fait obligatoirement parmi les
n, clauses si ny + n3 = 0. Il faut donc prévoir dans ce cas au moins une clause de longueur
inférieure a k. Les n, clauses doublées et les n3 clauses triplées ne peuvent étre de longueur
k car cela exclurait la possibilité d’un ajout. Nous en déduisons que

o siny+ny,>0
Imaz ny —1 sinon
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6 Algorithme de dénombrement

Les formules de récurrence qui précédent permettent de calculer Sg(n, p, k) pour des valeurs
croissantes de g, p, n et enfin k. Voici I’algorithme de dénombrement pour des valeurs maxi-
males No,,. et knor pour n et k.

Algorithme 6.1.

Begin
For n:=1 to np., do
for p:=1 to n do
begin
Saln,p, 1) := 22”“"C’:“p;
8l by 1) =28 EI0T
end;
For k:=2 to k.., do
for n:= 1 to n,.; do
for p:=1 to kn do
for ¢:=1 to n do
If TEST(n,p,k,q)
then
begin
if =g
then
begin
Sn(n,p, k) :== SNP(n,p, k)
for i:=1 to n-1 do
Sa(n,p,k) == Sa(n, p, k)-SNPQ(n,p, k,1)
end
else S,(n, p, k) i= SNPQ(n, p,k,q)
end
else Sy(n,p, k) =0
- End.

La fonction TEST a pour but de vérifier si les variables n, p, k, g vérifient les conditions
d’existence (relation (2.4)). Si g=n, Sn(n,p, k) est calculée grace a la relation (4.1). La fonc-
tion SNP calcule S(n,p, k) par la proposition 5.1. La fonction SNPQ calcule Sy(n,p, k) si

g < n par la proposition 4.1.
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