
DENOMBREMENT DES DONNEES DU PROBLEME

DE SATISFIABILITE

Eric HUMBERT

UFR de Mathematiques et Informatique
Universite Rene Descartes

45, rue des Saints-Peres
75270 PARIS Cedex 06

FRANCE

Abstract

The satisfiability problem (SAT) is at the centre of the complexity theory and of the
NP-completeness in computer science. It consists m determining if a boolean expression (a
SAT instance) can be true (or satisfiable) by assigning its variables to the value true or
false. The polynomial resolution of SAT would imply the existence of polynomial algorithms
for a great number of hard problems (in graph theory, Artificial Intelligence, etc. ). In this
paper, we calculate the number of SAT instances by induction on the number of clauses and
variables. An instance is chaj-acterised by four paj-ameters: the exact niimber of clauses, the
exact number of variables, the exact or the maximal number of literals per clause and finally
the exact number of clauses having a maximum number of literals.

Resume

Le probleme de satisfiabilite (SAT) est au coeur de la theorie de la complexite et de la
NP- completude en Informatique. 11 consiste a determ. in.er si une expression booleenne (don-
nee SAT) peut etre vraie (ou satisfiable) par assignation de ses variables a la valeur vraie
ou fausse. La resolution polynomiale de SAT signifierait 1'existence d'algorithmes de com-
plexite polynoraiale pour un grand norabre de problemes difficiles (en theorie des graphes,
Intelligence Artificielle, etc. ). Dans ce papier, nous calculons Ie nombre de domiees SAT par
recurrence sur Ie uombre de variables et de clauses. Une donnee est caracterisee par quatre
parametres : Ie nombre exact de clauses, Ie nombre exact de variables, Ie nombre exact ou
maxima! de litteraux par clause et enfin Ie nombre exact de clauses comportant un maximum
de litteraux.
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1 Introduction

Le probleme booleen de satisfiabilite (SAT) consiste a determiner si une donnee SAT peut
etre vraie [3] (satisfiable) . Une donnee SAT est une formule logique sous forme normale
conjonctive (conjonction de clauses). Une donnee fc-SAT est caracterisee par exactement k
Utteraux par clause. Cook [1] a montre que Ie probleme de la determination de la satisfiabilit^
d'une donnee SAT et plus specifiquement 3-SAT est NP-complet (complexite exponentielle).
Le probleme 2-SAT est dans P [2] (complexite polynomiale).
Le probleme SAT peut etre etudie sur des donnees restreintes. Amsi, Papadlmitriou [5] a
montre que 3-SAT avec au plus cinq occurrences par variable reste NP^complet. Tovey [7}&
reduit ce nombre a au plus quatre. La restriction des donnees permet de mieux connaitre la
limite qui separe les problemes P des problemes NP. De plus, eUe facilite la determination
de nouveaux problemes NP-complets.
Deux axes de recherche peuvent justifier et prolouger 1'etude du denombrement des donn^es
SAT.
Premierement, etudier Ie lien qui pourrait exister eutre la complexite d'une sous-classe de
donnees SAT (ou restriction SAT) et sa taille (nombre de donnees). II est curieux de consta-
ter que 1'on obtient une bien meilleure complexite au pire (et sans doute en moyenne) par
restriction par rapport au nombre maximal d'occurrences par variable (au plus trois: slc, 3-
SAT en o(l, 194P) avecp pour nombre de variables [4]) plutot quepar I'estrictlon Par/aPP°rt
au nombre maximal de litteraux par clause (au plus trois: 3-SAT en o(l, 579p) [6]). Qu'en
est-il de la difference de taille entre les deux sous-classes ? Un travail preparatoire consiste a
denombrer toutes les donnees SAT.
Deuxiemement, etudier les donnees SAT de maniere plus exhaustive et mains contestable.
En particulier, tester les algorithmes de resolution du probleme SAT sur des "echantillons
representatifs", plus exactement sur toutes les donnees d'une sous-classe, plutot qu'en fai-
sant appel a des generateurs aleatoires de donnees. Ou encore, faire une etude precise sur
la proportion des donnees satisfiables et insatisfiables d'une sous-classe. ActueUement, les
ordinateurs ne sent pas encore assez puissants pour etudier de mani^re syst^matique toutes
les dounees d'une sous-classe (pour un nombre fixe suj65samment grand de variables ou de
clauses). Mais il est possible de restreindre considerablement les donnees SAT a d'autres
donnees equivalentes. Par exemple, par permutation des indices des variables, la satisfiabi-
lite est inchangee. Une etude systematique suppose la reduction du nombre de donn^es a.
etudier done en particulier un calcul de denombrement.
Ce papier n'introduit pas de nouveUes techniques combinatoires. U met a jour des formules r6-
cursives de complexite polynomiale afin d'eviter ime enumeration systematique de complexity
exponentieUe. Nous calculons Ie nombre de donnees SAT par rapport a quatre parametres.
Le nombre exact p de variables, Ie nombre exact n de clauses, Ie nombre exact ou maxima!
k de litteraux par clause (longueur de la clause) et enfai Ie nombre exact q de clauses ayant

k Utteraux.
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2 Definition des donnees SAT

Soit x, une variable booleenne. Deux complementations sont possibles pour a;;: la forme
directe (litteral positif x,) ou la forme complementee (litteral negatif -IXi). Une clause est
une disjonction de litteraux. La variable . r; appaj-tient a la clause Cl si et seulement si 1'un
des deux litteraux a;; ou bien -'.r, appartient a. Cl. Nous representerons une conjonction
de clauses par un ensemble de clauses. La notation fc-SAT(n, p) pour n, p, k > 1 designe
une conjonction de n clauses. La donnee comporte p variables distinctes notees x-i, x^,..., Xp.
Chaque clause est de longueur k c'est a dire comprend exactement k litteraux. II n'y a ni
ordre ni repetition des variables dans une clause et des clauses dans la donnee. Une donnee
&+-SAT(n,p) est une donnee SAT(n, p) dont la longueur maximale atteinte par les clauses
est k. Ce qui suppose qu'au mains une clause a pour longueur k. Les clauses sent non vides.
La clause vide est la seule donnee SAT qui ne soit pas de type ^;+-SAT. Une donnee k+-
SAT(n, p, $) est de type fc+- SAT(n, p) et comporte exactement (i. e. ni plus ni mains) q >. 1
clauses de longueur k. Notons 5"(n, p, k) Ie nombre de donnees k+- SAT(n, p) et Sy(n, p, k) Ie
nombre de donnees ^+-SAT(n, p, g). Le parametre q peut varier de 1 a n done:

S(n, p, k) = ^Sy{n, p, k). (2. 1)
g=l

Le nombre de variables distinctes est inajore par Ie nombre maximum de litteraux. Le
nombre maximal de clauses l-SAT distinctes est 2lClp. Nous en deduisons une condition
necesszdre d'existence pour une donnee fc-SAT(n, p):

k> 1
k <^p <^ kn
1 ^ n ^ 2kC^

Puts, respectivement, pour une donnee k+- SAT(n, p) et k+-SAT{n, p, q)

(2. 2)

et

k>l
k <^p < kn
1 < n < Z?=i 2(^

k> 1

1^9^"ELi2'q
k<:p<: kq+(n - q){k-1)

(2. 3)

(2. 4)

En eflE'et, Ie nombre de vajiables est d'au plus kq+{n-q)(k-l) si au plus n-q clauses out
une longueur k-1. S{n, p, fc) = 0 et Sy{n, p, fc) = 0 si n, p, k, q ne verifient pas respectivement
(2. 3) et (2. 4).
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3 Calcul de 5'(n, p, l) et S(n, kn^k)
Dans des cas simples, Ie calcul de >S'(n, p, k) peut se faire directement comme Ie montre les
deux lemmes qui suivent. Voici quelques valeurs pour k = 1:

. 5(l, l, l)=2, ({3:i}et{-a;i}).

. 5(2, l, l)=l, ({.n, -.ri}).

. >?(2, 2, 1) =4, ({a:i, a;2}, {.ci, ^a;2}, {^i, ^2}, {-1.ci, 2;2})-

. 5(3, 2, 1) = 4, ({a;i, -ia;2a;2}, {-'a;i, a;i, a;2}, {-'a;i, -1a;2, a'2}, {3;i, -1a;2, -1a;i}).

. 5(3, 3, 1) = 8, ({xi, X2, 3:3}, {2:1, ̂ a;2 ̂ 3}, {^.z-i, 3;2, .2-3}, {.ci, ̂ 2, -12;3}, {-13;l, -"^2, .Cs},
{a;i, --3:2, -'3:3}, {-.2;1, .T2, -12;3}, {-'3;!, -'3;2, -'^s}).

Lemme 3. 1 S{n, p, l) = 22P-nC;-p.

Preuve. Aucune clause ne peut comporter moins d'un litteral, d'ou Sq{n, p, 1)=0 si q <
n, done 5'(n, p, l) = 5'n(n, p, l). Dans une donnee l-SAT(n, p), les p variables sont presentes
au mains une fois sous la forme de p clauses. Une variable x peut apparaitre sous la forine x
(forme directe) ou -'x (forme complementee). Le nombre de variables presentes sous les deux
fonnes est n-p. Le nombre de variables ayant une seule occurrence est p-{n-p)=2p-n. D'ou Ie
lemme 3. 1. D'autre part, C^~p existe car n ^ 2p (d'apres (2. 3) pour ̂  = 1) done n-p<, p.

Lemme 3. 2 S{n, kn, k) = 2'tnn'=i^"-(-»)*.
Preuve. Dans ce cas Ie nombre de variables est egdl au nombre maximal de litteraux.

Chaque variable n'est presente qu'une seule fois daus la domiee. Toutes les clauses sont
de longueur k. Le nombre de possibilites pour la premiere clause de la donnee correspond
au choix de k variables parmi kn et a leur complementation, soit C^ choix possibles de k
variables et clk complement ations possibles. Pour la deuxieme clause: C^_^ choix possibles
de variables et 2fc complementations possibles. Pour la ieme clause : C'fen-r. -iu choix et 2fc
complementations. L'ordre des n clauses n est pas pris en compte. D faut done diviser par Ie
nombre de permutations n!. D'ou Ie lemme 3. 2.

Les sections suivantes out pour but de calculer S(n, p, A;) et Sy(n, p, k) pour fc > 1 au
moyen de fonnules de recurrence sur n et p.

4 Calcul de Sq(n, p, k) par recurrence sur n avec A; > 1
Nous allons etudier la construction d une donnee comportant exactement n clauses a partir
de donnees comportant moins de n clauses. Une approche possible est de decomposer toute
donnee fc+-SAT(n, p, ^) notee 5' en deux donnees 5'i et 82- Si comporte les q clauses de S de
longueur k et 5's les n-q clauses de longueur au plus k' < k. Soit P = {a;i, 3;2,..., a;p} 1'ensemble
des variables de 5', Pi et P^ les ensembles de variables de S\ et S^. Nous avons P = Pi UPs
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avecp = |P[. Posons pi = \P-P'i\etpy = |P-Pi |. pi est Ie nombre de variables appartenant
exclusivement a 5'i et p2 Is nombre de variables appartenant exclusivement a 5'2. Le nombre

de choix possibles des pi et p2 variables parmi p est C^ x C'^lpi avec 0 ^ pi, p2, Pi +?2 ^ P.

5'i est un ensemble de q clauses de longueur k et comportaut p - p-2 variables. Le nombre de
donnees 5'i possibles pour ̂ 3 fixe est: Sy{q, p-p^, k). S^ est un ensemble de n-q clauses de
longueur au plus k' < k et comportant p - p\ variables. Le nombre de donnees S-i possibles
pour pi et V fixes est S{n - q, p - pi., k'}. D'ou :

Proposition 4. 1 Si q <n, k> 1 et si (rz, p, A;, g) verifie (2. 4) alors

Sq(n, p, k)= ^ Sy{q, p-p-z, k)x S{n-q, p-p^, k').E
O^Pl,P2,Pl+P2^P

0<k'<k

II nous reste a, trailer \ecas n = q pour lequel 5'z = 0. D'apres (2. 1):

n-1

Sn(n, p, k) = S{n, p, k)- ̂ Sy(n, p, k).
q=l

Le calcul de S{n, p, k) est efFectue a la section suivante.

(4. 1)

5 Calcul de S(n, p, k) par recurrence sur p avec A; > 1
Examinons la construction d'une donnee comportant exactementp+1 variables a partir d'uae
donnee comportant exactement p + 1 variables. Autrement dit, nous voulons introduire la
variable a;p+i dans une donnee fc+-SAT(n, p) pour en faire une donnee A+-SAT(n,p+l). L'in-
troduction de la vaj-iable a-p+i se fait pdr ajout d'un litteral a une clause de longueur stricte-

ment inferieure a k. Une donnee peut comporter les deux clauses Xp+i et -la;p+i alors qu'une
clause ne peat pas comporter a la fois les deux litteraux Xp+i et -'2;p4-i (variables distinctes
dans une clause). Notons Q(n^p, k) Ie nombre de donnees &+-SAT(n, p+l) ne comportant ni
la clause Xp+i ni la clause ~IXp+i.

Proposition 5. 1 Si k > 1 et si (n, p, fc, g) verifie (2. 4) alors

S(n, p+ 1, k) = Q{n, p, k) + 2Q(n - l, p, k) + Q(n - 2, p, fc) + 2S(n - l, p, k} + 5I (n - 2, p, k}.

Preuve. Remaj-quous d'abord que si n=l alors seul Ie premier terme est non nul. Les dif-
ferents types de doimees fc+-SAT(n, p+l) sont les suivauts : Q(n, p, k) donnees A+-SAT(n, p+l)
ne comportant ni la clause a;p+i ni la clause -la;p+i ; 2Q(n-l, p, k) donnees A;+-SAT(n-l, p+l)
auxqueUes on ajoute la clause 3;p+i ou bien la clause -Ia;p+i; Q{n-2, p, k) donnees A+-SAT(n-
2,p+l) auxqueUes on ajoute la clause a;p+i et la clause -'a;p+i; 25'(n -l, p, k) donnees k+-
SAT(n-l, p) auxqueUes on ajoute la clause a;p+i ou bien -.a;p+i la clause; 5'(n-2, p, k) donnees
&+-SAT(n-2, p) auxquelles on ajoute la clause a;p+i et la clause -1a;p+i. D'ou la proposition 5. 1.
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II reste a calculer la valeur de Q(n, p, fc). Construisons une donnee T de type k+- SAT(n, p+l)
a. partir d'une donnee S de type k+-SAT{N, p^q) en posant

N = n-i +n^+n3
n = ni + 2n2 + 3ns

(5. 1)

Ou n; ^ 0 (? = 1, 2, 3) represente un nombre de clauses de S presentes i fois dans T
et completees eventuellement par un litteral -Cp-f-i ou -^.Tp+i pour les rendre distinctes. Les
q clauses de longueur k ne peuvent pas etre completees sinon la donnee obtenue ae serait
pas Ji;+-SAT. Les q clauses font done partie des n\ clauses non repetees (0 ^ qr < ni). Une

meme clause peat donner naissance a deux clauses distinctes par ajout en fin de clause de
a;p+i ou -'Xp+i. Soit ̂  Ie nombre d'ajouts dans les n-i - q clauses de 5' non repetees dans T.
Le nombre de possibilites d'ajouts depend du choix des / clauses parmi les n-^ - q possibles
(C'^_ possibilites) et du choix du litteral ajoute (a;p+i ou -13;p+i). Remarquons que 1 aj out de
la vajiable Xp+i si N2+723 = 0 doit imperativement se faire dans les n-i - q clauses. La valeur
minimale de I vaut done Osi nz+ras > Get 1 sinon. II existe trois faQons de rendre distinctes
deux clauses identiques : completer une seule clause par a;p+i, completer une seule clause par
-'a;p+i, completer les deux clauses a la fois. Le nombre de possibilites d'ajouts dans les r?2
clauses est done 3"2. Enfin, il existe une seule fa^on de differencier trois clauses identiques.
Completer deux d'entre elles, 1'une par a;p+i et 1'autre par --.Ep+i. Le nombre de possibilites
d'ajouts dans les ns clauses est I"3 = 1. Soit Wg{N) Ie nombre de possibilites d'ajouts dans
une donnee &+ - SAT{N, p, &), nous pouvons ecrire W,{N) == 3n2 E^^, ^ 2'C'^_, avec

0 si n2+"3 > 0
1 sinon

Pour calculer Q(n, p, k), il faut prendre en compte toutes les valeurs possibles de N done
de (ni, n2, n3) et de q:

Lemme 5.1

Q{n. P. k}= E {E^_T, WP, fc)}
nl »n2*n3

uert'/«ant(5.1)

avec T, (N, p, k) = S, (N, p, k) x Wg{N).

Tg{N, p, k) est Ie nombre de doimees A;-SAT(n, p+ 1) ne contenant pas les clauses a-p+i
et -'a;p+i dans q clauses de lougueur k. II nous reste a determiner qmax 

et qm in respectivement
majorant et miuorant de q. La relation (2. 4) nous permet d'ecrire p <, qk+ {N - q)(k - 1)
c'estadirep^ qk+Nk-N-qk+q d'ou q < p-N{k-l). Finalement ^. n =p-N{k-l).
Detemiinons qmax- L'ajout d'au mains une variable Sp+i se fait obligatoirement parmi les

ni clauses si ns+ns = 0. U faut done prevoir dans ce cas au moins une clause de longueur
inferieure a k. Les n^ clauses doublees et les ns clauses triplees ne peuvent etre de longueur
k cai cela exclurait la possibillte d'un ajout. Nous en deduisons que

^Imax ^
ni sini +n2 > 0
ni - 1 sinon
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6 Algorithme de denombrement

Les formules de recurrence qui precedent permettent de calculer Sq(n, p, k) pour des valeurs
croissantes de q, p, n et enfin k. Voici 1'algorithme de denombrement pour des valeurs maxi-
males nmax et kmax pour n et ^.

Algorithme 6. 1.

Begin
For n:= 1 to n, do

for p:=l to n do
begin

Sn(n, p, l):=22P-nC^
5(n, p, l):=22P-nC'^

end;
For k:=2 to kmax do

for n:= 1 to nmax do
for p:=l to kn do

for q:=l to n do
If TEST(n, p, A, g)
then

begin
if n=q
then

begin
Sn(n, p, k):=SNP(n, p, k)
for i:==l to ra-1 do

Sn(n, p, k) := Sn{n, p, k)-SNPQ{n, p, k, i)
end

else Sy(n, p, k) := SNPQ(n, p, k, q)
end

else Sy{n, p, k) = 0
End.

La fonction TEST a pour but de verifier si les variables n, p, k, q verifient les conditions
d'existence (relation (2. 4)). Si q=n, 5'n(n, p, k) est calculee grace a la relation (4. 1). La foac-
tion SNP calcule S(n, p, k) par la proposition 5. 1. La fonction SNPQ calcule Sg(n, p, k) si
q < n par la proposition 4. 1.
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