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ABSTRACT - Let a be a formal variable and F^, be a weighted species of structures (class of structures closed under
weight-preserving isomorphisms) of the form F^=E(F^), where E and F^ respectively denote the species of ̂ef5 and
of connected F^, -structures. Multiplying by a the weight of each 7^-structure yields the species F^.a)=E(JF^. We
introduce a "uruversal" virtual weighted species, A(a>, such that F^a)=A OF^ , where F^ denotes the species of non-
empty ^, -stmcaires. Using general properties of A(a), we compute the various enumerauve power series G(x), G(x),
C(x), G(x, q), G{x, q}, ZcCxi. ^, ^,... ), rc(^, ^, ^,... ), for G =/^a), in terms of ^ . Special instances of our
formulas include the exponential formula, F^(a<-c)=exp((X/;'»,(x))=(F^(x))a , cyclotomic identides, and their ̂ -analogues.
The virtual weighted species, A(a), is, in fact, a new combinatorial lifting of Ae function (l+x)a.

RESUME - Soil a une variable formelle et F^ one esptee de structures ponddree (classe de structures femiee sous les
isomorphismes prfservant les poids) de la forme F^, = £(/^) , ou £ et /^ d6signent respecdvement I'esptee des
ensembles et celle des F^, -structures connexes. En multipliant par a Ie poids de chaque F^, -structure, on obdent
1'esp^ce F^^=E(F^). Nous iniroduisons une espece vmuelle «universelle», A(a), telle que /^(a) = A(a)OFj , ou F^
designe I'espece des F» -scructures non-vides. En faisani appel i des proprieies g6nerales de A , nous calculons les
diverses sdries formelles enumeradves G(x), C(x), G(x), G(x, q), C{x, q}, Z^. -tz, ^,... ), r^-Ci. x;, ^,... ), de
G = F^a>, en fonction de F^,. Comme cas speciaux des formules que nous d^veloppons, on retrouve la formule
expo nentie lie, F^(a<x) = exp(OLF»,(Jc)) = (F^,(x)) , les identitds cyclotomiques, ainsi que leurs ̂ -analogues. L'espece
viruelle ponddree, A<a), esi, en fait, un nouveau rel&vement combinatoire de la foncdon (,1+x) .

1. INTRODUCTION.

Soient f{x) et g{x), deux foncdons ou series formelles telles que

/Cx)=exp(^)). (1. 1)

Alors on peut donner un sens a 1'expression /Cx)a, pour toute variable a, a 1'aide de la "formule
exponendelle"

/Wa=exp(a^)). (1. 2)

Dominique Foata fut un des premiers a interpreter et udliser ces formules en combinatoire enumeradve
(voir par exemple [CF], [Fl], [FS2]). Essendellement, si /CY) et g(x) sont les series generatrices
fixponenrielles pour des classes F st G de structures, alors 1'equarion (1. 1) exprime Ie fait que les F-
structures peuvent etre identifiees a des assemblees de G-strucmres, ces demieres etant assimilables a des
^-structures "connexes". Dans ce cas, on peut donner ^ toure F-scructure, s, Ie "poids" ac(s) , ou
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c(s~) est Ie nombre de "composantes connexes" de s; on dit que a agit comme compteur de
composantes connexes. La formule (1.2) donne alors la serie generatrice exponentielle de cette nouvelle
classe ponderee. Par exemple, on voit immediatement que la foncrion (l/(l-^))a est la serie
generatrice des pennutadons, ou a agit comme compteur de cycles. Cette approche est a la base des
modeles combinatoires qui ont ete proposes pour les polynomes orthogonaux classiques. Voir par
exemple [F2], [FLl-2], [FS3J.

Dans ce qui suit, nous nous interessons a des classes de structiires ponderees (appelees esp^ces de
structures [BLL], [Jl], [L4]) qui sont closes sous les isomorphismes induits par des "reenquetages",
c'est-^-dire par des bijecdons des ensembles sous-jacents. Dans ce cas, de nouvelles series generatrices,
des foncaons symetriques (series indicatrices) et des ̂ -analogues peuvent leur etre associes, en rappon
avec Ie denombrement des types d'isomorphie de structures (structures non eriquetees) ou des so-uctures
asymetriques (structures dont 1c groupe d'isomorphismes est reduit a 1'identite). Lorsqu'un concept de
composante connexe peut etre introduit, il est natuTel de rechercher, pour ces diverses series, des
"fonnules exponendelles" plus complexes, analogues a la fonnule (1.2). Nous verrons que ces formules
exponentielles condennent des polynomes en a qui sont relies aux idendtes cyclotomiques (voir
corollaire 2.2 et 1c debut de la section 3).

niustrons nocre demarche en considerant la classe des graphes. En introduisant un compteur d'aretes, t,
on peut donner 1c poids w = t12 au graphe (de gauche) de la figure 1 puisqu'il possede 12 aretes. Cette
poaderadon peut etre raffinee en lui adjoignant un compteur de composantes connexes, a. Le poids du
graphe considere se a-ansforme alors en un nouveau poids, w(a) = a4?12, puisque ce graphe possede 4

composantes connexes (voir figure 1).

->

w = f12 w<a)=a4 f12

Figure 1

Ponderadon raffinee selon Ie nombre de composantes connexes

B ten entendu, ce raffinement de ponderadon, w I-> ww, est compadble avec les reetiquetages et
transfonne done, de fa^on naturelle, 1'espece, Gr^, des graphes ponderes selon leur nombre d'aretes, en
I'espece, Gr^.^, des graphes ponderes selon leur nombre d'aretes et de composantes connexes. Ecant
donne que les graphes sent les assemblees de graphes connexes et que Ie poids de chaque graphe connexe
est muldplie par a, on peut decrire la transformadon coasideree par

Gr, = £(G^ |-> C/-^> = £(G^J, (1. 3)

ou E designe 1'espece des ensembles, G/-^ designe les Gr^ -structures connexes, et aw signifie que

330



la ponderaiion w a ete muldpliee par a. II est clair que la a-ansfonnadon (1. 3) peut etre etendue a une
espece ponderee quelconque, F^, delaforme F^=£'(^), ou F; designe I'espece des ^-structures
connexes:

^ = £(^c) 1-^ F^a) = £(0 . (1. 4)

Le but du present travail est d'analyser la transfomiadon generale, F^, \ - > F^") , et d'en drer diverses
consequences enumeratives. Nous montrons, en secdon 2, qu'U existe une espece ponderee vinuelle1
«universelle», A(a), telleque

^a)=A(a)°F;, (1. 5)

ou F^=F^-l designe 1'espece des ^-structures non-vides, et calculons les principales series
formelles enumeradves associees a A(a) . Nous en deduisons la forme explicite generale des series
formeUes G(x\ G(x), G(x), G(x, q), G{x, q\ Zc^, ^, ^,... ), Ya^^x^... -), associees a

. jpece G=^"), en foncaon des series associees a 1'espece F^. Nous donnons, en secdon 3,
diverses identites (et (jr-idendtes) qui decoulent de la secdon 2 - de fa?on automadque - ^ partir de chobc
specifiques de 1'espece F^. Nous tenninons (secdon 4) par une analyse de quelques proprietes de
1'esp^ce A . En particulier, nous donnons les premiers termes de la decomposidon moleculaire de Av
qui s'avere etre un nouveau relevement combinatoire de la serie du binome pour un exposant formel a:

.
X2 X3(l+x)a= l+a^+a(a-l)^7+a(a-l)(a-2)^-+a(a-l)(a-2)(a-3)j, -+.- . (1. 6)'2! 3!

2 . ETUDE DE LA TRANSFORMATION F^ \-^ F^w.

Plusieurs series formelles enumeradves peuvent etre associees ^ chaque espece ponderee F =F^,. Les
deux principales, Zp et Tp ' sont appelees rcspecrivement serie indicatrice des cycles^ de F et serie
indicatrice d'asymetrie!L3~5] de F. EUes component une infinite de variables x^, x^, Xj,,...:

Z^, x,, x,,...)=^^xWx^
r^, x,, x,,... ) = ^^x^x?1^-

(2. 1)

(2. 2)

Dans ces fomiules, les coefficients fg (resp. j& ) sont des IN -combinaisons lineaires (resp. Z -

combinaisons lineaires) des poids donnes aux F-strucmres sur [n] = {1, 2,..., n}, ^ est 1c groupe
symetrique de degre n et 0^ designe 1c nombre de cycles de longueur k dans la decomposidon
cyclique de chaque permutadon ce S^. En fait, Zp et Fp' , peuvent etre vues comme des fonctions
symemques de variables auxiliaires, ^i, ̂  ̂ 3,..., en effecmant les subsdmtions

Xi := A(^l. ̂ 2. ̂ 3. ... ) = ^'i +^2+^3+ - > ^1 (sommes de puissances). (2. 3)

En pamcularisant auircment les variables, Xi, ̂ , ̂ 3,..., dans les series (2. 1)-(2. 2), on at11!- tL31

Difference formelle d'especes ponderees [BLL], [J2], \Y\.
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Z^x, 0, 0,... ) = r ^ o, o,... ) = FW = S //. ^ ,
n>Q

Z^X\X\... ) =F(X)= ^fnXn,
nSO

r^x, x2, x3,... ) =FW = ^fnxn,
n>Q

(2. 4)

(2. 5)

(2. 6)

ou

j£ = poids total des F^, - structures sur [/i] = {1, 2,..., /!}, (2. 7)

j£ = poids total des types d'isomorphie de F^, -structures sur n points, (2. 8)

f, = poids total de types d'isomorphie de F^, -structures asymemques sin- n points. (2. 9)

Bien entendu, lorsque la ponderation w est triviale (c. -a-d., w= 1 pour toute structure), alors les poids
totaux dans (2.7)-(2. 9) donnent les nombres de strucnu-es coirespondantes.

Finalement, on peut associer canoniquement[Dl'2] (vou'allssi [DL]) deux ^-series, FCc, <7) et F(x, ̂ ) , ^
1'espece F enposant

(2. 10)

(2. 11)

F(x, q) = Z, /^)f =Z^^^-^^^... ),

ou

F(x.,) » Z^/A)^ = r^x, {%A §^^.... ),
_ (!-<?) (i-<rt) (i-^) , (i-^)

t-<7 ~ (I-?)Tl-<?) 0-?) -(1-«)

designele g-analogue de n!, (n! = jun/i! ). Ces ^-series sadsfont les proprietes

Urn F{x, q) = F{x\ lim F{x, q) = F(x),
^-*

lim^ F{x, q} = F%, ^ F(.x, (?) = F%.

(2. 12)

(2. 13)

(2. 14)

De plus, leurs coefficients, fn(q) et f^q), soat des polynomes en q de degre ^n(n-l)/2.

Lorsque F=E (1'espece des ensembles), les ^-series (2. 10) et (2. 11) prennent la forme des deux q-
analogues classiques de la foncnon exponendelle:

 

^s^° 1

^ ~ (l-(l-<?)x)(l-(l-g)^:)(l-(l-<?)<rx)- '

E{x, q} = i^n-l)/2^t- = (l+(l-<7)x)(l+(l-g^Xl+(l-qr )<72x)... .
;a0 n:,

(2. 15)

(2. 16)

La definition des series Z/7, r/r, F{x), F(x), FQc), F(x, q), F(x, q} peut ecre etendue au cas d'une
espece ponderee viituelle quelconque, F=/^=Ay-5y, ou Ay et 5v sent deux especes pond6rees, en
posant simplement

z^z^-z^, r^r^-r^. (2. 17)

ff
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Les transformadons, F I-^ Zp et ^ I-^ F/r, qui vont des especes aux series indicacrices,
possedent la proprieie remarquable de preser/er les principales operations combinatoiresl. 11!- [L3I: pour
routes especes (ponderees virruelles), F et G, on a les formules

ZF+C = ZFJrzG ,

Z^. C = ZF'ZG '

ZFoG = 'Z.FOZG >

BZ,
z^, =

^

r^=r. +r~.
I'^-r/ra-
r'.. c=r. °r.-

r-. =^.
^'~'^'

(2. 18)

(2. 19)

(2. 20)

(2. 21)

Dans les membres de droite de (2.20), 1'operadon consideree est la substitution plethystique des series
ndicatrices. Cette operadon est definie pour deux series indicaa-ices quelconques, fj,x^, x^, ̂ 3,... ) et
g^, x^, x^,... ), ou ^(0, 0, 0, ... )=0, par

ou

(f^g^X^^X^, ... ) := J^((^)i, (gJz, ..., (^, ... ),

(gy)k '= 8^^ ̂ . ^ X^. ... ), A:= 1, 2, 3,... .
(2. 22)

Dans (2. 22), g^(x^, x^/,, ̂ , ... ) designe la serie mdicatrice obtenue en elevant ̂  la puissance k chaque
poids apparaissant dans g^, x^, x-^,... ) et en muldpliant par k I'indice de chaque variable. Le principe
general suivant decoule immediatement des equadons (2. 18)-(2.21):

Toute equation combinatoire2 entre esp^ces F, G, H, ... donne lieu - de faqon automatique - d
sept equations correspondantes entre les series

Z/r, Zc, Z// , ...,

/7'1 c'1 //' ...'

FW, G(x), H(x), ...
F(.x), G(.x~), H(x^ ...
FW, G(x), HW, ...

(2. 23)
F(x, q), G(x, q), H(x, q), ..., (2.24)

F{x, q), G{x, q}, H{x, q}, .... (2.25)

Void 1c resultat principal du present travail.

PROPOSITION 2. 1. II existe une esp^ce virtuelle ponderee « universelle », A , telle que pour
touteespecepondereedelaforme F^=E(F^), on a

F^=A(a)°F:. (2.26)

ou, Fj'=7^- 1, designe I'espece des F^ -structures non vides et F^a) = E(F^) designe I'espSce des
/^ -structures ponderees par I'adjonction dun compteur de composantes connexes, a. Les series
generatrice, indicatrices. et q-series, associees d i'esp^ce A(cl), sont donneespar lesformules

Isomoiphisme nacurel entre especes [BLL], [Jl-2].
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A(a)W=(l+^)tt, (2. 27)

z^> = n, d +^"(a) , Ara\x) = n (1 +.r-)^(a) , A(a)Cr, ̂  = H( 1+^-^1 " ' , (2. 28)
/t ^

r^> = n, d +y"(a) , ^w = n, d +^)Y"(a), A(a^, ̂  = n(i + ^^)'^" , (2. 29)
n^l /iSl n^l

oules exposanis, ^(a) er Y/i(a)' sonc des polynomes de degre n en a definis par

^(a)=^Z^/^)ad,
4 I n

y, (a) = -^(-a)-X^2(-a)-X^4(-a)---^^(-a)-

(2. 30)

(2. 31)

Dans (2. 30), p. designe lafonction classique de Mobius et la somme (2. 31) est etendue aux entiers

k^. 0 telsque n/2 estunentier.

Avant d'entreprendre la demonstration de cette proposidon, remarquons que lorsque a est un ender
posidf, alors ^(a), donne par (2. 30), est egal au nombre de mots circulaires irreductibles (mots de
Lyndon), de longueur n sur un alphabet de a lettres. C'est aussi Ie nombre de polynomes
irreductibles unitaires de degre n sur Ie corps fini F^, a ^ elementsIT)s21'tRl, lorsque a=<7. Les
polynomes (2. 30) sont aussi connus sous les noms de Lyndon polynomials[s'1^ et de (primidve) necklace
polynomials[M1s~\ Notons finalement que la formule (2. 26) permet de d'etendre la transformadon
FW I-> F»-tu) ^toutes les especes ponderees, F^,, sadsfaisant FJO) =1. En effet, il suffit de

subsduer F^ = F^, - 1 dans A(a). L'espece F^, peut elle-meme etre virtuelle. En fait, on peut, d6s que
F^, (0) = 1, introduire un concept de composantes connexes (voir (2. 33) ci-bas) et calculer les series
associeestBLLl-CJ21-CL21-tL51.

Demonstration de la proposition 2. 1. Soit X^ 1'espece des singletons de poids a, E 1'espece
des ensembles, et £+= £- 1, 1'espece des ensembles non-vides. A. JoyaltJ21 a montre que 1'espece
£+ possede un inverse, (£+)<- > , sous la subsdmdon, donne par la formule

(£4)<-1> = X-^X +^X-A3X + . " , (2. 32)

ou X est 1'espece des singletons (de poids 1) et A est 1'operateur de difference combinatoire defini par
AG=G°£+-G, pour toute espece (virtuelle) G. Puisque F^ = E(.F^) = \+E+(F^), on obdent
/^+ = F^- 1 = E\F^. D'ou 1'on dre

(2. 33)

(2. 34)

F,c = (£+)<-1>°F:.
, (a)Definissons Aw parlaformule

A(a) := £°^°(£4)<-1>.

Un court calcul, base sur (2.32), montre que Ie developpement de A ) debute par les tennes

A(a) = 1 +X,, + (E^ - (£^ +." , (2. 35)

ou (E^ (resp. (E^)y) designe 1'espece des ensembles de cardinal 2 ponderes par a (resp. a-).
Ceci mono-e que A(a) est une espece ponderee virmelle. On a successivement
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F^ = E(F^) =E-X^F^ E-X^ (£-)<-1? ° F: = A(a)° F; . (2. 36)

Ce qui etablit (2. 26). En prenant la serie generatrice de part et d'aucre de (2. 34), on obdent

A(a\x) = galos(1^) = (1 +.r)a. (2. 37)

La formule explicite (2.28) pour la serie indicatrice des cycles, Z^w, s'obtient, apres quelques calculs,
en substituant les expressions^1-21- [L21

Zfi = exp(S ̂ ,/n) , Z^<-» = Z ̂  log(l +^
BSl ' " ""'

(2. 38)

dans la formule Z^w = 2'^,, ^3(E-^<-i> = (Z^o(ci. x^o(^, ^<-i>). Le calcul explicite de la serie indicao-ice
d'asymetrie, F^w = T'E"X^°(E^<~I> = (T£)O(O^I)°CT(£+)<-I>) > est plus delicat. OnsaitquetL31

r. = exp(S(-irl yn),
<«ai

etUfautcalculer F(^<-I>. Puisque £'°(£+)<-1> = 1+£'+0(£4)<-1> = 1+X, on obtient

r^oQ = i +^i, ou © = r^<-i>.

Subsdmant © dans (2.39) et prenant Ie logariAme de part et d'autre, on trouve

®1-? >2+^Q3--+<:=IL-©>+- = lOgd+^i),
ou 9, = @(Xi, x^,, x^,... ), iS 1. Onen deduit, par sommadon, la relation rcmarquable

61-62=0, ou n = Z(E<)<-I> = ^ ̂  l0g(l +^ ,

puisque la foncuon de Mobius sadsfait la propriete

1, si n=l,
^Z4(n/^(-l)d~l. =-{-l, si /i=2,

d\n

(2. 39)

(2. 40)

(2. 41)

(2. 42)

(2. 43)
0, si nS 3.

Une autre sommadon, basee sur (2.42), donne finalement

e = r^Y-i* = ^+^+n4 +-- +n2'+'" . (2-44)

On obdent alors, en regroupant convenablement les termes,

r^«> = OT^)o(ou:i)°CT(£<)<-l>) = l"£o(c^i +a0;+ 0^4 +... )= ]^ (1 +^Y*(a), (2. 45)
ou

JnW = = .. Z <-l)/;^)a/ = -X»(-a)-X^, (-a)-X, /,(-a)-... -^^(-a)-". . (2. 46)
2'./-*-n

Les autrcs series associees a A decoulent dircctement des formules pour Z^ca) et T^w. .

Le corollaire suivant donne la forme explicite generale des series formelles G(x\ G(x), G(x) , G(x, q),

335



G{x, q^, Zc(.Xi, X2, X3,... ), Fcfx^x^x^, ... \ associees a I'espece G=F^w, en foncdon des series
associees a. 1'espece F.̂ . La demonstration est purement calculatoire et est laissee au lecteur.

COROLLAIRE 2. 2. Soit F^, une especs virtuelle ponderee telle que F.^(Q) = 1 et posons

F^(a) = A(a)° /C . Alors
F^(x)=F^x)a, (2. 47)

Z^CXl, X,, X3, ... ) = ]^I Z^,, ̂ ., x^,.. .)^(a), (2. 48)
F^X) = n ^.(^(a), (2. 49)

/t^

F^x, q) = ]^ F^(g-^/t, q^w,
I''/^u)Cxr -t2' -X3' .. .) = J-^l ̂ /r»*(-tn' -C2n' -t3w . . .)

7^(-r) = D:, ̂ WY"ca),
n^,

f^, <)=n, ^S^, ^T-<°>.

(2. 50)

(2. 51)

(2. 52)

(2. 53)9

Le cas special, a =- 1, est paraculierement inreressant puisqu'il correspond - dans 1c cas Ie plus
simple de la serie (2.47) - au calcul de 1'exces de poids que les F^ -structures ayant un nombre pair de
composantes connexes ont sur celles qui ont un nombre impair de composantes connexes:

^-l<x)= Z(^-^)^, (2. 54)
/i£0

ou
j^ = poids total des F^ -structures sur [n] ayant un nombrc pair de composantes connexes, (2. 55)
j^ = poids total des F^, -structures sur [/i] ayant un nombre impair de composantes connexes. (2. 56)

Void comment se comporte la transformadon F^, \ - > Fn,(-i) reladvement aux sept prindpales series.

COROLLAIRE 2.3. Soit F^ une espece virmeUe ponderee telle que FJO)
F^-» = A(~1)°F>,+. Alors

F^-DCc) = l/^(.r),

^/^(-I2'-(. t»-l6»---)
6^W, ^, ^,... ;= Z^, X,, ^,...) '

F^W =

F^-u(x, q) =

^(^)
Zw~'
F^(, ^)xl, <r)

F^q) '

r^-iAi>-^ ̂  ... ) = i/j^Ir^(-^>^. 2t' ̂ . 2^ ... ),
T^T)W = l/n^Cx2*).

kSLO

^-»<.. <)=i/.n^(^r-, <-").

1 et posons

(2. 57)

(2. 58)

(2.59)

(2. 60)

(2. 61)

(2. 62)

(2. 63)
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Demonstration. D suffit d'utiliser les reladons

-1, si n=l,

V-D={ 1. si /i=2,
0, si /iS 3,

r.(-i)=< ~\- SLn=2<'^°'
s^~^ ~ \ 0, sinon. (2. 64)

11 est remarquable que les transformadons decrites par (2. 57)-(2. 63) soient involudves (w(-lx~l)=w).
On verifie facilement que les series associees a 1'espece virmelle universelle, A(~ , sent donnees par

A(-l)% = 1/(1+^), (2. 65)

Z^ = (l+^)/(l+x0, AR)W = (l+^)/(l+x), A(-l)(. c, <7) = (l+(^)^)/(l+jc), (2. 66)

FA(-" =
ri +^). (i+^.(i+xj.(i+^ -, XCTW =!-.(, A<-"(^, <7)=l/n^l4-^/'j. (2. 67)

3. EXEMPLES RESULTANT DE CHOUC PARTICULIERS POUR F,.

Les corollaires 2.2 et 2.3 donnent lieu a une muldtude d'idenrites et expressions interessantes en
choisissant des esp6ces F^, paraculieres. Par exemple, dans Ie cas de 1'espece F^, =E, des ensembles
(ponderes trivialement par w = 1), on a Zg = exp(SVn), ^ = exp(S (-Dfl-l^, //i). Les formules
(2. 47)-(2. 53) du corollaire 2. 2 produisent respecdvement les idendtes

eax = (ex)a,
^^/*= He^a)^x^k,

n2 1

j_ = n c_L-^a>
= nVl {-~^7) '-ax

£(ax, q) = £(^, ̂ )a^(^, <r)'2(a).£(^. ̂X3(a). -
S (-l)t-la*^/A ^ ]-[ g7.(a)^(-l/-1^/*

n2

(l+ax)= n(l+xj')7-(u),
/t21

£(occ, <) - E^r-E^. ^.E^,^
Y3<°)

(3. 1)

(3. 2)

(3. 3)

(3. 4)

(3. 5)

(3. 6)

(3. 7)

On reconnait, en (3.3), I'idendte cyclotomique classique de Gauss[Dsl]-[MR]. L'idendte (3. 6) est, en
quelque sorte, duale de (3.3) et pourrait etrc appelee 1'idendte cocyclotomique. Les idenrites (3.2) (due a
F. BergeronPl) et (3.5) sent des extensions de (3. 3) et (3. 6) qui donnent aussi lieu, par specialisadon, aux
9-idendtes (3. 4) et (3. 7). Exprimees en termes des ̂ -exponendelles, ces demieres peuvent eo-e vues
comme des ̂ -analogues des idendtes cyclotomique et cocyclotomique.

Dans 1c cas de 1'espece /^=5, des permutanons, on a Z^ = 1/11(1-^) et r^ = (l-^)/(l-Xi).
Designons par S(a) 1'espece correspondante des permuiadons ponderees par Ie compteur de cycles a. Le
corollaire 2.2 donne, apres calculs,
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z,, =n, d-^-v^-^> ~ h\

ou v^(a) designe 1c polynome

v^(a) =^Z<!)(/i/rf)a4,
d\n

(3. 8)

(3. 9)

d)(/i) designant la foncdon d'Euler. Lorsque a est un ender posidf, v^(a) est 1c nombre de mots
circulaires de longueur n sur un alphabet de a lettres, ou encore. Ie nombre de colliers (non
necessairement primitifs) de longueur n colories par a couleurs. La fonnule (3. 8), due a
H.DecostetDll, est a la base du calcul de la serie indicatrice des cycles de modeles combinatoires des
polynomes onhogonaux classiques de Laguerre, Charlier, Meixner, MeLxner-PolIaczek, et Jacobi, (voir
[Dl-2], et aussi [S2-3]) et de leurs ̂ -analogues canoniques. On obdent aussi

^(a, = " GL. <l-^-'/<(a)»n<l-;c^(-a) . (3-10)
<a) n tmpair ~ '" n pair

En prenant la valeur particuliere a =- 1, les formules (2. 57)-(2. 63) du corollaire 2.3 deviennent

S^w(x) = l-.x, (3. 11)

^-^i, ^^.... ) =(1-^)(1-^)(1-^)- > (3. 12)
S^-^x) =(l-x)(l-^)(l-^)... , (3. 13)

S^(x, q) = (1 -^)(1 -^i3)(l -g-^^) ..., (3. 14)
^(-i)(-xi' Xz, Xy,... ) ^ 1-x^, (3. 15)

S^Cc) = 1-x, (3. 16)

S^{x, q) = 1-x. (3. 17)

Le lecteur est invite a donner des demonstradons combinatoires directes de ces fonnules.

Dans Ie cas de 1'espece F^, = Gr^, des graphes ponderes ^ I'aide d'un compteur d'aretes, f, rencontree
dans I'ina-oducdon, les series Gr^w(x) , Zc^og, Gf^t^x), Gr^x, q) de I'espece associee, Gr^a),
peuvent etrc calculees a 1'aide de (2.47)-(2. 50) en udlisant la fomiule connue[BLLl' [Hp]

ou

Z^i, ^, ^,... ) = Z, Jf,S (l+r)':l(l+f2)cz(l+r3)':3... ^^3a3... .
nay fi: ae ̂ \

^ = ^. Z , (i, 7)o;CTy+<7^-OA+^(A:mod 2)o^ ,
('. /J3'*

(3. 18)

et ou [i, f} designe Ie plus pedt conimun muldple des enders i" et j. Cependant, Ie calcul explicite des
autres series, Fc^a,, Gr^x) , Gr^a^x, <?), est un probleme ouvert puisqu'aucune forme close pour la
serie indicamce d'asymetrie Fc^ n'est connue ̂  ce jour.

Bien d'autres applicadons sont possibles, en plus des modeles combinatoires de polynomes orthogonaux
mendonnes plus haut. Citons, par exemple. Ie cas de I'espece F^, = E{A) =A/X , des forets
d'arborescences (ou A est I'espece des arborescences). La rransformadon F^, |-> F^w equivaut alors
a I'inrroducrion d'un compieur d'arborescences dans les forets. Les coefficients des sept series associees
donnent lieu a des families de polynomes en a :

II
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^(a), a^a.), ^(a), a,(a, ^), a;(a), <3,(a), a,(a, q). (3. 19)

La premiere est la famille classique des polynomes d-Abel, a,(a) = a(a + n)/t- ̂ , tandis que les autres en
Io7t des variantes et generalisadons. II est a noter que ces varianies et generaUsations sont^disdnctes de

celles introduites dans [L6] (voir aussi [LI]), puisque 1'espece F^ est disrincte de la simple
exponentiadon (FJa, meme dans Ie cas ou a estunenner.

4. QUELQUES PROPRIETES DE L'ESPECE A(a).
,<-!?

Rappelons que l-espece virueUe ponderee universelle, A(a), est defime par A(ct) - E ° X ° (£+)<~" et
: Van a F,(a> = A(a)° F,+, pour toute espece ponderee F, sansfaisant F,(0) = L Puisque la serie

Seratdce exwponendelk sous^jacente ^ A(a) est donnee par A(a)W =0 +^)a . U^st ^turel de se

^emander queUes sontlespropnetes de la foncaon (l+^a qui sont sadsfaites par Aw. Parexemple,
ridendteaTgebrique ((l+^)u)p^ (l+^)ap correspond a 1'egalite combinatoire

(A<a))+° (A<p))+= (A(ap))+. (4. 1)

ou (A(a))+ =A(a) - 1 = (£+) ° ^a ° (£+)<-: > est l'esPece obtenue par la conjugaison des singletons de
poids a par 1'especedes ensembles non-vides. En effet, puisque X^=X^, on a immediatement

(£+)°X^(£+)<-1>0(£4)0^° 4)<~1> = (£4)°^°(£+)<'1>- <4-2)

En prenant les series indicatrices des cycles et d'asymetrie des deux membres de (4. 1) on obdent
facUementlesidendtessuivantespourlespolynomes ^(a) et 7^(a) :

^(ap) = ,S. ̂,<a/) X/f3) , Y»(a{3) = ^ Z, Y.(^) y/P). "SO.

L'idendte de gauche dans (4. 3) est une variante de 1'idendte bien connue[MR]:
^(a[3)= .. S 0', 7U:(<x)^(P).

[». y]a »

(4. 3)

(4. 4)

Bien entendu, Fidendte algebrique, A(a)W. A^) = (1 + .c)a(l +^)p = (1 +^)a+0 = A(a+p)W , entre series
generatrices est sadsfaite. Au niveau des especes, on a cependant,

A(a). A(p)^ A(a+p). (4. 5)

Ce phenom^ne decoule du fait que X^+X^X^. C'est aussi un reflet du fait que, bien que
^. i(a +|3)=a + P = Xi(a) + ^i(|3) , on a toutefois

\^a + [3) ̂  X^(a) +X^(P), si nS 2 . (4. 6)

L-operateur de difference. A, definipar AG=Go£+-G, permet d'ecrire A(a) souslaforme
A(a) = £(X^-A£(X^ +A2£(X^-A3£(X^ + ... . (4. 7)
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En utilisant Ie logiciel MapletcGI, Y. Chiricota[c] a calcule la decomposition moleculalre3 de A(a)
jusqu'au degrc 7, inclusivement. La void, tronquee au desre 4 :

A(a)= £°X^°(£+)<-1> (4. 8)
= 1 +^ + (E^z - {E^ + (£3)^3 - (E^ + (^£2)^ - (XE^z + (£3)^ - (£3)., + (^E^ - (XE^z

+ {E^ - (E^ + (XE^ - (XE^z + (X2£-^)^ - (X2E^ + (^2)^ - (E^ + (£-20£^ - (^^J^
+. -,

ou £^ designe 1'espece des ensembles de cardinal k. Puisque Ei^x)=xk I k\, la decomposidon
moleculaire (4.8) peut etre vue comme un relevement combinatoire du developpement du binome:

A{a\x) = ea{o^^x) = (1+^)°

= 1 +a.c + a(a- l)^ + a(a- l)(a- 2)^ + a(a- l)(a- 2)(a- 3)^ + (4. 9)

Les fonnules (4.7) et (4. 8) montrent que A( est une espece de type «ensembliste» : les especes
moleculaires qui la composent s'obdennent par produits et subsrimdons d'especes de la fonne E^.
Posons, pour tout nS 0 ,

/Wn = nombre d'especes moleculaires ensemblistes de degre n,
a^ = nombre d'especes atomiques4 ensemblistes de degre n.

Alors, on peut montrer que les suites (/n^n^o et (<3n)n20 sarisfont Ie schema recursif double

m^^s^dad)mn-k'

(4. 10)
(4. 11)

mQ=l, /MI=I,
QO=O, fll=l,

et que 1'on a les rcladons analytiques

z. m-/'=E[, (r^v

". = £
kin
k<n

nS2, (4. 12)
" = z-_ mk

kin

.
Z^=i. ( -i). £, ^, (4. 13)

ou ^(.s) designe la fonction zeta de Riemann. Void les valeurs de m^ et de a^ pour n = 0.. 40 :

m^ = 1, 1, 2, 3, 7, 9, 20, 26, 54, 74, 137, 184, 356, 473, 841, 1154, 2034, 2742, 4740, 6405, 10874, 14794.
24515, 33246, 54955, 74380, 120501, 163828, 263144, 356621, 567330, 768854, 1212354, 1644335,
2567636, 3478873, 5403223, 7314662, 1 1265825, 15258443. 23363143, ..., (4. 14)

a^ = 0, 1. 1, 1. 3, 1, 6, 1, 10. 4, 12, I, 33, 1, 29, 13, 64, I, 100, 1, 156, 30, 187, 1, 443, 10, 476, 78. 877,
1, 1326, 1. 2098, 188, 2745, 36, 5203, 1, 6408, 4T7, 11084, ... . (4. 15)

Ces deux suites ne sont pas dans 1'ediaon de 1973 du livre de SIoane^l, mais sent presentes dans la
nouvelle edidontsp]. Les proprietes analytiques des foncuons (4. 13) devraient s'averer udles pour 1'emde
asymptorique des nombres m^, pour n -» o°.

2 -combinaison Uneaire infmie d'especes irreducables sous la somme (especes dites moleculaires).

Especes moleculaires irreductibies sous Ie produit.
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