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ABSTRACT — Let o bea formal variable and F, be a weighted species of structures (class of structures closed under
weight-preserving isomorphisms) of the form F,=E(FS), where E and F¢ respectively denote the species of sets and
of connected F,, -structures. Multiplying by o the weight of each F, -structure yields the species Fiw=E(F;,). We
introduce a "universal” virtual weighted species, A®@ . suchthat Fuw=A®eF], where F; denotes the species of non-
empty F, -structures. Using general properties of A® . we compute the various enumerative power series G(x), G(x),
G(x), Gx, 9, G(x, q), Z{xy, X, X35 ---)s L (X1 220 X3 ...), for G=Fym,in terms of F,. Special instances of our
formulas include the exponential ormula, Fexx) =exp(aF (x))= (F(x)*, cyclotomic identities, and their g-analogues.
The virtual weighted species, A s, in fact, a new combinatorial lifting of the function (1+x)*.

RESUME — Soit o une variable formelle et F, une espéce de structures pondérée (classe de structures fermée sous les
isomorphismes préservant les poids) de la forme F,=E(FY), od E et F; désignent respectivement l'espéce des
ensembles et celle des F,, -structures connexes. En multipliant par o le poids de chaque F, -structure, on obtent
lespece Fi=E(Fg,) . Nous introduisons une espece virtuelle «universelle», A® | telle que F(,,(u):A(“%F; , ou F,
désigne l'espece des F, -structures non-vides. En faisant appel a des propriétés générales de A® | nous calculons les
diverses séries formelles énumératives G(x), Gx), Gkx), G(x, q), Gfx. q). Zo(xys X3, Xay o0)s T6(X1 X20 T3 ...), de
G=F a, en fonction de F,. Comme cas spéciaux des formules que nous développons, on retrouve la formule

exponentielle, Fa x) = exp(eF _,(x))=(F,,(x))“ , les identités cyclotomiques, ainsi que leurs g-analogues. L'espéce
virelle pondérée, A @ est, en fait, un nouveau relévement combinatoire de la fonction (1+x).

1. INTRODUCTION.

Soient f(x) et g(x),deux fonctions ou séries formelles telles que

fx) =exp(g(x)) . (1.1)

Alors on peut donner un sens a l'expression f(x)*, pour toute variable o, 2 l'aide de la "formule
exponentielle”
f0)* =exp(ag(x)) . (1.2)

Dominique Foata fut un des premiers a interpréter et utiliser ces formules en combinatoire énumérative
(voir par exemple [CF], [F1], [FS2)). Essentellement, si f(x) et g(x) sontles séries génératrices
exponentielles pour des classes F et G de structures, alors I'équation (1.1) exprime le fait que les F-
structures peuvent étre identifiées 2 des assemblées de G-structures, ces dernieres étant assimilables 2 des
F-structures "connexes”. Dans ce cas, on peut donner 2 toute F-stucture, s, le "poids” o, ol
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c(s) est le nombre de "composantes connexes” de §; on dit que © agit comme compteur de
composantes connexes. La formule (1.2) donne alors la série génératrice exponentielle de cette nouvelle
classe pondérée. Par exemple, on voit immédiatement que la fonction (1 /(1-x)* est la série
génératrice des permutations, ou & agit comme compteur de cycles. Cette approche est a la base des
modéles combinatoires qui ont €t proposés pour les polyndémes orthogonaux classiques. Voir par

exemple [F2], [FL1-2], [FS3].

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a des classes de structures pondérées (appelées espéces de
structures [BLL], [J1], [L4D) qui sont closes sous les isomorphismes induits par des "réétiquetages”,
c'est-a-dire par des bijections des ensembles sous-jacents. Dans ce cas, de nouvelles séries généramices,
des fonctions symétriques (séries indicatrices) et des g-analogues peuvent leur étre associés, en rapport
avec le dénombrement des types d'isomorphie de structures (structures non étiquetées) ou des structures
asymétriques (structures dont le groupe d'isomorphismes est réduit 2 1'identité). Lorsqu'un concept de
composante connexe peut atre introduit, il est naturel de rechercher, pour ces diverses séries, des
"formules exponentielles” plus complexes, analogues a 1a formule (1.2). Nous verrons que ces formules
exponentielles contiennent des polynémes en @ qui sont reliés aux identités cyclotomiques (voir
corollaire 2.2 et le début de la section 3). '

Ilustrons notre démarche en considérant 1a classe des graphes. En introduisant un compteur d'arétes, f,
on peut donner le poids w = 2 au graphe (de gauche) de la figure 1 puisqu'il posséde 12 arétes. Cette
pondération peut étre raffinée en lui adjoignant un compteur de composantes connexes, . Le poids du
graphe considéré se transforme alors en un nouveau poids, w® = %2, puisque ce graphe possede 4
composantes Connexes (voir figure 1).

Figure 1
Pondération raffinée selon le nombre de composantes Connexes

Bien entendu, ce raffinement de pondération, W —> w®  est compatible avec les réétiquetages et
rransforme donc, de fagon naturelle, l'espece, Gr,, des graphes pondérés selon leur nombre d'arétes, en
I'espece, Gryw, des graphes pondérés selon leur nombre d'arétes er de composantes CONNExes. Etant
donné que les graphes sont les assemblées de graphes connexes et que le poids de chaque graphe connexe
est multiplié par o, on peut décrire 1a transformation considérée par

Gr, = E(Gry) +> Grye = E(Gr), (1.3)
ot E désigne l'espece des ensembles, Gré désigne les Gr, -structures connexes, et ow signifie que
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la pondération w a été multipliée par a. Il est clair que la transformation (1.3) peut gtre étendue a une
espeéce pondérée quelconque, F,, de la forme F,=E(F,), ol F, désigne l'espéce des F, -structures
connexes :

F,=EF,)) +—> Fum =E@F,). (1.4)

Le but du présent travail est d'analyser la transformation générale, F, | Fu, et d'en drer diverses
conséquences énumératives. Nous montrons, en section 2, qu'il existe une espece pondérée virtuelle!
«universelle», A® | telle que

Fw=AYF), (1.5)

oi Fr=F,—1 désigne l'espéce des F, -structures non-vides, et calculons les principales séries
formelles énumératives associées a A® . Nous en déduisons la forme explicite générale des séries
formelles G(x), G(&), GX), Gxq), Gx.q), Zcl,XX,...), Tl X%, ...), associées a
spéce G =F, @, en foncton des séries associées 4 l'espece F,. Nous donnons, en section 3,
diverses identités (et g-identités) qui découlent de la section 2 — de fagon automatique — a partr de choix
spécifiques de l'espéce F,. Nous terminons (section 4) par une analyse de quelques propriétés de
l'espece A® . En particulier, nous donnons les premiers termes de la décomposition moléculaire de A®
qui s'avére étre un nouveau relévement combinatoire de la série du bindme pour un exposant formel o :

(1+0%= 1+ax+a(e- 1)—’5—?— + oo — 1)(a—2)-3xi, + oo - 1)(a-2)(a- 3)2—‘: + oo, (1.6)

2. ETUDE DE LA TRANSFORMATION F, | F,@,

Plusieurs séries formelles énumératives peuvent étre associées a chaque espéce pondérée F =F,. Les
deux principales, Z; et 'z, sont appelées respectivement série indicarrice des cyclesUll de F et série
indicatrice d’asymérriel3-51 de F. Elles comportent une infinité de variables x, x;, %, ... :

Ze(xy, X0, X3y ...) = Eo?zl-!cezs £ xS, (2.1)
T p(ty, X X -..) = EO% T f A 2.2)

Dans ces formules, les coefficients f; (resp. /f,‘) sont des IN-combinaisons linéaires (resp. Z -
combinaisons linéaires) des poids donnés aux F-structures sur [n]={1,2,...,n}, S, estle groupe
symétrique de degré n et o, désigne le nombre de cycles de longueur k dans la décomposition
cyclique de chaque permutation o € S,. En fait, Zp et I'z, peuvent éwe vues comme des fonctions

symétriques de variables auxiliaires, &;,&;, &, ..., en effectuant les substitutions
X = DAE 1 Gon Ty 1 w) = gl +&5 +§§ +++, i21 (sommes de puissances). (2.3)
En particularisant autrement les variables, X;, X, %, ..., dans les séries (2.1)-(2.2), on alf1l, (L3

! Différence formelle d'especes pondérées (BLLI, (J2], [Y].

331



n
Z:(%,0,0,..) = [ (£0,0,..) = F&) = Y A3 (2.4)

n=0

Ze(x, ¥ 0, = F = > Bx, (2.5)

n20
r ey, = Fo = S R (2.6)

n20

ou

£ = poids total des F,, -structures sur n =(1,2,...,n}, Q.7
}’; = poids total des types d'isomorphie de F, -structures sur 7 points, 2.8)
f = poids total de types d'isomorphie de F,, -structures asymétriques sur n points. (2.9)

Bien entendu, lorsque la pondération w est triviale (c.-3-d., w =1 pour toute structure), alors les poids
totaux dans (2.7)-(2.9) donnent les nombres de structures correspondantes.

Finalement, on peut associer canoniquement P12 (7 aussi [DL]) deux g-séries, F(x,q) et Flx,q), 2
l'espece F en posant

Fo g = 5, f0h =ZeG3x EH w5 2.10)
= .
Fl,q) = X, ﬁ,(q);lx!iq =I5, B2 R ) 2.11)
ol
1 =P A=) .. (=D

nly = o (-9 0D’ (2.12)

désigne le g-analogue de nl, (n! = }iinln!q ). Ces g-séries satisfont les propriétés
lim F(x,q) = F(), lim FCoq) = F), (2.13)
lim F(x,q) = FG,  Jim, F(x,q) = F. (2.14)

De plus, leurs coefficients, f(q) et f;<q), sont des polynémes €n ¢ de degré < n(n-1)/2.
Lorsque F=E (I'espece des ensembles), les g-séries (2.10) et (2.11) prennent la forme des deux ¢g-
analogues classiques de la fonction exponentielle:

Erg) = 55 = = 2.1

5@ = Zoal, = To(-goa- (- a@i-1-arn R

E(x.q) = X, g I = 1+ (- + (1= @@l + 1 -@gn) . (2.16)
n= -q

La définiton des séries Zg, Ir FQO, F), F(), F&x, @), F(x, q) peut &tre étendue au cas d'une
espece pondérée virtuelle quelconque, F = F,=A,—B,, ou A, et B, sont deux especes pondérées, en

posant simplement
Zp=Z,~1p,» [p=T,-Tg- (2.17)
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Les transformations, F > Zz et F > Tr, qui vont des espéces aux séries indicarrices,
possédent la propriété remarquable de préserver les principales opérations combinatoirest?1: (3] : pour
toutes especes (pondérées virtuelles), F et G, on a les formules

Zeoc = Zr+Zs Too=Tpl (2.18)

Zeg = Zr Zs T.e=ToTg (2.19)

Zeog = ZeoZg T..o=T°T (2.20)
9Zp ol

, = —=— = =, 2

ZF axl ’ FF’ axl (....2 1)

Dans les membres de droite de (2.20), 'opération considérée est la substitution pléthystique des séries

. ‘ndicatrices. Cette opération est définie pour deux séries indicatrices quelconques, f,(x;, X, X3, ...) et
g,(xp, X0 X3, ...), ot 8,(0,0,0,...)= 0, par

(ﬁvo gv)(xl’ x’l’ x3’ "‘) = fv((gv 1 (gv)Z’ Ry (gv)k’ €, ) ’

@ = 8400 X Xy o)y k=123, (222)

ou

Dans (2.22), g4(Xe Xpp Xap +-+) désigne la série indicatrice obtenue en élevant A la puissance k chaque
poids apparaissant dans g,(x, X, X3 ...) eten multipliant par k l'indice de chaque variable. Le principe
général suivant découle immédiatement des équations (2.18)-(2.21) :

Toute équation combinatoire? entre espéces F,G,H, ... donne lieu — de fagon automatique — a
sept équarions correspondantes entre les séries

F(x), G&), HR), ..., (2.23)
ZesZga Zip s vons F), 6, H®), ..., Fxq@, Gx @, Hxq, ..., (2.24)
[T Ty F@, 6@, A, ... Flxq). Gx.q), Hx, Q) ... (2.25)

Voici le résultat principal du présent travail.
PROPOSITION 2.1. Il existe une espéce virtuelle pondérée « universelle », A?, telle que pour
toute espéce pondérée de la forme F,= EF.), ona

Fw=A®F}, (2.26)

ou, Fr=F,—1, désignel'espéce des F,-structures non vides et F = = E(Fy,) désigne l'espéce des
E, -structures pondérées par I'adjonction d'un compteur de composantes connexes, Q. Les séries
génératrice, indicatrices, et q-séries, associées a l'espéce A® | sont données par les formules

2 I[somorphisme naturel entre espéces (BLL], (J1-2].
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A9 =1 +2°%, (2.27)
n)k.(a)

ZA(a) = r)Il (1 +xn)k.((1) ; A(Cl)(x) - nI-)Il (1 +xﬂ)}‘~n(a) , A(Q)(x, q) = H (1 + :{:Z,).;X 5 (228)

n21

. A \7al®
o = [T+, A®@ = IT A+, Az, q) = g(1+§}:%.r") . (2.29)

o les exposants, A (o) et Y, (&), sont des polynémes de degré n en o définis par

A (0) = %; wn/dyad, (2.30)
Yn(a) = —7\.,,(—-0!.)—7\.,,,2(—(1)—ln/4(._a)_ eee —knlzl‘(—a)— cee (231)

Dans (2.30), W désigne la fonction classique de Mobius et la somme (2.31) est étendue aux entiers

k>0 telsque n/ 2% est un entier.

Avant d'entreprendre la démonstration de cette proposition, remarquons que lorsque ¢ estun entier
positif, alors A (c), donné par (2.30), est égal au nombre de mots circulaires irréductibles (mots de
Lyndon), de longueur n sur un alphabet de o letres. Clest aussi le nombre de polyndmes
irréductibles unitaires de degré n sur le corps fini F,, 2 ¢ élémentsPS2l. Rl lorsque a=q. Les
polynémes (2.30) sont aussi connus sous les noms de Lyndon polynomials'S? et de (primitive) necklace
polynomials™MR], Notons finalement que la formule (2.26) permet de d'étendre la transformation
F, > F,« atoutes les especes pondérées, F,, satisfaisant F,0) = 1. En effet, il suffit de
substiver F, =F,—1 dans A® Leespece F, peutelle-méme étre virtuelle. En fait, on peut, dés que
E,0) = 1, introduire un concept de composantes connexes (voir (2.33) ci-bas) et calculer les séries
associéesBLLL (321, [L2], (L],

Démonstration de la proposition 2.1. Soit X, l'espéce des singletons de poids «, E l'espece
des ensembles, et E*= E—1, l'espece des ensembles non-vides. A. Joyall’?l a montré que l'espéce
E* posséde uninverse, (E <!> | sous la substitution, donné par la formule

EN = X—AX +AX —A'X + e, (2.32)

ol X estl'espece des singletons (de poids 1) et A est l'opérateur de différence combinatoire défini par

AG =GoE*- G, pour toute espéce (virtuelle) G. Puisque F, = E(FS) = 1+E"(F;), on obtient
Ff =F,—1 = E"F,). D'oul'on tre

Fi ={EY)"oF,. (2.33)

Définissons A® par la formule

i A® = EoX o (EN". (2.34)

Un court calcul, basé sur (2.32), montre que le développement de A® débute par les termes
A@=1 + X, +(EDgr—(EDg + " » (2.35)
oll (E), (tesp. (Epy) désigne l'espece des ensembles de cardinal 2 pondérés par o  (resp. o).

Ceci montre que A® est une espece pondérée virtuelle. On a successivement
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Fyo = E(FS) = E°Xg°F, = E°Xq® ENoEr = APF]. (2.36)
Ce qui érablit (2.26). En prenant la série génératrice de part et d'aure de (2.34), on obdent
A(G)(x) - ealog(1+x) = (1 +x)0. ) (2.37)

La formule explicite (2.28) pour la série indicatrice des cycles, Z @, s'obtent, apres quelques calculs,
en substituant les expressionstf1-2} (L2]

Ze = exp(T %), Zgyo = X log (L4 x). (2.33)

a2l

dans la formule Zy@ = Zgox, @yt = @Zg)o(ox)o(Zgn-12) - Le calcul explicite de la série indicatrice
dasymétie, Th@ = Tgox @y = (T g)o(0x)o(Cgne-1>) » estplus délicat. On sait que®™!

L, = exp(Z, <0"'x/n), (2.39)

a2l
etil faut calculer T gn<-t>. Puisque Eo(EN'” = 1+E*(ENS"!” = 1+X , onobtent
rE°@ = 1+x1 ’ Ofl @ = r(E‘)<">. (2.40)

Substituant © dans (2.39) et prenant le logarithme de part et d'autre, on trouve
1 1 0"
@1——2-®2+§@3—---+——‘.——®‘-+--- = log(1+Xxy), (2.41)
ol ©;=O(X; X X3js -++) > i>1. On en déduit, par sommation, la relation remarquable
0,-9,=Q, o Q=Zgyet= 3 M 10g(1 43, (2.42)

puisque la fonction de Mébius satisfait la propriété

1 4ol 1, si n=1,
1Y p/d) (-0 ={ -1 st n=2 (2.43)
din 0, si n23.
Une autre sommation, basée sur (2.42), donne finalement
@ =Tgy1>= Q+Q+Qu+ -+ it (2.44)

On obtient alors, en regroupant convenablement les termes,

@ = Co(ax)e@ gner>) = Tpo(0Q + 0L, + aQ,+...) = nl;ll a +XJY'(a) ) (2.45)

ol
_1y-! ;
Ya) = = Z L_ﬁk]_]i(’_‘z o = =R~ = Rya- )= Apjal=Q) == — Apy2=a) = - (2.46)
2. jk=n
Les autres séries associées a A®  découlent directement des formules pour Zy@ et I'py@. f

Le corollaire suivant donne la forme explicite générale des séries formelles G(x), G(x), G()» G, ),

335



G(:c, q>, Z Xy, X, X3 --2)s Lglxy X0 X35 ...), associées 2 l'espece G =Fy=, en fonction des séries
associées 2 l'espéce F,. La démonstration est purement calculatoire et est laissée au lecteur.

COROLLAIRE 2.2. Soit F, une espece virelle pondérée telle que F ) =1 et posons
Fuw = A®°F, . Alors

F(x) = F,0%, (2.47)

Zp oXis Xps Xgy +22) = ,.1;11 Zg (Xns Fans X ) (2.43)
Fatt) = IT Foley™, (2.49)

Fuox @) = ] BAGEET ™, (2.50)

T (i X X ) = L1 TG X Xao B, (2.51)
Faax) = [T Fate)™®, (2.52)

Falx,q) = 11 F,,~<%"—}.,x" q")v"@ . (2.53)M

Le cas spécial, a=-1, est particulierement intéressant puisqu'il correspond — dans le cas le plus
simple de la série (2.47) — au calcul de I'exces de poids que les F, -structures ayant un nombre pair de
composantes connexes ont sur celles qui ont un nombre impair de composantes CONnexes:

n
X
Exo) = 9, =7 (2.54)
n!
n20
ou
£ = poids total des F, -structures sur [7] ayant un nombre pair de COmposantes connexes, (2.55)

£ = poids total des F, -structures sur [n] ayantun nombre impair de composantes connexes. (2.56)

Voici comment se comporte la wransformation F, }—> F,v relativement aux sept principales séries.

COROLLAIRE 2.3. Soit F, une espece virtuelle pondérée telle que F,0) =1 et posons

Fe» = ACPe EF . Alors
F o) = 1/F,(X), (2.57)

ZF‘;(xzv Xas x6:° . -)

Zg X X0 X3 L) = Ze G T T ) (2.58)
Fx) = %g)—), (2.59)
Fu(x, @) = f“i(g——:(i%%é (2.60)
T (i X By w0} = 1/ I Tralet, 2ot Tt o) (2.61)
Fa = 1/ [LFA), (2.62)
Fn{x, q) = I/E)Fw:*<%§%.; : q">. (2.63)
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Démonstration. I suffit d'utiliser les relations

-1, si n=1 ' B
’ . ’ ~1 G n=2 k>0
MED =4 Losioa=2 oy = T g 4200 e m
0, si n>3, 0, sinon. )

11 est remarquable que les transformations décrites par (2.57)-(2.63) soient involutives (wDED =gy,
On vérifie facilement que les séries associées a l'espece virtuelle universelle, ASY | sont données par

A = 1/ +x), (2.65)
Zyw = (1+x)/ (1 +x), AP = 1+)/(1+0, A g = 1+E92) /(1 +x), (2.66)

[ =

1
A+ x)(1+ ) (1 +x)-(1+ xg)- ==

Ty 1o 1) _ 1-g 2
, A =1-x, A™xq) 1/}‘130(1+(1_qf)x). (2.67)

3. EXEMPLES RESULTANT DE CHOIX PARTICULIERS POUR F,.

Les corollaires 2.2 et 2.3 donnent lieu & une multitude d'identités et expressions intéressantes en
choisissant des espéces F,, particuliéres. Par exemple, dans le cas de I'espece F,=E, des ensembles
(pondérés trivialement par w=1), ona Z = exp(Xx/n), I = exp «)"'x,/n). Les formules
(2.47)-(2.53) du corollaire 2.2 produisent respectivement les identités

e™ = (0%, (3.1)
2 Rlk < I1 ENOE (3.2)
1 — 1 @
o = T ko &
_ @ p(1-92 2 2d@ g (1-9° M@
E(oax,q) = E(x,q) E(mx", q) E(mxs, ) : (3.4)
eg;x(")kfl"k‘*“‘ = I;Il eAI"(a)xgl(—l)hlx‘“/k ’ (35)
(1+0x) = g{l (1+x)" (3.6)
_ & - ¥2(@) o v3(@)
E(wc, q) - E(‘t’ q) 'E<(1-:2)x2’ Q2> E :I—qJ-)'e’ 43 R (37)

On reconnait, en (3.3), l'identité cyclotomique classique de Gauss(PS1l IMRI. T 'identité (3.6) est, en
quelque sorte, duale de (3.3) et pourrait étre appelée l'identité cocyclotomique. Les identités (3.2) (due a
F. Bergeron(®]) et (3.5) sont des extensions de (3.3) et (3.6) qui donnent aussi lieu, par spécialisation, aux
g-idendités (3.4) et (3.7). Exprimées en termes des g-exponentielles, ces dernieres peuvent €ure vues
comme des g-analogues des identtés cyclotomique et cocyclotomique.

Dans le cas de l'espece F, =S, des permutations,ona Zs = 1/[J(1-x) et Iy =(1-x)/(1-x).
Désignons par S@ lespéce correspondante des permutations pondérées par le compteur de cycles a. Le
Corollaire 2.2 donne, apres calculs,
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ou v, (o) désignele polyndme

v, (c) = %; o(n/ d)c? (3.9)

0(n) désignant la fonction dEuler. Lorsque < estun entier positif, V,(@) estle nombre de mots
circulaires de longueur n sur un alphabet de @ lettres, ou encore, le nombre de colliers (non
nécessairement primitifs) de longueur n coloriés par « couleurs. La formule (3.8), due a
H.DécostelPl], est 2 1a base du calcul de la série indicatrice des cycles de modeles combinatoires des
polyndmes orthogonaux classiques de Laguerre, Charlier, Meixner, Meixner-Pollaczek, et Jacobi, (voir
[D1-2], et aussi [S2-3]) et de leurs g-analogues canoniques. On obtient aussi

En prenant la valeur particuliere o =-— 1, les formules (2.57)-(2.63) du corollaire 2.3 deviennent

Sy = 1-x, (3.11)

Zs o T Ty ) = (L= T)(A= (A= 25) (3.12)
o) = (1-x)(1=2)1=x) =, (3.13)

St @) = (1= D)1~ E=F)(1 - 4252 -, (3.14)

Ts o X X35 --2) = 1-x, (Sl
Tt = 1-x, (3.16)

Synfx,q) = 1-x. (3.17)

Le lecteur est invité a donner des démonstrations combinatoires directes de ces formules.

Dans le cas de l'espece F,=Gr,, des graphes pondérés a l'aide d'un compteur d'arétes, I, rencontrée
dans l'introduction, les séries Gr (), Zgrim» Grya(x), Gryex, q) de l'espéce associée, Grye,
peuvent étre calculées 3 l'aide de (2.47)-(2.50) en utlisant la formule connueBLLI. (HP]

ZGr(xh X, X3, ---) = Z —IT Z (1 +t)cl(1 +t2)02(1 +[3)C3--. x?\xg‘zxgj,,, ,

n=0 M. Ge S,
ol (3.13)
G = §=k(i, J)6,G;+0G2—C + 3k mod 2)0, ,
etou [i,j] désigne le plus petit commun multiple des entiers i et J. Cependant, le calcul explicite des
autres séries, Ty > OTwo(®), CryerXs q) . est un probléme ouvert puisqu'aucune forme close pour la
série indicatrice d'asymétrie I'g,, n'est connue 3 ce jour.

Bien d'autres applications sont possibles, en plus des modsles combinatoires de polynomes orthogonaux
mentionnés plus haut. Citons, par exemple, le cas de l'espece F,=E(A)= A/X, des foréts
d'arborescences (ou A est l'espece des arborescences). La ransformadon F, > Fw équivaut alors
3 lintroduction d'un compteur d'arborescences dans les foréts. Les coefficients des sept séries associées
donnent lieu 2 des familles de polyndmes en O :
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a (@), ag(@), 8,0, a, e q), ax@), a(o), a{a,q). ~(3.19)

La premigre est la famille classique des polyndmes d'Abel, a,(®)=ca(a+ n)"~!, tandis que les autres en
sont des variantes et généralisations. Il est a noter que ces variantes et généralisations sont distinctes de
celles introduites dans [L6] (voir aussi [L1]), puisque l'espéce F,@ est distincte de la simple
exponentiation (F,)*, méme dans le casol o estun entier.

4. QUELQUES PROPRIETES DE L'ESPECE A“@.

Rappelons que l'espece virtuelle pondérée universelle, A®  estdéfiniepar A® = EoX,°(ENT" et
quelona Fa = A®o EX, pour toute espece pondérée F, satsfaisant F,(0)=1. Puisque la série
génératrice exponentielle sous-jacente 2 A®  est donnée par A®(x)=(1+x)%. 1l est naturel de se
wemander quelles sont les propriétés de la fonction (1+x)* qui sont satisfaites par A® . Par exemple,
l'identité algébrique ((1 +x)°‘) = (1+ Jc)‘JLB correspond 2 I'égalité combinatoire

A9 A® = A", (4.1)

ot A =AY 1= (EN X, E %°"1>  est 'espece obtenue par la conjugaison des singletons de
poids o par l'espece des ensembles non-vides. En effet, puisque X,°Xg=X,5, Ona immédiaternent

EYoX,o EN 70 (ENoXgo (BN = (ENoXogo BN 4.2)

En prenant les séries indicatrices des cycles et d'asymétrie des deux membres de (4.1) on obtient
facilement les identités suivantes pour les polyndmes A, (@) et ¥,(c) :

AoB) = 2 Ma) @), 1.0B) = 2 @)@,  n20. (4.3)
L'identité de gauche dans (4.3) est une variante de l'identité bien connue™RI ;
Mep) = % EIMONE). 4.4)

Bien entendu, ldentité algébrique, A®@AP®=(1+0 1 +2°=(1+2" - APy, entre séries
génératrices est satisfaite. Au niveau des espéces, on a cependant,

AQAD 2 AP (4.5)

Ce phénomene découle du fait que X, +Xg#Xy,5. Clest aussi un reflet du fait que, bien que
A +B) =0 + B =X (@) +A,(B), on a toutefois

Ac+B) # M)+, B), st n22. (4.6)
L'opérateur de différence, A, définipar AG = G°E™- G, permet d'écrire A®  sous la forme

A® = E(X)-AE(X) +A’E(X) -A’EX) + - . (4.7)
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En utilisant le logiciel Maplel€Sl, Y. Chiricotal®! a calculé la décomposition moléculaire3 de A®
jusqu'au degré 7, inclusivement. La voici, ronquée au degré 4 :
A® = EoX o (EN" (4.8)
1+ Xy + (EDogzr— (EDg + (Ef)g— (Ex)a + XE)g— XEDq + (Eg)gr— (E3da + (XE)Dg— XEDq:

o Edoe (B + (XEa— (XEga + (X Ep — (CEa + (EDei = Ep)ep + B Ea= (B

+-.0’

ot E, désigne l'espece des ensembles de cardinal k. Puisque E()=x*/k!, la décomposition
moléculaire (4.8) peut €tre vue comme un relévement combinatoire du développement du bindme :

A(U-)(x) = ealog(1+x) = (1+x')a

x

= l+ax+a(o— 1)—’2‘3, +ofa— - 2)—3—, + oo — D —-2)(a— 3)% + e 4.9)

Les formules (4.7) et (4.8) montrent qué A®  est une espece de type «ensembliste» : les especes
moléculaires qui la composent s'obtiennent par produits et substitutions d'espéces de la forme E,.

Posons, pour tout n20,

m, = nombre d'especes moléculaires ensemblistes de degré n, (4.10)
a, = nombre d'especes atomiques4 ensemblistes de degré n. (4.11)

Alors, on peut montrer que les suites (m,)p>0 € (@)nzo satisfont le schéma récursif double

m, = % i (Z dad)mn—k ,

=1, =1, k=1 \dlk
g ™ w3 (4.12)
=0, @=L \ g=Zm,

L

et que l'on a les relations analytiques

I - - L W
n§0 m"xn . n (l—f)at ’ n§l - 1+(§(S) b n§1 n’ (413)

k21
ot {(s) désigne la fonction z€ta de Riemann. Voici les valeursde m, etde a, pour 7 =0.40 :
m = 1,1,2,3,7,9, 20, 26, 54, 74, 137, 184, 356, 473, 841, 1154, 2034, 2742, 4740, 6405, 10874, 14794,

24515, 33246, 54955, 74380, 120501, 163828, 263144, 356621, 567330, 763854, 1212354, 1644335,
2567636, 3478873, 5403223, 7314662, 11265825, 15258443, 23363143, ..., (4.14)

a,= 01113161, 10, 4, 12, 1, 33, 1,29, 13, 64, 1, 100, 1, 156, 30, 187, 1, 443, 10, 476, 78, 877,

1, 1326, 1, 2098, 188, 2745, 36, 5203, 1, 6408, 477, 11084, ... . (4.15)

Ces deux suites ne sont pas dans l'édition de 1973 du livre de SloanelS], mais sont présentes dans la
nouvelle édition(SP). Les propriétés analytiques des fonctions (4.13) devraient s'avérer utiles pour I'étude

asymptotique des nombres ,, pour 7 — o0,

3 Z -combinaison linéaire infinie d'especes irréductibles sous la somme (especes dites moléculaires).

4 Especes moléculaires irréductibles sous le produit.
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