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Résumé: A partir d’un ensemble @ de groupes, non conjugués deux a deux, choisis parmi
les sous-groupes des groupes symétriques &,, n > 0, nous avons introduit dans [10] la notion
de série indicatrice des ®-symétries (ou P-série) d’une espéce de structures quelconque F. 11
s’agit d’une série formelle, ®r = ®p(z1, 2, ), qui généralise simultanément les notions de
série indicatrice des cycles, Zr = Zp (1,72, ), au sens de A. Joyal [4] et de série indicatrice
d’asymétrie, I'r = [Cr(z1,Z2, ), au sens de G. Labelle [7, 8, 9]. Dans le présent travail,
nous énongons d’abord des conditions & imposer a l'ensemble ® pour que la transformation
F — & préserve les opérations usuelles: ¢ = &F + &g, Brc = o - dg, ¥ = = OF,
drog = ProPg. Nous appliquons ensuite la théorie générale au calcul de formules explicites
nouvelles pour la ®-série @ d’especes F particulieres: E (les ensembles), C (les cycles
orientés), S (les permutations), ALT (les permutations paires), A (les arborescences) et End
(les endofonctions); généralisant ainsi les résultats correspondants pour les séries Zr et I'r,
dispersés dans la littérature récente [1,2, 4], [7] & [11], et [13]. Finalement, nous illustrons le
contexte ou F' est pondérée en calculant la série ®char ot Char est un modele combinatoire
pour les polynémes de Charlier [2, 15].

Abstract: Given a set ® of non conjugate subgroups of the symmetric groups &n, n >0,
we introduced in [10] the notion of ®-index series (or ®-series) of a combinatorial species
F. It is a formal series, ®r = &z (z1, T2, ), generalizing the notions of cycle index se-
ries, Zg = Zp(z1,Z2," "), i the sense of A. Joyal [4], and of asymmetric index series,
['r = I'p(z1,22, ), in the sense of G. Labelle (7, 8, 9]. In this paper, we present sufficient
conditions to impose on the set ® so that the transformation F ~— ®p preserves the usual
operations: ®r+c = dr + &g, Prc = ®F - &g, O = 3‘%—@;, Drog = Pp o Bg. We
then apply this general theory to particular species F' and obtain new explicit expressions for
their ®-series : E (sets), C (oriented cycles), S (permutations), ALT (even permutations), A
(rooted trees), and End (endofunctions); generalizing the corresponding results for the series
Zp and T, scattered through recent litterature 1,2, 4], [7] to [11], and [13]. Finally, to illus-
trate the ®-series in the weighted context, we compute ®cpar where Char is a combinatorial
model for the Charlier polynomiales [2, 15].
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1 Introduction

Considérons une espece pondérée F' = Fy quelconque, c.-a-d. : une classe de structures.
munies de poids, qui est fermée sous les isomorphismes préservant les poids (4, 12]. Pour
tout ensemble fini U, le groupe des permutations de U, noté &y, agit par transport de

structures sur I’ensemble F [U] des F-structures sur U:

ey x FlU] — F[U]
(0,5) a.5 = Flo](s)- (1)

En général, la structure 7.5 est obtenue de la structure s e remplagant chaque élément
u de son ensemble sous-jacent U, par ’élément correspondant o(u). La préservation
des poids et la fonctorialité du transport nous assurent que (1) est bien une action de
groupe sur un ensemble pondéré au sens de la théorie des groupes.

Lorsque U parcourt la classe des ensembles finis, la famille d’actions (1) peut étre
représentée de fagon canonique par la famille d’actions particulieres (YF.)nz0

ve 6 x Fll]] —  Fllod]
(0,8) —> 0.5= F[o](s),

ou [n] = {1,2,-+-,n}, 6n = Gm@}s 1 >0.

Comme nous l’avons fait dans [10] (dans la lignée des travaux contenus dans [4,
7, 8, 9] ainsi que dans [2, 5, 6] et [12] & [24]) nous considérons 'espece auxiliaire
Fyy = FulX) = Fo (X4, + Xip + ), dans laquelle X, désigne I'espece des singletons
de sorte X et de poids tj, pour chaque i > 1. Une F, ;-structure est une F,-structure
dont chaque élément de I’ensemble sous-jacent est muni dun poids choisi arbitrairement
dans 'ensemble {t;| i > 1}. Le poids d'une F, ;-structure est le poids de la F-structure
multiplié par le produit des poids des éléments de ’ensemble sous-jacent.

Soit cc(6n) l'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de 6, et @
un ensemble de représentants de classes de conjugaison de sous-groupes des groupes
symétriques, c.-&-d. ® C {Kece(Gn)n 2 0}. La série indicatrice des ®-symétries
d’une espece pondérée quelconque Fy, est définie comme l’expression de la fonction
symétrique F. ,,.@ (z)|e:=1 €D variables t;, i > 1, dans la base des sommes de puissances

. : . i ,
pi =t +th+th+t > 1. La série Fy: (z) étant donnée par

— e B
Fw.t (x) = Z fn,w.t &

n>0

— & ., . ; e
ol fnwe désigne le poids total des types de F,-structures sur In] dont le stabilisateur

est conjugué & un groupe de ®. Plus précisément nous donnons la définition suivante.
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Définition 1.1 Soit ® C {K<cc(Sn)|n > 0}, un ensemble de groupes nomn COMJUGUES
deuz & deuz et F,, une espéce pondérée. La série indicatrice des ®-symétries (ou

&-série) de l'espéce F,, est caractérisée par les équations
w q

~(b .
Op, (21,72 ) = Fur @lami= 2 w(s) e gEte). ..

ot ni(s), i = 1, désigne le nombre d’occurrences du poids t; dans s et sgfl:;b s1g-
nifie que s parcourt un systéme de représentants des types de F.-structure dont le
stabilisateur est conjugué a un groupe de ®. La série O, est lexpression de la fonc-
tion symétrique 1:;,: td’(:z:)lz;:l en variables t; dans la base algébrique des sommes de

puissances, T; = pi(t1, ta,ta, 1) = 1 +th+ty+--. O

En particulier, lorsqu’on choisit les ensembles de groupes Z = {K€&cc(6n)[n > 0}
et T' = {{tn}|n > 0}, ol ., désigne Iidentité de &,, la série indicatrice des Z-symétries
de l’espéce F' correspond a sa série indicatrice des cycles [4] et la série indicatrice des

T-symétries correspond 4 sa série indicatrice d’asymétrie [7].

2 Préservation des opérations

Les propriétés de la ®-série qui suivent sont données sans démonstration. Le lecteur
intéressé pourra les trouver dans la these [16] de 'auteure. Afin de simplifier la de-
scription de ces propriétés, nous supposons que {w}, {u}}c®c{K ccc(6,)|n > 0}
et introduisons la terminologie suivante.

Définitions 2.1
1. Le saturé de ® sous la conjugaison, noté ®, est défini par ® = Wgeo K 00 K
désigne la classe de conjugaison de sous-groupes de K dans le groupe symétrique.

2. On dit que & est librement engendré sous le produit externe, *, de groupes st
KixK,cdesKecdeKecd
3. On dit que & est librement engendré sous le produit en couronne généralisé, , si
V¢ >1,Vng,ng,---,ne €N tels queny +np+ - +ne =17, VH < 6,, K; < S,
i=12,---£, kkeN:
HNSunym €2

H n enl,ﬂ'z,“-,n( z <K1.7 K—'Z? DY KE) E é = et O
Vi, tel que n; # 0,K; € 9.

Voir Kerber [6] pour une définition de I'opération du produit en couronne généralisé
et Yeh [25, 26] pour son utilisation dans le contexte des espéces.
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Proposition 2.2 Pour toute espece pondérée F' = EF, ona:

(DF(\I,:EQ,IG-,'. ) — F‘b(_r) = Z fn.w In

—
o fow désigne le poids total des types de F,-structures sur [n] dont le stabilisateur
est conjugué a un groupe de ®. De plus, s T S ®, ona:
I.’l
®7(z,0,0,---) = F(z) = > faio =
n>0 :

0t faw désigne le poids total des Fy-structures Sur In]. O

Proposition 2.3 Pour toutes espéeces pondérées F' = F,etG=Gy, ona:
&pic(z1, T o) = Pr(21, T2 ) + @z, T2, ):

De plus, st d est librement engendré SOus le produit externe de groupes omn a :
Dpa(T,T2 ) = ®p(z1, T2, ") dg(zy, T2,7)-0

Proposition 2.4 SiT C® etst & est librement engendré sous le produit externe de

groupes Om G, POUT toute espéce pondérée F = Fy;

0
Opr (1, %2, ) = 53':'1“1’17(931,272, --+).0

Théoreme 2.5 Si @ est librement engendré sous le produit en couronne généralisé

alors, pour toutes especes pondérées Fy et Gy, G0 =0, on a:

(DF.‘,OG,,(CEL, Ty, " ) =®p o ®Gu(317$2, e .)'['_']

3 Exemples explicit es

Dans les exemples qui suivent (dont la démonstration détaillée se trouve dans [16]) on
suppose que I' S ® et que ® possede les propriétés de fermeture SOUS le produit (voir
la proposition 2.3) et sous la substitution (voir le théoreme 2.5). Il est évident que les
ensembles Z et I vérifient ces conditions. On considere aussi I'ensemble de groupes, &,
librement engendré par les sous-groupes de Young sous le produit externe et le produit
en couronne généralisé. Tl est évident que nous avons les inclusions strictes I' C ECZ.

Plusieurs familles de structures combinatoires sont obtenues en considérant des
assemblées de structures CONNEXes. Nous débutons donc cette section en examinant

I'espece E des ensembles. Il est bien connu [4, 7] que ses séries indicatrices des cycles

et d’asymétrie sont données par

Tk
ZE(Ilv I e ) = exp {Z —A—:-} ) FE;(IL,IJ-z, te ) = exp {Z(—l)k—l%} :

k>1 k>1

Notre premier exemple décrit explicitement la série ®g.
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Exemple 1 (les ensembles) La ®-série indicatrice de 'espece E des ensembles est

donnée par

k>1 K

®g(Ty, T2, ) =exp {Z akI—k}

ou les coefficients oy sont définis par
7" .
Zak—k— =In (Z z”) , J ={n|&, € ®}.
k>1 neJ

Danslescasou®=Zet®d=Eona: ak=1,Vk_>_l,etdanslecasofl<D=I‘ona:
ar = (—1)"‘1, vk > 1. On retrouve bien les formules pour Zg et ['g ci-dessus.

Exemple 2 (les cycles orientés) La ®-série indicatrice de I'espece C des cycles ori-

entés est donnée par

) ol cg(n) = Y, ﬁ%i-)-, I={z’21|Zi€<i'}.

n/del

Oc(zy,Zo, 7)) = Z ca(n) ln(

At 1—1z,

et p désigne la fonction de Mobius classique. En particulier, on obtient les séries

suivantes :

,§¢(:)ln<l—-lxn)
2.

nleu(T:L) i (1 —lzn)

gC'(Il:zZ) vt ) = FC(xla Lo, ') + FC($21:E41 Tgy )

[4] ZC(:EIPT?’"') =

[l Telznze-) =

ol ¢ désigne la fonction d’Euler.

Exemple 3 (les permutations) La ®-série indicatrice de l'espéce S des permuta-

tions est donnée par

®s(z1,22,-7) = |1 (

n>1

1
1—-2z,

sa(n) . 1
) ou Sq;(n) = - Zan/d d C..p(d).
L din

En particulier, on obtient les séries suivantes.

1
[4'] ZS(:I:I;:BQ’"') =
El 1—-2z,
1 -1z,
~ T g o) s 2
[‘] S(xlvx.. ) 1—21
1

Es(z1, T2, 7) = 1=zl —z2)
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Exemple 4 (les permutations paires) La ®-série indicatrice de l'espece ALT des

permutations paires est donnée par

1
QALT(I]., Iy, ) = ;)- {

ou

1 )S.ﬁ(ﬂ) ( 1 >sfb(2n‘y - 1
+ (1 o gy P
J;(l—xn El 1—Zon

1

so(n) = 13" anya d cald) et sp(n) = — S (=1 enya d ca(d)

din

B din

En particulier, on obtient les séries suivantes.

11]  Zacr(zy, T2, ) =

[11] Tacr(zu,Z2, - )=

SALT($1,$2, e ') =

1 1
3 b;[l = + g1(1 + I‘Zn——l)}
2 — 13— T
2(1 —z1)
1 1 1+z;
2 [(1 —z))(1—2z2) 1- :z:J

Exemple 5 (les arborescences) La ®-série indicatrice de I'espece A des arbores-

cences est donnée par

QA(II)I%"') = Z

ni1+n2+--<Q

ou

a‘P(nlyn%" ') = { 0

z?lxg'z Ty
1"’177,1!2"271,2! .o

a@(nl,nm o )

P es2 (6}:" - knkGZ"_l) sing #0

sin1=0

et, O = Ldik Ok/d d ng. En particulier on retrouve les formules de Labelle [7, 8, 9] pour
Z 4 et T4 puisque, pour & = Z, 0k = L gk d nq €t pour &=T, 6= Zd|k(—1)’°/d‘1d ng.
Voir [1] pour une démonstration bijective du résultat pour Z,; noter que Zx=E&i.

Exemple 6 (les endofonctions) La ®-série indicatrice de l'espece End des endo-

fonctions est donnée par

(I)End(:rh T2, " ) = Z

ny+na+-

ou

6@(”1,7127"’) = H Z

k>10<i<ng

<

x’flzgz e
1"‘711!2"’2712! cee

ea(n1,n2, ")

(%)@= sy

n® = n(n—1)---(n—k+1)etou 'on prend comme convention que g =1 En

particulier, en prenant ® = Z et ® =T, on retrouve les formules de Labelle [7. 8. 9]

pour ZEnd et I'gnd-
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Nous terminons par un exemple ol l'espéce F' est munie d'une pondération non

triviale et constitue un modeéle combinatoire pour les polynémes de Charlier. Voir

D. Foata [3] pour un exposé de synthése sur l'utilisation de techniques combinatoires

dans I'étude des familles classiques de polyndomes orthogonaux.

Exemple 7 (les polynémes de Charlier) Soit Char l'espece pondérée définie par
l'isomorphisme Char = S_.(Xy/a) - E(X), o S_. désigne l'espéce des permutations

dont chacun des cycles est de poids —z, modeéle combinatoire pour les polynomes de
Charlier 2, 15]. On a:

ou

(-2)
1 33 (n)
) ar y L2, ") = D nin (———)
Chac(T1, T2, ) nl)lle*cp(a Ty ) pp—ry

S5 (n) = = 3 d g (=2)4co(d).

n din
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