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Resume: A partir d'un ensemble $ de groupes, non conjugues deux a deux, choisis parmi
les sous-groupes des groupes symetriques ©n, n ^ 0, nous avons introduit dans [10] la notion
de serie mdicatrice des $-symetries (ou ̂ -serie) d'une espece de structnres quelconque F. 11
s'agit d'une serie formeUe, $r = ^^(zi, 3:2, . . .)» <:lm geiieralise simiiltanement les notions de
serie mdicatrice des cycles, Zp = ZF{^, XI, . . .), au sens de A. Joyal [4] et de serie indicatrice
d'asymetrie, Tp = r^(a:i, a;2» . . .)> au sens de G. Labelle [7, 8, 9]. Dans Ie present travail,
nous enon^ons d'abord des conditions a imposer a 1'eiisemble $ pour que la transformation
F f-+ $j- preserve les operatioiis usuelles: ^F+G = $F 4- ̂ c, ̂ F-G = ^F . ̂ G, {^F1 = ~^^F,
^FoG == ̂ F a $G. Nous appliquons ensuite la theorie generale au calcul de formules explicites
nouvelles pour la $-serie $f d'especes F particulieres: E (les ensembles), C (les cycles
orientes), S (les permutations), ALT (les permutations paires), A (les arborescences) et End
(les endofonctions); generalisant amsi les resiiltats correspondants pour les series Zp et Tp,
disperses dans la Utteratiire recente [1, 2, 4], [7] a [II], et [13]. Finalement, nous illustrons Ie
contexte ou F est ponderee en calculant la serie $char ou Char est un modele combinatotre
pour les polynomes de Charlier [2, 15].

Abstract: Given a set $ of non conjugate subgroups of the symmetric groups ©n, n ^ 0,
we mtroduced in [10] the notion of $-mdex series (or ^-series) of a combinatorial species
F. It is a fonnal series, $p = ^F(^l>^2, -. .), generalizing the notions of cycle index se-
ries, Zp = ^(a;i,.E2» . . .)> in the sense of A. Joyal [4], and of asymmetric mdex series,
Tp = TF^XI, Z2» . . .)> in the sense of G. Labelle [7, 8, 9]. In this paper, we present sufficient
conditions to unpose on the set $ so that the transformation. F i-»' $j? preserves the usual
operations: ^F+G = ^F + ^G, ^F-G = ^F . ̂ Gi ^F' = ^[^F, ^FoG = ^F 0 ^a- We
then apply this general theory to particular species F and obtain new explicit expressions for
their ̂ -series : E (sets), C (oriented cydes), 5 (peraautations), ALT (even permutations), A
(rooted trees), and End (endofunctions); generalizug the correspondmg results for the series
Zp and Tp, scattered through recent litterature [1, 2, 4], [7] to [II], and [13]. Finally, to illus-
trate the ̂ -series in the weighted context, we compute $char where Char is a combmatorial
model for the Charlier polynomiaies [2, 15].
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1 Introduction

Considerons une espece ponderee F = Fu; quelconque, c. -a-d. ; une classe de stnictures.

monies de poids, qui est fermee sous les isomorphismes preservant; les poids [4, 12]. Poiir
tout ensemble fini U, Ie groupe des permutations de U, note 60-, agit par transport de
structures sur 1'ensemble F[U} des F-structures sur U :

Gu x F[U}
(0-, 5)

F[U]
a-. s = F[cr}{s')

(1)

En general, la structure o-. s est obtenue de la structure 5 en rempla^ajit chaque element
u de son eiisemble sous-jacent U, par 1'element con-espondant a(u). La preservation.

des poids et la fonctorialite du transport nous assurent que (1) est bien une action de

groupe sur un ensemble pondere au sens de la theorie des groupes.
Lorsque U parcourt la classe des ensembles firds, la famille d'actions (1) peut etre

representee de fa^on caiionique par la famille d'actions particulieres (7^)n>o

7^ : 6n X ^[M]
(^5)

F[M
(7. 5=F[<7](s),

ou [n] = {1, 2,..., n}, 6n := G^, n^O.
Comme nous 1'avons fait dans [10] (dans la lignee des travaux contenus dans [4,

7, 8, 9] amsi que daiis [2, 5, 6] et [12] a [24]) nous considerons 1'espece auxiliaire
Fw, t = Fw(Xt) = Fw(^ti + ^2 +... )» dans laquelle X;, designe 1'espece des singletons
de sorte X et de poids i,, pour chaque i ^ 1. Une Fuj^-structure est one Fu>-structiire

dont chaque element de 1'ensemble sous-jacent est mum d'lin poids choisi arbitraireinent
dans 1'ensemble {tij i ^ 1}. Le poids d'uae Fu;,(-stru. cture est Ie poids de la F-structure
multiplie par Ie prodmt des poids des elements de 1'ensemble sous-jacent.

Soit cc(©ri) I'ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de 6n et ^>
un ensemble de representants de classes de conjugaison de sous-groupes des groupes

symetriques, c. -a-d. : $ C {K cc{@n)\n >. Q}. La serie mdicatrice des $-symetries
d'une espece pouderee quelconque Fw est defirde comme I'expression de la fonction

symetrique F^. i (x]\x:=\ en variables ti, i ^ 1, dans la base des sommes de puissances
.. --' ^

p^ =^-1-^ +^ 4- ..., i ^ 1. La serie Fw. i (^} etant donnee par

^{x} = ^ ,^.^2;"
7l>0

ou fn,w,t designe Ie poids total des types de Ftu. t-siructures sur [nj doat Ie stabilisareur

est conjugue a, un groupe de <!>. Plus precisemeat nous donnons la definition suivaute.
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Definition 1. 1 Sozt (I> C {K^cc{Qn)\n ^ 0}, . un ensemble de groupes non conjugues

deux a de'ux et F^j, une espece ponderee. La serie indzcatrice des ^-symetries (ou

^-serie) de I'espece F^ est caracte'nsee par les equatzons

^(2:1, ^, ---) = ^{X)\^= ^ W(5)^l(^2(3)...
. <&

^ .^u,t

- $

ou ni(s), z >. \, designe Ie nombre d'occurrences du poids ti, dans s et s^Fu,, t sig-
nifie que s parcourt un systeme de representants des types de Fuj, t-structure dont Ie
stabilisateur est conjugue a un groupe de ̂ . La serie ^^ est I'expression de la fonc-

tion symetrique ^uj, t (:r)|z:=i en variables ti dans la base algebrique des sommes de

puissances, 2;, := pi (ti, ^2, t^, - . . ) =t\+t\+t\+ . . .. 0

En particulier, lorsqu'on choisit les ensembles de groupes Z = {A' .cc(6n)jn ^ 0}
et r = {{(.n}|n ̂  0}, ou in designe 1'identite de 6n, la serie indicatrice des Z-symetries
de 1'espece F correspond a sa serie indicatrice des cycles [4] et la serie mdicatrice des

r-symetries correspond a sa serie indicatrice d'asymetrie [7j.

2 Preservation des operations

Les proprietes de la ̂ -serie qui suivent sont donnees sans demoiistration. Le lecteur
interesse pourra les trouver dans la these [16 de 1'auteure. Afin de simpUfier la de-
scription de ces proprietes, nous supposons que {{to}, {^}} C $ C {Ks. cc{Gn)\n ^ 0}
et mtroduisons la terminologie suivante.

Definitions 2.1

1. Le sature de $ sous la conjugaison, note $, est defini par 1> == \!JKe^>^ ou ^
designe la classe de conjugaison de sous-groupes de K dans Ie groupe symetrique.

2. On dit que $ est librement engendre sous Ie produit exteme, *, de groupes si
jfi *A:2   $ ^=^ K^   <& et Kz C $.

3. On dit que $ est librement engendre sous Ie produit en couronne generalise, I, si
V^ ̂  1, Vni, n2, ---, n<   N tek gue ni +n2+ .. . +n^ = n, 1H <, ©n, JCi <, ©fe,,
z=l, 2,... ^ fc. N* -.

Hr\en^,., n^{K,, K2, ---, K,)e^
H n 6^, n,,..., n, e ^
et 0

Vi, tel que n, == 0, A',   $.

Voir Kerber [6] pour une definition de 1'operation du produit en couromie generalise
et Yeh [25, 26] pour son utilisation dans Ie contexte des especes.
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Proposition 2. 2 Pour toute espece ponderee F == Fuj, on a. :
'{>

^r(x. x2. x3.... )=F-\x):=^^vxn
n^O

ou fn, w designe Ie poids total des types de Fui-structures sur |n] dont Ie stabzhsateur

est conjugue a un groupe de <S. De plus, 52 F C <&, on a :

^(. c, 0, 0,... )=F(.r):=^/^^
n>0

n!

ou fn,w designe Ie poids total des Fu, -structures sur In]. D

Proposition 2. 3 Pour toutes especes ponderees F == Fu, et G = Gy, on a :

^f+G{xi, 2:2, . . . ) = ^^(^1, 3:2, . . .) + ^G^l, 2:2, . . . ).

De plus, si $ est librement engendre sous Ie produit exteme de groupes on a :

. ^F-G^i, 2:2, . . . ) = ^F{XI, 3:2, . . . ) . ̂ c{x^ 2:2, . . . ).Q

Proposition 2.4 SiT C ^ et si ̂  est librement engendre sous Ie produit exteme de

groupes on a, pour toute espece ponderee F = Fy,,

$^(3:i, X2, ---) =-3-$F(3;l, 2:2, ---).0

Theorenie 2.5 Si ̂  est librement engendre sous Ie produit en couronne generalise

alors, pour toutes especes ponderees F^ et Gv, Gu[0] ==0, on a :

^F^G^XI, X-2, .. -) = $^ 0 $oj3 ;l, .T2, . . -).a

3 Exemples explicit es

Dans les exemples qui suivent (dont la demonstration detaillee se trouve dans [16]) on
suppose que F C <S et que $ possede les proprietes de fenneture sous Ie produit (voir
la proposition 2. 3) et sous la substitution (voir Ie theoreme 2. 5). U est evident que les
ensembles Z et F verifient ces conditions. On considere aussi 1'ensemble de groupes, f,
librement engendre par les sous-groupes de Young sous Ie produit externe et Ie produit
en couronne generalise. n est evident que nous avons les mclusions strictes F c£ C Z.

Plusieurs faimlles de structures combinatoires sent obtenues en considerant des

assemblees de structures connexes. Nous debutons done cette section en examinant

1'espece E des ensembles. U est bien connu [4, 7] que ses series indicatiices des cycles
et d'asymetrie sont donnees par

^(^^... )=exp^fi^ r^i, ^, ---)=exp^(-l)fc-1^^-
.

h^l n' J 1^1

Notre premier exemple decrit explicitement la serie ^s-
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Exemple 1 (les ensembles) La  l~serie indicatrice de i'espece E des ensembles est

donnee par
X.

<!>£(j:i.. r2, . . . ) = exp { V^ Qk-^-
k>l

k

ou les coefficients ak sont definis par

.
fc

E^=ln(E^)> ^={"|e. $}.
fc>l "' \n6J

Dans les cas ou^ =Zet ^=f ona : QA;= 1, VA^ 1, et dans Ie cas ou <^>=r ona :

Q;fc = (-1)A:-1, V/i; ̂  1. On retrouve bien les formules poxir ZE et F^; ci-dessus.

Exeinple 2 (les cycles orientes) La ̂ >-serie indicatrice de 1'espece C des cycles ori-
entes est donnee par

^C(^l, X2, -- .) = E c<^(n) ln f--) ou ̂ (") = E /^' J={^ llz^ ̂ }-
- :r" / 7^din

n/der

et ju desigiie la fonction de Mobius classique. En particulier, on obtient les series
suivantes :

[4] Z^^-}=^^{^}
n^'1 n \ -1- - 3;ri

[7] W^,..^^^^
n>l ". \-i~J-n.

Sc(^l, 3;2, . . . ) = FC^I, 2;2, . . . ) 4- Tc{X2, 2:4, 2:6, . . .)

ou 0 designe la fonction d'Euler.

Exeniple 3 (les permutatioiis) La $-serie mdicatrice de 1'espece S des permuta-
tions est donnee par

d\n

1 \3*w . . . 1
^5(3:1, 2:2, ... ) = 11 ( -~- ) ou s*(n) = ~ ^ oi"/d ̂  c$(d)-

7^1 '"1 - 2;Tl/ ' n 3j^

En particulier, on obtient les series suivantes.

[4] z^, ^... )=n-^-L
n>l

[7] ^s{x,, 2;,,... ) =

£s(Xi, X-2, ---) =

1-2:2

1-3:1
I

(1-^)(1-X2)
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Exemple 4 (les permutations paires) La (&-serie indicatrice de 1'espece ALT des

permutations paires est donnee par

^ALT(2-1. -C2, ---) = ^
.[ \^3^(n)

ntr^z) +n(i^:
n'>l v i ~ .rn/ n'>l < 1 ~ .Z2"

^(2n1
(i+^-i)^(2n-l)

ou

s$(n) = ^ S Q"/'' rf c*(cf) et s$(n) = r £(-1) Q:n/d d ^W-
n^ ' - n^

En particulier, on obtient les series suivantes.

[11] ZALT^I, ^-,

[11] rALT(.ri, ^2, ---)=

n^+no+^-o
n>l x - An n>i

.22-x'i-x^
2(1-2;i)

^ALT^l, ^, ---) = 7; +
1+Xi

_(1 - 3;l)(l - 2:2) ' 1-3:4.

Exemple 5 (les arborescences) La ^-serie indicatrice de 1'espece A des arbores-
cences est dormee par

:?13;?2 . . .
^(^^... )= ^ E . a^nl'n2'---)T^B^T-

7ll+Tl2+-<00 J. -. /41:-, -"/i.2: . . .

ou

<l-ln^2(^-^^'s-l) sini^O
L, "2, ---; = \ ^~ ~~~ v " ' / _,

0 si ni = 0

6t» 6k == Sd|A: Q!fc/d ̂  nd- En particulier on retrouve les formules de Labelle [7, 8, 9] pour
ZA et FA puisque, pour <^ = Z, ̂  = Ed|fc ̂  ^ et pour $= F, ̂  = ^^(-i)^-^ n^.
Voir [1 pour une demonstration bijective du resultat poiir ZA; noter que ZA = ^A-

Exemple 6 (les endofonctions) La ^-serie mdicatrice de 1'espece End des endo-
fonctions est donnee par

x^x^ . . .
*E.^, ..... )= ̂Z^<-«("1, »... .)^,|^

ou

^(ni, n2, -. -)=n E (nfc)(l-^W)(t)(-fc -t,
k^io^i^ni, \ l

nw = n(n - 1) ... (n - fc+ 1) et ou 1'on prend comme convention que 0° = 1. En
particulier, en prenant  >= Jet $ =F, on retrouve les formules de Labelle [7. 8. 9]

pOUr Zgnd et FEnd.
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Nous terminons par un exemple ou 1'espece F est munie d'une ponderation non
triviale et constitue un modele combinatoire pour les polynomes de Charlier. Voir

D. Foata [3] pour un expose de synthese snr 1'utilisation de techniques combinatoires
dans 1'etude des families classiques de polynomes orthogonaux.

Exemple 7 (les polynomes de Charlier) Soit Char 1'espece ponderee defime par
1'isomorphisme Char = S-^X^a) . E{X\ ou 5_^ designe 1'espece des permutations
dont chacun des cycles est de poids -z, models combmatoire pour les polynomes de

CharUer [2, 15]. On a :

ou

^Char(3;l, -C2, ... ) = H eXp(ain2:n/n) ( ̂  _ , _",
n^l \l -u ^n,

4-2)(")=lE^""/^(-2)n/d^(d)-

.
(-^) :")

d\n
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