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Résumé

Nous généralisons la notion d’arbre (carte planaire d une seule face) par celle de
g-arbre, carte de genre g d une seule face. Nous établissons alors une bijection entre les
cartes d’un genre g donné et les g-arbres bien €tiquetés. Cette construction permet de
coder les cartes et de mettre en évidence ’algébricité de certaines séries énumeératrices.

We consider the following notion, which is the generalisation of a tree (a planar map
with one face) : a g-tree is a map of genus g with one face. Then, we construct a bijec-
tion between maps of genus g and well labelled g-trees. This construction leads to a code
for maps of genus g; moreover, for some families of maps, it shows the algebraicity of
the generating functions.

Introduction

Une carte est une représentation topologique d’un multigraphe connexe sur une surface
fermée de R3.

Les cartes sur la sphére (généralement appelées planaires) ont été abondamment étudiées
et dénombrées par des auteurs comme W. Tutte [10], Brown [4], Mullin (9], R. Cori [5], A. B.
Lehman [8], et bien d’autres. Sur des surfaces de genre non nul, des résultats d’énumération
existent aussi, mais ils sont nettement moins nombreux; on peut citer par exemple Walsh et
Lehman [11], D. Arques [2], Bender [3], Andrews, Jackson et Visentin (1] .

Dans le cas planaire, R. Cori et B. Vauquelin (6] ont construit une bijection entre les
cartes et les arbres dits “bien étiquetés”. Cette construction leur a permis de donner une
preuve bijective du dénombrement des cartes planaires suivant le nombre d’arétes.

Dans cet article, nous généralisons cette construction pour un genre g quelconque. Si
cette généralisation ne semble pas conduire simplement & des formules d’énumeération, elle
permet toutefois de donner un codage par des mots. Et pour certaines familles de cartes,
'ensemble des mots codes forme un langage algébrique, ce qui implique I’algébricité des séries
génératrices énumératrices.
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1 Cartes

Dans plusieurs travaux, la notion topologique de carte est remplacée par celle de carte
combinatoire, plus facile a manipuler. C’est cette notion que nous présentons maintenant, et
que nous utiliserons dans toute la suite.

Une carte combinatoire C' est un couple (o, @) de permutations opérant sur un ensemble
fini B et telles que

1. a est une involution sans point fixe.
2. Le groupe engendré par {a, o} opére transitivement sur B.

B est I’ensemble des brins. Les cycles de o sont les sommets, ceux de a les arétes, enfin ceux
de ac les faces de C. Le genre de C est la quantité g = 1 + 2[z(a) — z(c) — z(a0)], ou ()
désigne le nombre de cycles de la permutation §. Une carte de genre nul est dite planaire.
Deux cartes C = (0, ) opérant sur B et C' = (¢/, ') opérant sur B’ sont isomorphes s'’il
existe une bijection 6 de B sur B’ telle que a = 7'’ et 0 = 67 16'. Si C = C’, alors 6
est un automorphisme. Ce que l'on appelle énumération des cartes porte en réalité sur les
classes d’équivalence pour I'isomorphie.

Une carte pointée est une carte dans laquelle on se donne un brin distingué b*; le sommet
contenant le brin distingué est appelé par la suite racine; deux cartes pointées C = (o, a, b*)
et C' = (o', d,b™) sont isomorphes si elles le sont en tant que cartes et si de plus b = 0b*;
on montre que si # est un automorphisme de cartes pointées, alors 6 est I'identité. Un arbre
est une carte planaire a une seule face. Cette notion est ici généralisée : un g-arbre est une
carte de genre g a une seule face.

Une carte pointée est bien €tiquetée si on associe & chaque sommet un entier positif, de
telle fagon que la racine a pour étiquette 0 , et deux sommets adjacents ont des étiquettes
différant au plus de 1. Plus précisément, si B = {bo, b1, ...b,} est I’ensemble des brins, alors
une carte bien étiquetée est un couple (C, ¢) tel que

e (' est une carte pointée (o, @, bx)

e cest une application de ’ensemble des brins dans les entiers naturels, telle que €(bx) = 0
et pour tout brin b de B

€(b) = €(ob)
le(8) — e(ab)] <1
2 Transformation fondamentale

Nous présentons ici une transformation T qui a toute carte ayant F pour face distinguée
associe bijectivement une carte de méme genre, ayant le méme nombre d’arétes, et dont la
face distinguée F’ contient strictement F.

400




2.1 Notations préliminaires

Pour simplifier I’exposé, nous considererons désormais exclusivement C, ’ensemble des cartes
pointées définies sur B = {1, 2, ... 2n} et telles que 1 soit le brin pointé.

e Pour tout § C B, on note S I'ensemble des éléments de B qui sont les images par 6
des éléments de S.

e Pour toute permutation 8 sur B, et pour tout brin b de B on note 6*{b} ’ensemble des
éléments qui appartiennent au cycle de 4 dans lequel on trouve b.

e La cléture de S par 6, notée §°S, est la réunion des 6{b} pour tous les b de S.

e On dira que la permutation 4 opérant sur B sature S si 6*S = S; S est alors une union
de cycles de 8; il est alors possible de définir la restriction de § 3 J.

e Pour toute partie  de B contenant le brin 1, on note Cx I’ensemble des cartes telles
que (ac)*{1} = F, et Cr P’ensemble des cartes telles que F C (ao)*{1} et o sature F.

e Pour toute permutation ¢ opérant sur un ensemble B, et pour tout ensemble A C B,
on note )4 la permutation sur A définie, pour tout élément ¢ de A, par §4a = b*q,
ou k est le plus petit entier naturel non nul tel que 6*a € A. Si 9 sature A, alors 6,4
est égale a la restriction de § sur A.

2.2 Définition

Soit B = {1,2,... 2n}, et F un sous ensemble de B. A toute carte pointée C' = (0,a) de Cx
on associe T'(C) = (¢’, ) , le couple de permutations défini par

o'(b) = o7 (b)sibe F
o'(b) = ac(b)sibe B\ F

On vérifie aisément que o est une permutation sur B. Nous allons montrer que T'(C) est
une carte ( i.e. que {e, o'} engendre un groupe transitif ) qui a méme genre que C.
Dans ce qui suit F’ désigne o*F, la cléture de F par o.

2.3 Premiéres remarques

Nous présentons ici quelques remarques qui découlent immédiatement de la définition de T.

1. F étant un cycle de ac, ac sature B \ F.

2. a0’ =g sur B\ F
Soit b € B\ F’; par définition, on a b € B\ F; donc ac’b = ob. Et comme par définition
o sature F', elle sature aussi B\ F".
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3. aF CF'

Puisque F = (ao)*{1}, on a acF = F; donc, en multipliant & gauche par «, on trouve

aoF =aF.
Mais comme, par hypothese, 7' = ¢*F, on a ¢ F C F'; il vient donc aF C F.

2.4 Une propriété importante de T
Lemme 1 Pour tout brin b de F et pour tout entier k > 0 il existe un entier j tel que :
(ao)*b = o'(ac’) ab

Preuve : Nous établissons la formule sur (o a)*

par récurrence sur k.

, ce qui est équivalent, et nous procédons

e Pour k£ = 1, soit p le plus petit entier positif ou nul tel que oPab € F, un tel entier
existe du fait que o~ 'ab = (ao)~!b est un élément de F.

On a alors, puisque oz est égal & ao’z sur B\ F :
o?(ab) = (ac”)Pab

ce qui entraine

o'(ac'Pab = o oPab =V

ou b’ est le premier parmi o ~'oPab, 0 20Pab,...c 90Pab qui appartient & F. Mais du
fait du choix de p ceci se produit pour la premiere fois pour ¢ = p + 1. Ainsi

S S iy i L% raday Ba Sk RPEORAIL - FOX s == S RS 0T
A L e b S

o'(acd’)Pab = o7 ab.

e Supposons la formule établie pour m et calculons (¢~'a)™+'6 En utilisant la formule
avec k = 1 pour &' = (¢ 'a)™b, on obtient I’existence d’un entier ! tel que

o s et AT A

et s

(e7'a)™b = (07'@) (07 a)™b = o'(a0’) a((c ™ a)™b)
L’hypothése de récurrence assure ’existence de j tel que
(c7'a)™b = o'(ac’) ab

Soit en reportant _
(07 ra)™t1h = a'(aa')“’“ab

et le résultat est démontré.
Lemme 2 Pour tout brin b de F on a

(ad’')*b D aF
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Preuve : Si b est un élément de F, par construction de ¢/, o’ appartient a F. Appliquons le
lemme 1 a ¥ = o’b; on obtient

(ao)™V C o'(ad’) al = o'(ad’)"b
Soit
F Co'(ac’)"d
et en appliquant o aux deux membres de I'inclusion, on obtient le résultat.

Proposition 1 Le cycle de o’ contenant le brin 1 est égal a F'.
p y g

Preuve :

e L’inclusion (ac’)*{1} C F’ est simple a obtenir; en effet, nous montrons que F' est
clos par aco’.
Si b appartient a F' et pas a F alors ao’b = ob qui appartient & F puisqu’il est clos
par o. Si b appartient a F alors ac’b = aol}lb appartient a aF qui est égal a o F lequel
est inclus dans F'.

e Pour ce qui est de 'inclusion ' C (ao’)*{1} on utilise le lemme 2.

Soit b € F’, il existe alors un k et un b’ dans F tels que b = o*' . Choisissons le k
le plus petit tel qu’il en soit ainsi. Si k > 1, o*~¥/,...ob ne sont pas dans F. On a

alors :
b= (ad’) ol

qui est aussi vral si k = 1.
D’apres le lemme 2 et puisque aF = o F :
ol = (ad’) ¥
et
[) - (ao,/)k+j—1 b/
Ce qui montre l'inclusion F’ C (ac’)*F.

Or F C (ac’)*{1}, ce qui donne le résultat.

Nous pouvons maintenant énoncer :
Théoréeme 1 C' = T(C) est une carte de méme genre que C.

Nous montrons d’abord que C’ = T'(C) est une carte, c’est & dire que le groupe engendré
par {a, 0’} muni de la composition des applications opere transitivement sur B . Il suffit de
montrer que pour tout couple (b, 5') de B x B il existe une permutation ¢ € {a, o'}" telle que
#(b) = b'. Or, puisque C est une carte, il existe v € {a, o }* telle que 1(b) = b’. Considérons
deux cas :

1. ¥ = a : trivialement ¢ = a puisque o’ = a.
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2. 9 = o : alors, il existe k € NV tel que ¢ = (ac’)*; en effet, si b € F, on sait par les

remarques précédentes que o(b) € (ac’)*(b); sinon, sur B\ F, on a d'(b) = ac(b), et
donc o(b) = aac(h) = ad'(h).

Si® n’est ni a ni o, alors ¥ = ¥'a ou Yo et par induction il existe ¢’ telle que ¢ = ¢’ ou
¢ = ¢'(ac’)* pour un certain k. C’ est donc une carte.
Montrons maintenant que g(C’) = g(C).

e En effet, nous avons montré que ' = (ac’)*{1}, par conséquent z(ao’) = z((ac’)s\# )+
1. Mais, comme nous I’avons noté précédemment, sur B\ F' on a ao’ = 0o;

donc z(ao’) =1+ z(o) — z(a#).
e Par définition, ¢’ = ao sur B\ F . Donc 2(¢') = z(ac) — 1 + z(ox).
e Enfin, 7' = ¢*F, donc z(o)r) = z(o7)

On a done g(C") = 1+ Yz(a) — (2( @) = L + 2(01s)) = (2(0) + 1 — 2(a1))] = 9(C), ce qui
acheve la preuve du théoreme.

2.5 Caractérisation de la carte C' =T(C)

Nous montrons ici que T(C) appartient & la fois & Cr et a Cx.

Preuve : Soient C = (o, @) une carte de Cr et C' = T'(C). Par construction, ¢’ sature F

et 1 € F; comme (ac’)*{1} = F' = ¢*F, il est clair que F est inclus dans (ac’)*{1}; par
conséquent, T'(C) appartient a Cr.

Puisque (ac’)*{1} = F, il est immédiat que T'(C) € Cx.

2.6 Exemple

Soit la carte C = (o, ) définie sur B = {1,2,...28} par

o =

4 AN i B R ST S s e M AR BRI L PRz =" ¢
sgannesinEsR AN

(1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12, 13)(14, 15, 16, 17)(18)(19, 20, 21)(22, 23, 24)(25)(26, 27, 28)
(1,8)(2,12)(3, 10)(4, 14)(5, 6)(7, 27)(9, 23)(11, 18)(13, 19)(15, 22)(16, 25)(17, 24)(20, 26) (2"
On a donc F = {1,7,12,19,26} et T(C) est définie par

o =

a =

3

ozl

N

5

T L L e Aot

(1,12,7)(2, 10,18, 11)(3,14,22,9)(4,6,27,21,13,8,23,17)(5)(15, 25, 16, 24)(19)(20, 28)(26)

On vérifie aisément que C et T(C) ont toutes deux genre 1. Voir figures 1 et 2.

2.7 La transformation inverse Rr

Dans ce paragraphe, nous construisons la transformation inverse de T'.
Soit C = (o, ) une carte de Cr.

Remarquons d’abord que F est un sous-ensemble de (ca)*{1}.

Preuve : en effet, puisque C est une carte de Cr, on sait que F est inclus dans (ac)*{1} et
que 0 F = F; choisissons deux brins b, et by dans F; il existe un entier q tel que b; = (ao)iby;
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I6 21 28
A7

1
13 19 21
8 12 20 26

Figure 1: La carte C. Le tore est représenté par un carré dont les cotés opposés sont identifiés.
La région hachurée représente la face distinguée.

Figure 2: La carte T(C) : la face distinguée est plus grande que celle de C.
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considérons maintenant by = o~'b; et I, = o7'b,; ils appartiennent aussi & F puisque

cet ensemble est saturé par o; il existe donc un entier p tel que ¥} = (ac)?Pb, et donc

oby = (oa)Paly soit encore by = (0a)?by,. Comme 1 est élément de F, la propriété est établie.
On construit R(C) = (¢”, @) de la facon suivante :

e YVoe B\ F, o"(h) = ac(b)
e Vbe F o"(b) = a(ac™")P(b), o p est le plus petit entier strictement positif tel que
(ac~1)P(b) € F.

Pour montrer que la construction est correcte, il faut d’abord établir que ¢” est une
permutation sur B, et que de plus c’est la seule permutation telle que o = a'l’g;l.aal’g\}-.
Nous utilisons pour cela une généralisation d’un lemme de [6] :

Lemme 3 Si A et B sont deuz ensembles disjoints, = une permutation sur B, ¢ une ap-
plication injective de A sur AU B , alors il eriste une unique permutation 6 sur AU B telle

que
(] HIB =T
e Vze A 0(z) = ¢(z)

Preuve : § est construite récursivement : si A = ), alors § = =, sinon, on choisit un élément
a de A qui n’est I'image par ¢ d’aucun élément de A et 6’ est construite sur (4 \ {a}) U B.
Posons ¢(a) = z, 8 est alors donnée par

f(a) =z, 0(6 ! (z)) = a, et pour y # z, y # a, O(y) = & (y).

Posons F' = (ac)*{1}. Puisque C € Cr, o sature F et F C F'; de plus, le brin 1 est un
élément de F; par conséquent :

e o~ ! est une permutation sur F.
o (ao) est une application injective de F' \ F sur F'.

Le lemme 3 s’applique donc, et o” est clairement la permutation 8 cherchée sur ' . Il
est clair que sur B\ ', 0" = ao.

Il nous reste a montrer que C” = (¢”,a) = Rx(C) est une carte.

Vérifions d’abord que (ac”)*{1} = F. En effet, puisque C est une carte de Cz le brin 1
est dans ’ensemble F et Fest inclus dans (ca)*{1}. Donc il vient

f = {1, (ao’—l)(hl, L. (aa.—l)ql+q2_"+q)\1}
Or, par construction, on a

(ac”) {1} = {l,aa(ac™)"1 = (ac™")"1, ac(ac™!)2(ac™1)2]
- (ao.-l)flﬁ-fnl’ L (aa.—l)41+qz...+qx]_} =F

On raisonne alors, comme dans la preuve du théoréme 1, sur un couple (b,0") de brins et
I'on cherche une permutation ¢ obtenue par composition de a et o telle que 4 = @b :
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Si b = ab, évidemment ¢ = a.
Si b’ = ob, on distingue deux cas

1. b€ F : comme C € Cr, o sature F et donc & € F. Or F = (ac”)*{1}. 1l existe
donc k, naturel non nul tel que &’ = (c”)*b et par conséquent ¢ = (ac”)*.

2. b€ B\ F : clairement ¢ = (ac”).

C" = Rz (C) est donc une carte; de plus, comme (ag”)*{1} = F, cette carte est dans Cr.
Enfin, puisque o est la seule permutation telle que o = al”}Tl.aal’g\-}-, nous pouvons énoncer

le résultat suivant :

Théoréeme 2 T est une bijection de Cr sur Cr.

3 Eclatement d’une carte

De ce qui précede, on tire aisément qu’en itérant la transformation T sur une carte de genre
g on obtient un g-arbre ayant le méme nombre d’arétes. Dans cette partie, nous formalisons
ce résultat; nous montrons ensuite que si l'on étiquette & les brins qui entrent dans la
face distinguée a la k™ itération, alors le g-arbre obtenu est bien étiqueté; de plus, la
correspondance est bijective.

3.1 Définition

Dans ce qui suit, pour tout ¢ > 0, on notera (o;,a) = T%(s, ), F: = (aoi)*{1}. De plus,
nous savons maintenant que si C' = (o, a) est une carte, alors (o3, a) est une carte de méme
genre que l'on pourra noter C;. On appelle éclatement d’une carte C' = (0,a) le couple
E(C) = (Cm,€) défini comme suit :

o m est le plus petit naturel tel que ag,, n’a qu’un seul cycle.

o ¢ est 'application de B dans les entiers naturels définie par €(b) = 0 <= b € F, et
pour j > 0,€(b) =j <= b€ F; \ F;_;.

Pour montrer que cette définition est correcte, remarquons d’abord la propriété suivante :
la carte (o, @) n’a qu’une seule face si et seulement si F/ = F.

Preuve : Si (0, @) n’a qu'une face, alors F = B et F C F' C B donne le résultat.

Si F = F', alors F est saturé par o et par ac; comme {a, 0} engendre un groupe transitif
cela implique ¥ = F' = B.

Donc, si C a une seule face, alors E = (C,0); sinon F # F. Et comme par définition
F' = 0*F, clairement, F C F'. Comme d’autre part B est fini, alors il existe un naturel m
tel que 7™(C) a une seule face, tandis que 7™~(C) en a plusieurs.
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3.2 Propriétés de E(C)
Propriété 1 Soit m tel que E(C) = (C,.,¢€). Alors, la suite Fo, F1 \ Fo,- .- Fm \ Fm-1 est

une partition de B.

Par construction, les F; constituent une suite croissante de sous-ensembles de B; ainsi,
les F; \ F;-1 sont disjoints, et leur réunion est égale a F,,; puisque F,, = B , on a bien une

partition.
Propriété 2 E(C) est bien étiquetée par e.

1. Montrons d’abord que si ¢(b) = j alors 7 — 1 < e(a(b)) < 7 + 1; cette condition se
traduit par b € F; \ Fj_1 <= a(b) € F;_1 \ Fj—2 U F; \ Fj_1 U Fjq1 \ Fj, soit encore
a(b) € Fj41 \ Fj-2. Bien entendu, si m < 0 alors F,,, = 0.

Considérons donc un brin b € F; \ Fir_;. Nous savons que ab € Fii,. Supposons
maintenant que ab soit dans Fj_;; nous pouvons alors affirmer que b est dans Fi_;,

ce qui contredit I’hypothese.

2. Montrons maintenant que tous les brins d’'un méme sommet de E(C) ont méme éti-
quette. En effet, a chaque étape j, o; est construite sur les brins numérotés 3 — 1
par O'J'——lllfj_;' Par induction sur le nombre d’étapes, les brins dont les étiquettes sont
inférieures a j — 1 sont déja a leur place.

3.3 Le résultat principal

Théoréme 3 F est une bijection des cartes de genre g vers les g-arbres bien étiquetés ayant
le méme nombre d’arétes.

En effet, F est une application injective de Cg, ’ensemble des cartes de genre g, dans
Cgs, , 'ensemble des cartes a une seule face bien étiquetées de genre g, puisque par définition
E est une composition de bijections.

D’autre part, montrons que E est une application surjective.

Nous allons montrer que pour toute carte a une seule face bien étiquetée (C,, = (om, @), €),
ot m est la plus grande étiquette, on peut construire une suite Rr,,_,(Crn) = Cn—1, Rr,,_,(Crm-1’
Cm-2,-.- Rz, (C1) = Co , ot Fi note ’ensemble des brins étiquetés au plus k. Pour cela, il
suffit de montrer que V. m < k < 1 on a C; € Cx,_,, ce qui se traduit par trois conditions

1. 1 € Fr

2. ok sature Fr_;

3. Fi1 C (acrk)"{l}

La condition 1 découle immédiatement de la définition de Fi et du fait que ¢(1) =0

Pour les conditions 2 et 3, procédons par récurrence. De plus, nous remplagons la condition
2 par une condition 2’ plus forte, a savoir oy sature F; V 7 < k. Il est clair que 2’ et 3 sont
satisfaites pour k = m; supposons qu’il en soit ainsi tant que k est supérieur a une certaine
valeur j — 1, c’est a dire que 'on a
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o; sature F; Vi < 3
Fj-1 C (ao;) {1}

Considérons alors b € Fy, avec h < j — 1. Par construction, on a g;_1b = a(aa;’l)”b, avec
p plus petit entier positif tel que (aaj"l)"b € Fj-1. Or, par hypothese de récurrence, o; sature
Fu. Et,commeh <j—1,0na CY(TJ-_II) € F,-1 et p= 1. Par conséquent, o;_1b = O'j—lb € Fu,
ce qui établit la condition 2’ et donc la condition 2.

Pour la condition 3, remarquons que, de I’hypothese de récurrence, il découle immeé-
diatement F;_; = (acj-1)*{1}. Et comme par définition F;_, C F;_;, on a bien F;_, C
(aoj—1)*{1}. La condition 3 est donc satisfaite, ce qui acheve la preuve.

3.4 Construction directe de E(C)

Reprenons les notations de 3.1. Au lieu d’appliquer plusieurs fois la transformation T', on
peut construire directement £(C) en calculant d’abord les ensembles A, = Fi \ Fr—y si k
est non nul; dans le cas contraire, Ag = Fo = F. A représente donc ’ensemble des brins
qui “entrent” dans la face de 1 a la k™ itération de T'.

Montrons par induction que, pour tout ¢ > 0

Agi = (@)  Agiz1 \ Azia
Agicy = 0" Agia \ Azig

On sait que A4y = 0;Fk \ Fk; par ailleurs, par construction, oy sature Fi_;; d’autre part,

Fr—1 C Fi; par conséquent Axpy = 0p(Fi \ Fi-1) \ (Fk \ Fi-1). D’autre part, sur B\ Fi_q,

on sait que oy = aoi_;. Comme enfin a(ac) = o, le résultat annoncé vient par induction.
D’autre part, si E(C) = (T™(C),¢€) , on vérifie aisément par induction sur m que

si m est pair alors

Omb = oj4,,b 81 b€ Ay

Omb = (071Q)| Ay, 810 E Agigr
tandis que si m est impair

omb = al':}z‘,b sib e Ay

Omb = (a0)| gy, 510 E Azin

3.5 Exemple
Reprenons la carte présentée en 2.6 que ’on peut voir figure 1. On a donc
c = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)(14, 15,16, 17)(18)(19, 20, 21)(22, 23, 24)(25)(26, 27, 28)

(1,8)(2,12)(3, 10)(4, 14)(5, 6)(7, 27)(9,23)(11, 18)(13, 19)(15, 22)(16, 25)(17, 24)(20, 26) (21,
ac = (1,12,19,26,7)(2,10.18,11)(3, 14,22,9)(4,6,27,21,13,8, 23, 17)(5)(15, 25, 16, 24)(20, 28)

R
Il
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Figure 3: On voit ici I'éclatement de la carte de la figure 1; les étiquettes sont représentées
par les entiers encadrés en gras.

On obtient donc

Ao = {1,7,12,19,26}

Ay {2,3,4,5,6,8,9,10,11,13,20,21,27, 28}
A, {14,17,18, 22, 23}

As = {15,16,24}

Ay = {25}

qui déterminent €. D’ou E(C) = ((04, @), €), avec
os = (1,7,12)(2,11,10)(3,9)(4,8,13,21,27,6)(5)(14, 17)(15, 24, 16)(18)(19)(20, 28)(22, 23)(25)(2

Voir figure 3.

4 Application au codage des cartes

4.1 Mots

Soit X un ensemble fini appelé alphabet dont les éléments sont des lettres. Un mot f est une
suite finie de lettres. La longueur de f, notée |f|, est le nombre d’éléments de la sujte. La
concaténation de deux mots consiste a écrire ’un 2 la suite de ’autre pour former un nouveau
mot. Un mot f de longueur n est généralement noté par le produit f(1)f(2)... f(n). Le mot
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vide, noté 1 ou ¢, est Papplication de § dans X. X* est I’ensemble de tous les mots sur X;
muni du produit de concaténation, il a une structure de monoide libre. Un langage est une
partie de X'*.

Un codage est une bijection entre les mots d’un langage et les éléments d’un ensemble.

Un mot g de longueur k est sous-mot du mot f de longueur n si (9i)ielx) est une sous-suite
de (f)em)-

Enfin, on définit le produit de mélange ( en anglais shuffe ) de f et g et I'on note f w g
I’ensemble des mots A de longueur |f1+ 9] et tels que f et g soient sous-mots disjoints de h.

4.2 Mots de Dyck et cartes planaires

Dy, le langage de Dyck sur k paires de parentheses, est défini sur lalphabet {z;,7;|1 < i < k}
de la fagon suivante :
leD, et f,g € Dy :.T,'ff{g € Dy

Un codage classique associe un arbre pointé a un mot de Dyck sur une paire de lettres :
a partir du brin pointé, on parcourt ’arbre par oa; et pour toute aréte {b, @b}, on écrit z si
on la traverse pour la premiere fois, et T si c’est la seconde fois. Par exemple

o =(1,2)(3)(4,5,6)(7)(8)

a = (1,3)(2,4)(5,7)(6,8)

f = zTz2Z27T

Cori et Vauquelin [6] ont montré que l'on peut coder les arbres bien étiquetés et donc
les cartes planaires par un sous ensemble du langage de Dyck sur trois paires de lettres.
Résumons ce codage :

Un mot f sur X; = {zo, z,, T_1,To,T1T-1} code une carte planaire ssi

1. C’est un mot de Dyck sur X5

2. Si § est le morphisme de X3 dans les entiers défini pour i = —1,0,1 par §(z;) =i =
—6(T:), et 6(1) = 0, alors, pour tout mot g tel que f = gh, on a 8(g) > 0.

On peut interpréter ce codage de la fagon suivante : on effectue le méme parcours de
'arbre que ci-dessus; la premiére fois qu’elle est rencontrée, une aréte est envisagée comme
le passage d’un sommet étiqueté k a un sommet étiqueté k + i, avec ¢ € {—1,0,1}; on écrit
alors z;. A la seconde rencontre, ’aréte fait repasser de k +: 3 k; on écrit donc ;.

La condition sur § traduit évidemment le fait que les étiquettes ne doivent jamais étre
négatives.

4.3 Mots de Walsh

4.3.1 Séquence d’entiers

Il est bien connu qu’une carte & un seul sommet et & arétes peut étre codée par un mot de
longueur 2k sur lalphabet {1,2,... k}; le mot comporte exactement deux occurrences de
chaque entier; de plus, la premiere occurrence d’un entier ne survient dans le mot que si
tous les entiers inférieurs sont déja apparus au moins une fois, L’algorithme de codage peut
se résumer ainsi : le brin pointé est codé 1; a partir de ce brin, on parcourt le sommet par o
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et pour tout brin b ainsi rencontré, si ah n’a pas encore été rencontré, on code b par le plus
petit entier non encore utilisé, tandis que si ab a déja été rencontré, b est codé par le méme
entier que ab. Walsh et Lehman [11] appellent sé€quence d’entiers un tel mot. Par exemple

o=(1,23,4,5,6)

a = (1,3)(2,4)(5,6)

F=1321233

Le genre de la séquence est celui de la carte codée (ici ce genre est 1 ).

4.3.2 Cartes et arbres recouvrants

Soit une carte C = (0, @) sur B et soit A C B défini de telle fagon que I'on ait z(oy4) = 2(0)
et que (014, q4) soit un arbre; on dit que A = (o4, 4) est un arbre recouvrant de C.
Intuitivement, on obtient un arbre recouvrant en supprimant certaines arétes de la carte,
mais en conservant tous les sommets. Walsh a montré [11] que l’on peut coder un couple
(C, A) formé d’une carte C' de genre g et d’un arbre recouvrant distingué A par un mot de
D, w §,, ou S, est I’ensemble des séquences d’entiers de genre ¢g. Le mot de Dyck code bien
entendu ’arbre recouvrant; et dans le parcours de codage, les arétes qui n’appartiennent pas
a cet arbre sont codées par les entiers. Par exemple

o =(1,2)(3,4,5,6)(7,8)(9,10)(11, 12)

o = (1,3)(2,8)(4,9)(5, 12)(6, T)(10, 11)

A={2,4,5,6,7,8,9,12}

f=lzelz25z2F7F%

4.3.3 Codage des cartes de genre g

Il suffit pour coder les cartes de genre quelconque de définir un arbre recouvrant canonique :
celui qui est construit “le plus vite possible” en parcourant la carte par ca. Cette méthode est
a rapprocher du codage de R. Cori [5] ou encore de ’algorithme de Trémeaux. En reprenant
la méme carte que ci-dessus, on obtient alors

f=peelzTT1l2z2TT2

La canonicité de I’arbre recouvrant se traduit par le fait que si f code une carte C et si
f s’écrit u 1 v ¢ w, ¢ étant un entier, alors aucun = de v n’est fermé par un T dans w.

4.3.4 g-arbres

D’apreés la formule du genre donnée en 1, un g-arbre & v sommets posséde v + 29 — 1 arétes
et il est recouvert par v — 1 arétes. On peut donc coder un g-arbre a m arétes par un mot
de Dyck sur {z,Z} de longueur 2m — 49 mélangé canoniquement a une séquence d’entiers
de genre g et de longueur 4g.

On peut remarquer que le nombre de séquences d’entiers de genre g et de longueur 4¢ est
aussi, toujours par la formule du genre, le nombre des cartes de genre ¢ 4 un seul sommet
et une seule face.
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4.4 g-arbres bien étiquetés
Reprenons le codage de Walsh pour les g-arbres, et indigons les lettres selon le codage de

Cori et Vauquelin : nous obtenons un codage pour les g-arbres bien étiquetés.

4.5 Nouveau codage des cartes de genre g

En utilisant la bijection E définie en 3.1, et le codage ci-dessus, nous obtenons

Théoréme 4 L’ensemble des cartes de genre g est codable par les mot f du langage K,
défini comme suit

o fEcws, ouc est un mot du langage de Cori et Vauquelin (mots de D3 obéissant a
certaines conditions sur & , cf. 4.2 ) et s est une séquence d’entiers de genre g et de
longueur 4g.

o Si f s’écrit w1 v w, out est un entier, alors
? 4 - e
— aucun z; de v n’est fermé par un T; de w;

- |6(u) N §(uv)| <1

La derniere condition sur é s’explique trivialement par le fait que par construction (al-
gorithme de codage) le sous-mot % ¢ code une aréte; or les étiquettes des sommets reliés par
une aréte doivent différer au plus de l'unité.

Exemple : une fois de plus, reprenons la carte de 2.6. On a donc

o =(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)(14, 15, 16, 17)(18)(19, 20, 21)(22, 23, 24)(25)(26, 27, 28)

a = (1,8)(2,12)(3,10)(4, 14)(5,6)(7, 27)(9,23)(11, 18)(13, 19) (15, 22)(16, 25)(17, 24)(20, 26)(21, 28)

Si on utilise le codage de Walsh, on obtient
123z2x4572z725T66xzx78T87143zT27
Tandis que le codage K; donne

Ty T E—l Tg T-1 -:f_l To 1 To EQ Ty T1 Ty fl T_1 T_1 Ty 2 I 51 fo .:1—3_1 E-—l fl -1-,‘.1 El 12

4.6 Algébricité de certaines séries énumeératrices

Nous appelons carte k-imbriquée une carte C telle que E(C) est étiquetée par des entiers
inférieurs ou égaux a k, soit encore E(C) =T?(C) et j < k.

Théoreme 5 Il eziste un codage des cartes k-imbriquées de genre g par les mots d’un
langage algébrique.
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Idée de preuve : Pour simplifier, considérons les cartes k-imbriquées dans le tore; elles
sont codées par des mots f de D3 w | 2 | 2 obéissant aux conditions exposées ci-dessus.
De tels mots s’écrivent f; 1 f, 2 f3 1 fi 2 fs. On appelle segment d’un mot f un sous
mot f; pour 1 <1 < 5. On vérifie aisément que ces mots sont reconnus par un automate
a pile déterministe dont I'alphabet de pile est {zy,z1,z_;} et dont les états, de la forme
<p,q,r,s >, sont définis comme suit :

e p note I'étiquette courante; donc p € {0,1,...k}.
e ¢ note le segment courant; ¢ € {1,2,...5}.

e r enregistre la valeur de I’étiquette au premier changement de segment et s enregistre
cette valeur au deuxieme changement de segment; donc r,s € {0,1,...k}.

On désignera I’état d’erreur par < co >. L'état initial est < 0,1,0,0 >. La pile est vide a
I'initialisation. Supposons qu’a une certaine étape on soit dans I’état < «,3,7,8 >; toute
lettre z; lue est empilée et provoque le passage & I’état < o +1,08,7,86 > si a < k, sinon a
< 00 >. Toute lettre Z; lue provoque un dépilement; si la lettre dépilée est z;, alors on passe
en < a-—1,05,7,6 >, sinon en < co >.

La premiere lecture de la lettre 1 provoque le passage d’un état < p,1,0,0 > & <
B2, 14,0 >; la deuxieme lecture de cette lettre entraine le passage de < v,3,p,6 > & <
v,4,p,§ > a condition que [v — p| < 1, & < 0o > sinon. Une description analogue s’applique
aux deux occurrences de la lettre 2.

Les états d’acceptation sont tous les quadruplets < 0,5,r,s >, avec r,s € {0,1,.. .k}
La pile est vide a la fin.

Il est clair que la méme construction s’applique quel que soit g puisque le nombre de
séquences d’entiers de genre g et de longueur 4g est fini. Les mots codant les cartes k-
imbriquées de genre g sont donc reconnus par un automate a pile déterministe; ils forment
donc un langage algébrique.

Corollaire 1 La série énumératrice des cartes k-imbriquées de genre g suivant le nombre
d’arétes est une série algébrique.

5 Conclusion

La bijection entre les cartes de genre g et les g-arbres bien étiquetés nous fournit donc
un codage des cartes; les difficultés rencontrées pour retrouver des formules d’énumération
simples sont importantes et tiennent pour ’essentiel en deux points

la nécessaire canonicité du mélange;
le respect de 1’étiquetage par les arétes qui n’appartiennent pas & ’arbre recouvrant.

Néanmoins, nous obtenons des familles de cartes pour lesquelles il existe des séries énumé-
ratrices algébriques.
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