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Resume

Nous generalisons la notion d'arbre (carte planaire d une seule face) par celle de
g-arbre, carte de genre g a une seule face. Nous etablissons alors une bijection entre les
cartes d'un genre g donne et les g-urbres bien etiquetes. Cette construction permet de
coder les cartes et de mettre en evidence I'algebricite de certaines series enumeratrices.

We consider the following notion, which is the genemlisution of a tree (a planar map
with one face) : a g-tree is a map of genus g with one face. Then, we construct a bijec-
tion between maps of genus g and well labelled g-trees. This construction leads to a code
for maps of genus g; moreoL-er, for some families of maps, it shows the algebraicity of
the generating functions.

Introduction

Une carte est une representation topologique d'un multigraphe connexe sur une surface
fermee de R3.

Les cartes sur la sphere (generalement appelees planaires) out ete abondamment etudiees
et denombrees par des auteurs comme W. Tutte [10], Brown [4], Mullin [9], R. Cori [5], A. B
Lehman [8], et bien d'autres. Sur des surfaces de genre non nul, des resultats d'enumeration
existent aussi mais ils sont nettement moins nombreux; on peut citer par exemple Walsh et
Lehman [II], D. Arques [2], Bender [3], Andrews, Jackson et Visentin'[l] .

Dans Ie cas planaire, R. Cori et B. Vauquelin [6] ont construit une bijection entre les
cartes et les arbres dits "bien etiquetes". Cette construction leur a permis de donner une
preuve bijective du denombrement des cartes planaires suivant Ie nombre d'aretes.

Dans cet article, nous generalisons cette construction pour un genre g quelconque. Si
cette g^n^ralisation ne semble pas conduire simplement a, des formules d'enumeration, elle
permet toutefois de donner un codage par des mots. Et pour certaines families de cartes,
1'ensemble des mots codes forme un langage algebrique, ce qui implique 1'algebricite des series
generatrices enumeratrices.

*LaBRI, Centre National de la Recherche Scientifique, URA 1304
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1 Cartes

Dans plusieurs travaux, la notion topologique de carte est remplacee par celle de carte
combinatoire, plus facile a manipuler. C'est cette notion que nous presentons maintenant, et
que nous utiliserons dans toute la suite.

Une carte combinatoire C est un couple (o-, Q-) de permutations operant sur un ensemble
fini B et telles que

1. cr est une involution sans point fixe.

2. Le groupe engendre par {a, cr} opere transitivement sur B.

B est 1 ensemble des brins. Les cycles de a sont les sommets^ ceux de cr les aretes, enfin ceux
de acr les faces de C. Le ̂ enre de C' est la quantite 5=14- ^[2-(cr) - z(o-) - z{oicr}\, ou z{9)
designe Ie nombre de cycles de la permutation 0. Une carte de genre nul est dite planaire.
Deux cartes C = (<r, o:) operant sur 5 et C" = (cr', a'} operant sur B' sent isomorphes s'il
existe une bijection 0 de B sur B' telle que a = 0~la'0 et cr = 0~la-'0. Si C' = Cf, alors 0
est un automorphisme. Ce que 1'on appelle enumeration des cartes porte en realite sur les
classes d'equivalence pour 1'isomorphie.

Une carte pointee est une carte dans laquelle on se donne uu brin distingue b* ; Ie sommet
contenant Ie brin distingiie est appele par la suite racine; deux cartes pointees C = (<7, a, &*)
et C' = (cr/, a/, 6/*) sont isomorphes si elles Ie sont en tant que cartes et si de plus V* == 6b*;
on montre que si 0 est un automorphisme de cartes pointees, alors 0 est 1'identite. Un arbre
est une carte planaire a une seule face. Cette notion est ici generalisee : un g-arbre est une
carte de genre g a, une seule face.

Une carte pointee est bien etiquetee si on associe a chaque sommet un entier positif, de
telle fa^on que la racine a pour etiquette 0 , et deux sommets adjacents out des etiquettes
differant au plus de 1. Plus precisement, si B = {&o, &i, ... &n} est 1'ensemble des brins, alors
une carte bien etiquetee est un couple ((7, e) tel que

. C est une carte pointee (<r, a, &*.)

. e est une application de 1 ensemble des brins dans les entiers naturels, telle que e(6*-) = 0
et pour tout brin b de B

e(b) = e(ab)
\e(b)-e(ab)\ ^1

2 Transformation fondamentale

Nous presentons ici une transformation T qui a toute carte ayant Jr pour face distinguee
associe bijectivement une carte de meme genre, ayant Ie meme nombre d'aretes, et dont la
face distinguee F' contient strictement F.
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2. 1 Notations preliminaires

Pour simplifier 1'expose, nous considererons desormais exclusivement C, 1'ensembledes cartes
pointees definies sur S = {1, 2,... 2n} et telles que 1 soit Ie brin pointe.

. Pour tout S C B, on note 0S 1'ensemble des elements de B qui sont les images par 0
des elements de S.

. Pour toute permutation Q sur B, et pour tout brin 6 de ̂  on note 6v{b} 1'ensemble des
elements qui appartiennent au cycle de 0 dans lequel on trouve b.

. La cloture de S par 0, notee 0*S, est la reunion des 0"{b} pour tous les b de <S'.

. On dira que la permutation 9 operant sur B sature S si 8'S = S; S est alors une union
de cycles de 9; il est alors possible de definir la restriction de 0 a. S.

. Pour toute partie ^F de B contenant Ie brin 1, on note Cj- 1'ensemble des cartes telles
que (ocr)* {1} = Jc', et Cy 1'ensemble des cartes telles que 7 C (o'o-)*{l} et cr sature T. ..

. Pour toute permutation 9 operant sur un ensemble B^ et pour tout ensemble A C. B^
on note Q\^ la permutation sur A definie, pour tout element a de A, par 0\^a = 0fca,
ou k est Ie plus petit entier naturel non nul tel qiie 0ka E A. Si 0 sature ^4, alors 8^
est egale a la restriction de 6 sur w4.

2. 2 Definition

Soit B = {1, 2,... 2n}, et ^' un sous ensemble de B. A toute carte pointee C == (<T, a) de C.F
on associe T{C) = ((T/, a) , Ie couple de permutations defini par

<7'(&) = <7^l(&) si 6   Jr

<r/(6) = aa{b) si b e B\7~

On verifie aisement que o- est une permutation sur B. Nous allons montrer que T{C) est
une carte ( i.e. que {o;, <T/) engendre un groupe transitif ) qui a meme genre que C. *

Dans ce qui suit T' designe o-*^', la cloture de F par o-.

2. 3 Premieres remarques

Nous presentons ici quelques remarques qui decoulent immediatement de la definition de T.

1. F etant un cycle de cro-, ocr sature B\F.

2. ao-/ = (7 sur 5\. F/

Soit b  . B\f; par definition, on a?>   5\jF-; done acr'b = o-&. Et commepar definition
o- sature F\ elle sature aussi B \ f.

401



3. aF C F'

Puisque F = (o'(7)*{l}, on a a'o-^" = ^~; done, en multipliant a gauche par a, on trouve
Q^~ = (7^-.

Mais comme, par hypothese, F = <7*Jr, on a <7j' C -^'; il vient done o. F C J^'.

2. 4 Une propriete importante de T

Lemme 1 Pour tout brin b de F et pour tout entier k > 0 il existe un entier j tel que :

{aa)kb = a'{aa'}3ab

Preuve : Nous etablissons la formule sur {cr~la>)k, ce qui est equivalent, et nous procedons
par recurrence sur k.

. Pour k = 1, soit p Ie plus petit entier positif ou mil tel que apab   y, un tel entier
existe du fait que cr~lab = {acr)~lb est un element de Jr.

On a alors, puisque ax est egal a aa'x sur B \ 7':

ap(ab) = (aa')pab

ce qui entraine

a'{a<T')pab = a^apab = b'
ou V est Ie premier parmi a~lcrpab, cr~2<Tpab,.. . a-~qapab qui appartient a ^F. Mais du
fait du choix de p ceci se produit pour la premiere fois pour q = p-}-1. Ainsi

a'(cca)pab = a~'iab.

. Supposons la formule etablie pour m et calculons (a'~la)m+lb En utilisant la formule
avec k == 1 pour b' = (o-~la)mb, on obtient 1'existence d'un entier / tel que

(a-la)m+lb == (<T-la)((7-lQ)m6 = <T/(Q<7/)/a((<7-la)m6)

L'hypothese de recurrence assure 1'existence de j tel que

(a-la)mb = (T'(aa')jab

Soit en reportant
(a-la}m+lb = a'{Q(T'y+3+lab

et Ie resultat est demontre.

Lemme 2 Pour tout brin b deF on a

(aa'Yb D a^ 1̂
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Preuve : Si best un element de jr~, par construction de cr/, (T'A appartient a, 7'. Appliquons Ie
lemme 1 a, b' = cr'b; on obtient

(Q<T)*6' C a'(a(T'Yab' = cT'(aa'yh

Soit

F C <7'(Q(T')^

et en appliquant a aux deux membres de 1'inclusion, on obtient Ie resultat.

Proposition 1 Le cycle de aa' contenant Ie brin 1 est egal a J~'.

Preuve :

. L'inclusion {aa')*{l} C ^~' est simple a obtenir; en efFet, nous montrons que y est
dos par acr .

Si b appartient a, y et pas a 7' alors acr'b = ah qui appartient a .F' puisqu'il est dos
par o-. Si b appartient a ^~ alory acr'b = aa-^-h appartient a Q'Jt~ qui est egal a a-y lequel
est inclus dans F .

. Pour ce qui est de 1'inclusion T C (Q!<T/)*{I} on utilise Ie lemme 2.

So't b   y, il existe alors un k et un b' dans Jc tels que b = akb' . Choisissons Ie k
Ie plus petit tel qu'il en soit ainsi. Si fc > 1, ak~lb',... abf ne sont pas dans y. On a

alors :

b={aa')!e-lab1

qui est aussi vrai si A: = 1.

D apres Ie lemme 2 et puisque ccT = crF :

aV = {aa'yv

et

b={aa')k+j-'ib1

Ce qui montre 1'inclusion 'F' C (Q'(T/)"'^~.

Or ̂  C (o;(7/)*{l}, ce qui donne Ie resultat.

Nous pouvons maintenant enoncer :

Theoreme 1 C' = T(C) est une carte de meme genre que C.

Nous montrons d'abord que C" = T{C) est une carte, c'est a dire qiie Ie groupe engendre
par {cr, a-'} muni de la composition des applications opere transitivement sur B . U sufl&t de
montrer que pour tout couple (6, b') de B xB []. existe une permutation <f> G {o:, o-/}* telle que
<f)(b) = V. Or, puisque C est une carte, il existe ̂    {o:, (T}* telle que ̂ (6) = 6/. Considerons
deux cas :

1. ^ = a : trivialement (f> = a puisqi ie a' = a.
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II

2. .0 =cr : alors, il existe ^   A/' tel que <f) = (a'o-') ; en effet, si h   ^~, on sait par les
remarques precedentes que (T(&)   (aa')'(b); sinon, siir ff\ ^~, on a (7/(6) =: o'<7(6), et
done cr(&) = aoca(h) = aa'(h).

Si 1/7 n'est ni a ni cr, alors ^ = ^'o; ou i/'/o- et par induction il existe <^/ telle que ^ = ^'a; ou
<^ = <f)'{aa'') pour un certain k. C' est done une carte.

Montrons maintenant que g(C ) = g(C).

. En efFet, nous avons montreqiie^' == (Q;<7')'*{1}, par consequent z(o;(T/) = z{{acr')\B\7')+
1. Mais, comme nous 1'avons note precedemment, sur 5\ jc' on a aa- = a\

done 2-(cr(7/) = 1 + z(cr) - z(a-\j-i).

. Par definition, <r/ = aa sur B\J:r . Done 2'(cr/) = z(o:(7) - 1 + 2(o'|^)-

. Enfin, F' = (7-*^~, done z{rr\^} := 2-(^')

On a done g{C'} = 1 + \[z{a~) - (z( <r) -1+ z(a^-) - {z{<r} + 1 - z{a^))\ = g{C}, ce qui
acheve la preuve du theoreme.

2. 5 Caracterisation de la carte C' = T(C)

Nous montrons ici que T{C} appartient a la fois a C,T et a Cy.
Preuve : Soient C = (cr, cr) une carte de Cf et C" = T(C). Par construction, cr/ sature ^~

et 1   ^; comme (crcr/)*{l} = JP'/ = cr*Jr, il est clair qiie JP' est inclus dans (Q;CT/)*{I}; par
consequent, T(C) appartient a C^-.

Puisque (ao-/)*{l} = F\ il est immediat que T(C')   Cy..

2. 6 Exemple

Soit la carte C = (<7, o;) definie sur B = {1, 2,... 28} par

<r = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13)(14, 15, 16, 17)(18)(19, 20, 21)(22, 23, 24)(25)(26, 27, 28)
a = (l, 8)(2, 12)(3, 10)(4, 14)(5, 6)(7, 27)(9, 23)(ll, 18)(13, 19)(15, 22)(16, 25)(17, 24)(20, 26)(?i 2|

On a done ^ = {1, 7, 12, 19, 26} et T(C) est definie par

a' = (1, 12, 7)(2, 10, 18, 11)(3, 14, 22, 9)(4, 6, 27, 21, 13, 8, 23, 17)(5)(15, 25, 16, 24)(19)(20, 28)(26) i

On verifie aisement que C et T{C} ont toutes deux genre 1. Voir figures 1 et 2.

2. 7 La transforination inverse Rj:

Dans ce paragraphe, nous construisons la transformation inverse de T.
Soit C = (<T, cf) une carte de C^.
Remarquons d'abord que F est un sous-ensemble de (<7Q:)*{1}.
Preuve : en efFet, puisque C est une carte de Cy, on salt que JF est inclus dans (o:cr)*{l) et

que aF = JT; choisissons deux brins &i et ^2 tla. ns ̂ ~; 11 existe un entier q tel que &i == (o'o-)'7^;
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Figure 1: La carte C. Le tore est represente par un carre dont les cotes opposes sont identifies.
La region hachuree represente la face distinguee.

Figure 2: La carte T(C) : la face distinguee est plus grande que celle de C.
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considerons maintenant b[ = o--1/^ et ^ = cr-1^; ils appartiennent aussi a Jr puisque
cet ensemble est sature par (T; il existe done un entier p tel que b\ = (oio-)7'^ et done
o-b[ = (o-a)po-&2 soit encore hi = (cra)p//2. Comme 1 e.st element de J^, la propriete est etablie.

On construit Ry{C} = (<7'/, Q') de la fa^on suivante :

. V66 ff \ jr, <7/'(A) = a<7(6)

. V6   Jr a-"(b) = Q'(o'cT-l)P(&), ou p est Ie plus petit entier strictement positif tel
(a<7-l)^(6)   ^-.

Pour montrer que la construction est correcte, il faut d'abord etablir que a" est une
permutation sur B, et que de plus c'est la seule permutation telle que a- = o-^l. ao-^.

Nous utilisons pour cela une generalisation d'un lemme de [6] :

Lemme 3 Si A et B sont deux ensembles disjoints, TT une permutation sur B, (f> une ap-
plication injective de A sur A U 5 , alors il existe une unique permutation 0 sur AU B telle
que

. 0\B =^

. Vi   A e{x) = <f>(x)

Preuve : 9 est construite recursivement :si A = 0, alors Q = TT, sinon, on choisit un element
a de A qui n'est 1'image par 4> d'aucun element de A et 0' est construite sur (A \ {a}) U B.
Posons <^(a) == a;, ^ est alors donnee par

6(a) = z, 0(0'-'l(x)) = a, et pour y ^x. y^a, 0(y) == 9'{y).

Posons F = (o:o-)*{l}. Puisque (7   C^, o- sature ̂  et ̂ C Jr/; de plus, Ie brin 1 est un
element de F\ par consequent :

. (7 -1 est une permutation sur T.

. (cro-) est une application injective de f \y sur y.

Le lemme 3 s'applique done, et o-" est clairement la permutation (9 cherchee sur T' . II
est clair que sur B \ F', a" == aa.

II nous reste a montrer que C" = {a", a) = Rjr{C} est une carte.
Verifions d'abord que (acr"y{l} = JF. En effet, puisque C est une carte de Cy Ie brin 1

est dans 1'ensemble ̂ ~ et jrest inclus dans (o-a)*{l}. Done il vient

^~ = {1, (a<7-1)" 1,... (QCT-I)^+"-+^ 1}

Or, par construction, on a

(a<7//)*{l} = {l, Qa(a(T-l)911=(fto--l)"l, Qa(a(r-l)"(a(7-l)^l
= (a<7-l)?l+?21,... (ao--l)'7I+?2-+?Al} = T

On rzdsonne alors, comme dans la preuve du theoreme 1, sur un couple (6, b') de brins et
1'on cherche une permutation <t> obtenue par composition de a et a" telle que V = <j)b:
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Si b' == ab, evidemment <f) = a.

Si V = <7&, on distingue deux cas

1. b ^ ^ '. comme C' 6 C^, (T sature ̂ ~ et done b' e 7'. 0r ̂ ~= {aa")'{l}. 11 existe
done k, naturel non nul tel que h' = (aa")kb et par consequent <f> = (ao-//)fc.

2. be B\^ : clairement (f> = (aa").

C" = Rr{C) est done une carte; de plus, comme (ao-//)-{l} = ^', cette carte est dans Cy.
Enfin, puisque a" est la seule permutation telle que (T = ^. 0.0'^, nous pouvons enoncer
Ie resultat suivant :

Theoreme 2 T est une bijection de Cjr sur C^.

3 Eclatement d'une carte

De ce qui precede, on tire aisement qu'en iterant la transformation T sur une carte de genre
g on obtient un g-arbre ayant Ie meme nombre d'aretes. Dans cette partie, nous formalisons
ce r^sultat; nous montrons ensuite que si 1'on etiquette k les brins qui entrent dans la
face distinguee a la keme iteration, alors Ie g-arbre obtenu est bien etiquete; de plus, la
correspondance est bijective.

3. 1 Definition

Dans ce qui suit pour tout f > 0, on notera (o-;, a) = Ti(cr, a), F, = (QCT.-)*{I}. De plus,
nous savons maintenant que si C' = (<T, a) est une carte, alors ((T., a) est une carte de meme
genre que 1'on pourra noter C, On appelle eclatement d'une carte C = (cr, a) Ie couple
E(C) = ((7m, c) defini comme suit :

m est Ie plus petit naturel tel que aa^ n'a qu'un seul cycle.

e est 1'application de B dans les entiers naturels definie par e(6) == 0
pour j > 0, e(6) =j ^=^b^^\ JP-, _i.

6   jco et

Pour montrer que cette definition est correcte, remarqi ions d'abord la propriete suivante :
la carte ((T, cr) n'a qu'une seule face si et seulement si F' = J'.

Preuve : Si (o-, o;) u'a qu'une face, alors ^=Bet^C^'CB donne Ie resultat.
Si F = ^"', alors F est sature par (T et par acr; comme {a, o-} engendre un groupe transitif

cela implique T = 7' =B.

Donc^si C a une seule face, alors E = (C, 0); sinon JE~/ ̂  F. Et comme par definition
F = a1'^^ clairement, F C F'. Comme d'autre part B est fini, alors il existe im naturel m
tel que Tm(C) a. une seule face, taadis que Tm-l(Cf ) en a plusieurs.
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3. 2 Proprietes de E(C)

Propriete 1 Soit m tel que E(C) = (C,n, e). Alors, la suite FQ, F^\FQ,... F^\ J^n-i est
une partition de B.

Par construction, les jl~i constituent une suite croissante de sous-ensembles de B; ainsi,
les Fi \ F{-\ sont disjoints, et leur reunion est egale a ^m; puisque Jpm =5 , on a bien une
partition.

Propriete 2 E(C) est bien etiquetee par e.

1. Montrons d'abord que si e(6) = j alors j - 1 ^ £(o;(6)) ^ j + 1; cette condition se
traduit par &   ^ \ ^;-i <^=^ a(b) e .F, _i \ . F, _2 U ^ \ ^, -1 U ^+1 \ JE7,', soit encore
Ct(b)   ^~j+i \ ^~j-2- Bien entendu, si m < 0 alors 7~m = 0.

Considerons done un brin &   -^ \ ^7i-i. Nous savons que ab 6 fk+i- Supposons
maintenant que ab soit dans J^k-2', nous pouvons alors affirmer que b est dans ̂ "fc-i,
ce qui contredit 1'hypothese.

2. Montrons maintenant que tous les brins d un meme sommet de E{C) ont meine eti-
quette. En effet, a chaque etape j, a-j est construite sur les brins numerotes j - 1
par o'J"-i|^', -i" ̂ >ar incluctlon sur le nombre d'etapes, les brins dont les etiquettes sont
inferieures a. j - 1 sont deja a leur place.

3. 3 Le resultat principal

Theoreme 3 E est une bijection des cartes de genre g vers les g-arbres bien etiquetes ayant
Ie meme nombre d aretes.

En effet, E est une application injective de Cg, 1 ensemble des cartes de genre g, dans
CgB, i 11'ensemble des cartes a, une seule face bien etiquetees de genre 17, puisque par definitiou
E est une composition de bijections.

D'autre part, montrons que E est une application surjective.
Nous aliens montrer que pour toute carte a une seul^ face bien etiquetee (Cm = (orm, a), e),

ou m est la plus grande etiquette, on peut construire une suite Rf^_^ (Cm) = Cm-i i Rj'm-2 (C'm-i'
Cm-li . . . Rfy(Cl) = CQ , OU J'k note 1 ensemble des brins etiquetes au plus k. Pour cela, il
suffit de montrer que V m. <^k<lona. Ck^ Cy^_^, ce qui se traduit par trois conditions

1. 1   ^fc-i

2. o-fc sature JFfc-i

3. ^-fc-i C (a(Tfc)-{l}

La condition 1 decoule immediatement de la definition de F^ et du fait que e(l) = 0
Pour les conditions 2 et 3, procedons par recurrence. De plus, nous rempla^ons la condition

2 par une condition 2' plus forte, a savoir ffk sature Fj ̂  j < k. T[ est clair que 2' et 3 sont
satisfaites pour k = m; supposons qu'il en soit ainsi tant que k est superieur a une certaine
valeur j - 1, c'est a dire que 1 on a

tl
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a-j sature jc~, Vt < j

^-l C (a<7, )*{l}

Considerons alors 6   ̂ ~/i, avec h < j -1. Par construction, on a <Tj-\b = a(aa-j~l)pb, avec
p plus petit entier positif tel que (o'o-'" )P6 G JFj-i. Or, par hypothese de recurrence, <7j sature
Fh. - Et, comme /i <j-l , on a acrj b   Jr_i et p = 1. Par consequent, <7^-i6 = aj^-b   ̂ /i,
ce qui etablit la condition 2' et done la condition 2.

Pour la condition 3, remarquons que, de 1'hypothese de recurrence, il decoule imme-
diatement J}_i = (acT^i )*{!}. Et comme par definition jp_2 C ^"j-i, on a bien Jr_2 C
(acTj_i )*{!}. La condition 3 est done satisfaite, ce qui acheve la preuve.

3. 4 Construction directe de E{C)

Reprenons les notations de 3. 1. Au lieu d'appliquer plusieurs fois la transformation T, on
peat construire directement E(C} en calculant d'abord ley ensembles Ak = ^Fk\ ^k-i si k
est non nul; dans Ie cas contraire, Ao = Jco = F . Ak represente done 1'ensemble des brins
qui "entrent" dans la face de 1 a la kme iteration de T.

Montrons par induction que, pour tout i > 0

As, = (Q:(7)*^2. -l \ A2, -l

A2. -1 = <7*^2>-2 \ A2;-2

On sait que Ak+i = ^t^k \ Tk; par ailleurs, par construction, <7fc sature Tk-\; d'autre part,
JPfc-i C Fk\ par consequent A+i = ^(^fc \ ^c-i) \ (-^ \ ^r-i). D'autre part, sur B \ J^k-i,
on salt que Ok = CtO-k-i- Comme enfin Q'(o'o-) = o-, Ie resultat annonce vient par induction.

D'autre part, si E(C) = (Tm(C), e) , ou verifie aisement par induction sur m que

si m est pair alors

<7mf}= <7\^, bs\ be A2i

a^b = (o--lQ;)|^. +i si 6 6 Ati+i

tandis que si m est impair '

<Tm& = <7|3(,, 6 Si 6   -42.
a^b = (oc(T)\A^i si b   A^i+i

3. 5 Exemple

Reprenons la carte presentee en 2. 6 que 1'on peut voir figure 1. On a done

a- = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13)(14, 15, 16, 17)(18)(19, 20, 21)(22, 23, 24)(25)(26, 27, 28)
a = (1, 8)(2, 12)(3, 10)(4, 14)(5, 6)(7, 27)(9, 23)(11, 18)(13, 19)(l5, 22)(16, 25)(17, 24)(20, 26)(21,

aa == (1, 12, 19, 26, 7)(2, 10. 18, 11)(3, 14, 22, 9)(4, 6, 27, 21, 13, 8, 23, 17)(5)(15, 25, 16, 24)(20, 28)
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Figure 3: On voit ici 1'eclatement de la carte de la figure 1; les etiquettes sont representees
par les entiers encadres en gras.

On obtient done

Ao = {1, 7, 12, 19, 26}
Ai = {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 13, 20, 21, 27, 28}
A2 = {14, 17, 18, 22, 23}
A,3 = {15, 16, 24}
A4 = {25}

qui determinent e. D'ou E(C) = ((0-4, 0;), e), avec

(74 = (1, 7, 12)(2, 11, 10)(3, 9)(4, 8, 13, 21, 27, 6)(5)(14, 17)(15, 24, 16)(18)(19)(20, 28)(22, 23)(25)(2f
Voir figure 3.

4 Application au codage des cartes

4. 1 Mots

oit ̂  un ensemble fini aPpele alphabet dont les elements sont des lettres. Un mot f est une
suite finie de lettres. La longueur de /, notee |/|, est Ie nombre d'elements de la suite. La
concat^nation de deux mots consiste a ecrire 1'un a la suite de 1'autre pour former un nouveau
mot. Un mot / de longueur n est generalement note par Ie produit /(1)/(2). .. f(n). Le mot
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vide, note 1 ou e, est 1'application de 0 dans <-Y. X* est 1'ensemble de tous les mots sur X;
muni du produit de concatenation, il a une structure de monoTde libre. Un languge est une
partie de X*.

Un codage est une bijection entre les mots d'un langage et les elements d'un ensemble.
Un mot g de longueur k est sous-mot du mot / delongueur n si {gt )i^[k} est une sous-suite

de (^)j M.
Enfin, on definit Ie produit de melange ( en anglais shuffle ) de f etget 1'on note / u-i 5

1'ensemble des mots h de longueur |/| + \<]\ et tels que f et g soient sous-mots disjoints de h.

4. 2 Mots de Dyck et cartes planaires

T>k, Ie langage de Dyck sur k paires de parentheses, est defini sur 1'alphabet {.r;, ~Xi\l <i<^k}
de la fa^on suivante :

leVk et f, g eVk=^ xj^g   Vk

Un codage classique associe un arbre pointe a un mot de Dyck sur une paire de lettres :
a partir du brin pointe, on parcourt 1'arbre par aa\ et pour toute arete {6, 0:6}, on ecrit x si
on la traverse pour la premiere fois, et x si c'est la seconde fois. Par exemple

<r=(l, 2)(3)(4, 5, 6)(7)(8)
a=(l, 3)(2, 4.)(5, 7)(6, 8)
/ = x^xxxx'xx
Cori et Vauquelin [6] ont montre que 1'on peut coder les arbres bien etiquetes et done

les cartes planaires par un sous ensemble du langage de Dyck sur trois paires de lettres.
Resumons ce codage :

Un mot / sur X^ = {xo, xi, x-'i, ^o, 1ci7c^-i} code une carte planaire ssi

1. C'est un mot de Dyck sur Xj

2. Si S est Ie morphisme de X^ dans les entiers defini pour i = -1, 0, 1 par S(x,) = i =
-8('Xi), et S(l) = 0, alors, pour toiit mot g tel que / = gh, on a S(g) > 0.

On pent interpreter ce codage de la fa^on suivante : on efFectue Ie meme paj-cours de
1'arbre que ci-dessus; la premiere fois qu'elle est rencontree, une arete est envisagee comme
Ie passage d'un sommet etiquete ^ a un sommet etiquete k 4- ?, avec i   {-1, 0, 1}; on ecrit
alors X,. A la seconde rencontre, I'arete fait repasser defc+t a fc; on ecrit done x',.

La condition sur S traduit evidemment Ie fait que les etiquettes ne doivent jainais etre
negatives.

4. 3 Mots de Walsh

4. 3. 1 Sequence d'entiers

II est bien connu qu'une carte a un seul sommet et k aretes peut etre codee par un mot de
longueur 2k sur 1'alphabet {l, 2,... fc}; Ie mot comporte exa.ctement deux occurrences de
chaque entier; de plus, la premiere occurrence d un entier ne survient dans Ie mot que si
tous les entiers inferieurs sont deja apparus au mains une fois. L'algorithme de codage peut
se resumer ainsi : Ie brin pointe est code 1 ; a partir de ce brin, on parcourt Ie sommet par a-
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et pour tout brin b ainsi rencontre, si ah n'a. pay encore ete rencontre, on code h par Ie plus
petit entier non encore utilise, tandiy que si ah a deja ete rencontre, b est code par Ie meme
entier que ab. Walyh et Lehman [11] appelleiit ssequf. ncK d'cnhiers un tel mot. Par exemple

(7 =(1, 2, 3, 4, 5, 6)
a=(l, 3)(2, 4)(5, 6)
5=1 2 1 233

Le genre de la sequence est celui de la carte codee (ici ce genre est 1 ).

4. 3. 2 Cartes et arbres recouvrants

Soit une carte C = (cr, a} sur 5 et soit ACB defini de telle fa^on que 1'on ait 2(0-1^) = z(<7)
et que (O-|^, Q;|^) soit un arbre; on dit que A = {cr\A, cc\A) est un arbre recouvrant de C.
Intuitivement, on obtient un arbre recouvrant en supprimant certaines aretes de la carte,
mais en conservant tous les sommets. Walsh a montre [11] que 1'on peut coder un couple
(Cf, A) forme d'une carte C de genre y et d'un arbre recouvrant distingue A par un mot de

^-)1 UJ Sg, OU Sj est 1'ensemble des seqiiences d'entiers de genre g. Le mot de Dyck code bien
entendu 1 arbre recouvrant; et dans Ie parcours de codage, les aretes qui n'appartiennent pas
a cet arbre sont codees par les entiers. Par exemple

<r=(l, 2)(3, 4, 5, 6)(7, 8)(9, 10)(ll, 12)
a=(l, 3)(2, 8)(4, 9)(5, 12)(6, 7)(10, ll)
^={2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12}
f=lxxlx2lcx2^'x'x

4. 3. 3 Codage des cartes de genre g

II suffit pour coder les cartes de genre qnelconque de clefinir un arbre recouvrant canonique :
celui qui est construit "Ie plus vite possible" en parcourant la carte par o-a. Cette methode est
a. rapprocher du codage de R. Cori [5] ou encore de 1'algorithme de Tremeaux. En reprenant
la meme carte que ci-dessus, on obtient alors

f=xxxl^^lx2^lE2
La canonicite de 1'arbre recouvrant se traduit par Ie fait que si / code une carte C et si

/ s'ecrit ui v i w^i etant un entier, alors aucun x de v n'est ferme par un 'X dans w.

4.3. 4 g-arbres

D'apres la formule du genre donnee en 1, un g-arbre a v sommets possede u +2<7 - 1 aretes
et il est recouvert par v - 1 aretes. On peut done coder un g-arbre a m aretes par un mot
de Dyck sur {x, 'x} de longueur 2m - 417 melange canoniquement a une sequence d'entiers

de genre g et de longueur 4^7.
On peut remarquer que Ie nombre de sequences d'entiers de genre g et de longueur 4^ est

aussi, toujours par la formule du genre, Ie nombre des cartes de genre ^7 a uu seul sommet
et une seule face.

I
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4. 4 g-arbres bien etiquetes

Reprenons Ie codage de Walsh pour les g-arbrey, et inrli^ons les lettres selon Ie codage de
Cori et Vauquelin : nous obtenons un codage pour les g-arbres bien etiquetes.

4. 5 Nouveau codage des cartes de genre g

En utilisant la bijection E definie en 3. 1, et Ie codage ci-dessus, nous obtenons

Theoreme 4 L'ensemble des cartes de genre <j est codable par les mot f du langage fCg
defini comme suit

. /   CLU 5, ou c est un mot du langage de Cori et Vauquelin (mots de T>^ obeissant a
certaines conditions sur S , cf. 4-2 ) et s est une sequence d'entiers de genre g et de
longueur 4g-

. 5'! / s'ecrit u i v i iv, ou i est un entier, nlors
I

- aucun Xj de v n'est ferme par wi ~xj de w ;

- \S(u) - S{iiv)\ ^ 1

La derniere condition siir S s explique trivialement par Ie fait que par construction (al-
gorithme de codage) Ie sous-mot i i code une arete; or les etiquettes des sommets relies par
une arete doivent differer au plus de 1'unite.

Exemple : une fois de plus, reprenons la carte de 2. 6. On a done

<7 = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13)(14, 15, 16, 17)(18)(19, 20, 21)(22, 23, 24)(25)(26, 27, 28)

a = (1, 8)(2, 12)(3, 10)(4, 14)(5, 6)(7, 27)(9, 23)(11, 18)(13, 19)(15, 22)(16, 25)(17, 24)(20, 26)(21, 28)
Si on utilise Ie codage de Walsh, on obtient

123xx^5xx'x5lc66xx78^S^143x^27

Tandis que Ie codage /Ci donne i

a;i a;_i ?_i a;o ^-i ^-i ^o 1 .Eo ̂ o .'fi .TI .TI S'i .-c-i x_i a;o 2 a"i ^i 3'o S'-i ^-i ^i ^i 5'i 1 2

4. 6 Algebricite de certaines series enumeratrices

Nous appelons carte k-imbriquee une carte C telle que E(C) est etiquetee par des entiers
inferieurs ou egaux a k, soit encore E(C) = T3{C} et j <^ k.

Theoreme 5 77 existe un codage des cartes k-imbriquees de genre g par les mots d'un
langage algebrique.
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Idee de preuve : Pour simplifier, conyiderons les cartes k-imbriquees dans Ie tore; elles
sont codees par des mots / de^Lul 2 1 2 obeisyant aux conditions exposees ci-dessus.
De tels mots s'ecrivent /i 1 ,2 2 ,3 I /4 2 /s. On appelle segment d'un mot / un sous
mot /; pour 1 ^i ^5. On verifie aisement que ces mots sont reconnus par un automate
a pile deterministe dont 1'alphabet de pile est {.TO, .Ti, a-_i} et dont les etats, de la forme
< p, q, r, s >, sont definis comme suit :

. p note 1 etiquette courante; done 7;   {0, 1,... ^}.

. q note Ie segment courant; </ G {1, 2,... 5}.

. r enregistre la valeur de 1'etiquette au premier changement de segment et s enregistre
cette valeur au deuxieme changement de segment; done r, 5   {0, 1,... k}.

On designera 1'etat d'erreur par < oo >. L'etat initial est < 0, 1, 0, 0 >. La pile est vide a.
1'initialisatlon. Supposons qu'a une certaine etape on soit dans 1'etat < cf, ,3, 7, ^ >; toute
lettre i, lue est empilee et provoque Ie passage a 1'etat < a-{-i, (3, ^f, S > si a < k, sinoa a
< oo >. Toute lettre 3". lue provoque un depilement; si la lettre depilee est x,, alors on passe
en < a - z, /3, 7, ̂  >, sinon en < co >.

La premiere lecture de la lettre 1 provoque Ie passage d'un etat < ,^, 1, 0, 0 > a <
,2, 2, /^, 0 >; la deuxieme lecture de cette lettre entrame Ie passage de < i/, 3, /2, ^ > a <
t/)4, /^, (f > a, condition que \i/~ fi\ <, l, a. < oo > sinon. Une description analogue s'applique
aux deux occurrences de la lettre 2.

Les etats d'acceptation sont tous les quadniplets < 0, 5, r, 5 >, avec r, 5   {0, 1,... jfc}.
La pile est vide a la fin.

II est clair que la meme construction s'applique quel que soit g puisque Ie nombre de
sequences d'entiers de genre g et de longueur 4^7 est fini. Les mots codant les cartes k-
imbriquees de genre g sont done reconnus par un automate a pile deterministe; ils forment
done un langage algebrique.

Corollaire 1 La serie enumeratrice des cartes k-imbriquees de genre g suivant Ie nombre
d'aretes est une serie algebrique.

5 Conclusion

La bijection entre les cartes de genre g et les g-arbres bien etiquetes nous fournit done
un codage des cartes; les dif&cultes rencontrees pour retrouver des formules d'enumeration
simples sent importantes et tiennent pour 1'essentiel en deux points

la necessaire canonicite du melange ;

Ie respect de 1'etiquetage par les aretes qui n'appartiennent pas a 1'arbre recouvrant.

Neanmoins, nous obtenons des families de cartes pour lesquelles il existe des series enume-
ratrices algebriques.
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