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Resume : Soit G(z) = ^, k>i9k2!e la sene generatrice de la suite de nombres complexes {gk}k>i-
Nous definissons la fonction generatrice polylogarithmique, d'ordre n et de parametre 1', associee a,
{gk} comme etant 1'evaluation du mot x-tX^~1 par rapport aux formes differentielles da{xo) = dz/z et
da(x-i) -= G{z~)dz/zl~t. Nous etablissons les proprietes de cette fonction dans Ie cadre de la combina-
toire des mots et al'aide du calcul symbolique. Nous calculons ensuite 1'evaluation des mots de la forme

r x^x^ ... x,, xrQk et, plus particuUerement, des mots de Lyndon-Sirsov. Nous etzblissons egalement
1'evaluation des series rationnelles. En particulier, 1'evaJuation des series a-;i(ci2;o)'1' ... a;ip(cfe3;o)* nous
conduit aux fonctions speciales du type hypergeometrique et QOUS permet d'effectyer certajnes som-
mations de fonctions generatrices polylogarithmiques.

Abstract : Let G(z) = J^, k>i QkZ be the generating series of the sequence of complex numbers
{fffc}fc>i- We define the polylogarithm generating function, of order n and of parameter <, associated
to {gk} as the evaluation. of the word a;iz^-l with respect to the difiFerential forms da^xo) = dz/z and
da(x^ = G(z)dz I zv~t. We establish some properties of this m the context of combinatorics on words
and symbolic computation. We compute then the evaluation of any word of the form x^x^ ... XipX^k
and, in particular, the Lyndon-Sirsov words. We establish, also the evaluation of rational series. Is.
particular, the evaluation of the series x^ (ci 2:0)* .. . x^CkXo)* leads to the generalized hypergeometric
functions and allows to make some summations of polylogaj-ithm generating functions.

1 Introduction

Considerons la fonction generatrice polylogarithmique, d'ordre n ^ 1 etde parametre t ^ Zt_ :

,k+t

DyG K,.)=E^»(^,
ou {gk}k>i est une suite de nombres complexes de serie generatrice G{z) = ^k>i9kzk telle
que G{z)/zl~t soit meromorphe dans un domaine obtenu en coupant Ie plan complexe depuis
zero et depuis chaque singularite de G jusqu'a. 1'infin.i sans croisemeat. La fonction Din(ff|0, -s')
n'est rien d'autre que la fonction generatrice polylogarithmique d'ordre n associee a {gk}k>i [3].
Lorsque la suite {gk}k>i est constante et egale a 1, Din(G'|0, z) comcide avec Ie n-polylogarithme,
Din(G'|0, l) coincide avec la fonction zeta de Riemann et Din(G]t, l) avec celle d'Hurwitz.
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La fonction D^(G\t, z) peut s'obtenir a partir du procede recursif que nous avons appele^eva-
hiationdu-motv3;ia:rr[2, 3], par rapport aux deux formes differentielles da(xo)^ dz/^et
da{x^ =G{z')dz lzl-t. Nous rappelons que 1'evaluation par rapport ̂aux formes difFerentieUes
{JZ/UQ, . . .", ^/"r. }, <1U mot w de~{3;o,..., 2-nz}*, notee ajw), est 1'integrale iteree de K T Chen
associee a w. 'L'evaluation de w = x,,... x^ pour Ie noyau K, s'annulant en ^ et_pour^ces
formesdifferentielles, notee a^;w), est la solution s-annulant en ̂  de 1'equation difFerentielle
algebrique suivante [2, 3] :

d

u"r. )° U.^J (/)=»,.

Exemple 1. 1 Soient K{z} =^^i9kZ\da{x») ^ dzf z. Nous avons a^xn^ =^i9kZk lkn.
~Nous^btenons 'ainsi une transformation polylogarithmique, qm a la fonction generatrice ordz-
naire de la suite de nombres complexes {gk}k^, assocze lafonctzon generatrice polylogarithmique
d'ordT endelameme suite. Cette transformation verifie aussi les proprietes suivantes [3] :

(a')'~Vfc ̂  1, ^ = E^'^ ^=^ Vn ̂  l, Q'^(/c;^) = E^Li"(^)'
iGl
n-1

i l
n-1

(&) v^i, ^='l:^!+E^ ^^ vn^i, Q^(/<;^)=E^Li"-(2)+E^Li"+. (z)'
i=0 J6J . . . , . i=o... > j

(les ̂  et v, sont Us nombres complexes, Un(z) est Ie n-polylogarzthme).

Sous certaines conditions de convergence, nous definissons 1'evaluation d'une serie formelle S
su7un'alphabet fini X, comme etant la somme Ewgx. < S\w^ > a(^w). De cette fason^la
transformation d'evaluation verifie nombreuses proprietes que Ie lecteur peut trouver dans [2j.

L'exemple suivant montre que pour trailer les equations integrales, il est preferable de mani-
paler les codages symboUques, c'est-a-dire les series formeUes en variables non cominutatives
pourobtenir differentes descriptions syntaxiques Puis utiliser en retour la transformatiou
d'evaluation comme un outil semantique pour expUciter les solutions (exactes ou approchees).

Exemple 1. 2 Dans I'etude des arborescences hyperquatemaires, Ph. Flajolet [I], G. Labelle et
L. Laforest [5, 6] sont amenes a etudier 1'equation integrale suivante dont une des methodes de
resolution passe par les equations combinatoires [5, 6] :

e=p+2da{e;x^-1), J > 0,
avec da{x,) = dz/(l - z), da(x,) = dz/z(l - z). Id, la solution est revaluation de la se^e
rationnelle\2dx^-ly avec Ie noyau p. Pour d = 1, d'apres Ie theoreme de convolution [2J,
revaluation correspondante donne :

^=^!^l-'^p^
Pour d>l, les methodes d'iteration reviennent a approximer la serie {1<lx^xd^Y par les com-
'binazsons Hneaires de monomes x,xd^ ... x,xi-1. L'evaluation de chacun de ces monomes
donne Ie polylogarithme de N. Nielsen [7, 8] (voir Section ̂ . Avec Ie meme^heoreme de^ convo-
~lution, l'equation integrale precedente s'ecrit sons forme d'une equation de Volterra,^ a^noyau
'devV^te^a~separeKd{z, ^= ^=1 a, (z)b, {s) etde parametre X = 2d (d rapprocher de [6]) :

e[z) = p(z) +\j Kd{z, s)e(s)ds,

il
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oil nous avons pose Qj(z) = -^ log-'(^) e^ 6j(^) = ^_^_jy logrf~l-"'(17£)ij^- A^o'u^ posons aussi,
pour tous entiers i, j == 0,... , d - l, c;(z) = Joz b, (s)e{s)ds, pi(z) = Joz 6, (5)p(5)^ e< 9, j = 6;a^.
Multiplions I'equation integrale precedente par bi, puis integrons la nouvelle equation integrale.
Nous obtenons alors un systeme d'equations integrales plus simple en les inconnues {c, }, =i,... ^_i
dont {'existence et I'unicite de la solution conditionnent celle de I'equation integrale initiale :

dZl r'~
c. (2) =p, (z)+A^/_ q,, {s)c^s)ds, !=0,..., c?-l.

jzb-/o
1 dc, d^
r^~" =P+Ai-^c^ i =o,..., d-i.
/i u~ ^-^0

d-1

e =p+\^ajCj.
j=0

Avec cette transformation d'evaluation, la coustruction de la fonction generatrice pour les
fonctions D'in{G\t, 2-), n ^ 1, revient alors a calculer revaluation de la serie rationnelle Xi(axo)*.
Ainsi, les proprietes combinatoires et les sommations de ces fonctions speciales (et leurs vari-
ances) sont etablies dans Ie cadre de 1'algebre des series formelles en variables non com-
mutatives et a 1'aide du calcul symbolique (Section 2). Plus generalement, en explorant
1'agebre de melange des series formelles, nous calculons systematiquement 1'evaluation des
mots x^xy ... Xi x^k et en particulier, ceux de Lyndon-Sirsov (Section 3). Cette evaluation
nous conduit aux polylogarithmes de N. Nielsen [7, 8]. Nous envisageoas d'etablir, egalement,
1'evaluation des series rationnelles en examinant leur representation matricielle minimale (Sec-
tion 4). En particulier, 1'evaluation des fractions rationneUes non commutatives de la forme
2;; (cia;o)* . . . ̂ tp(cfc^o)* nous conduit aux fonctions hypergeometrique et nous permet d'efFectuer
certaines sommations de fonctions generatrices polylogarithmiques (voir aussi [2, 3]).

2 Transformation d'evaluation et fonctions speciales

Dans ce qui suit, nous considerons les trois 1-formes suivantes (f 1, ^2 ^ 'Z*-} '.

da(xo) = -, da(x^) = Gi(z)-^, da{x^ = G^z}^-^,
ou (;i(z) = Efc>i^i, ^fe et 02(2) = Zk>i92^k teUes que G'i(^)/^l-tl et Gf2(2-)/2-l-t2 soient

meromorphes dans un domaine obtenu en coupant Ie plan complexe depuis zero et depuis chaque
singularite de G\ et Gz jusqu'a 1'infini saus croisement. S'il existe un chemin d'integration inclus
dans Ie disque unite ouvert centre en zero alors, pour n ^ 1, nous avons :

^(^^on-1) = "o2 (^^on-1) - E^(r^rl )^y, logn-^^),
2fc+('l ^FT -^ C;k+t'l ~\ 1 

^_, /^
<(.,,. ;-1) = S/-.^(^-^ -£tgft-t(TT^J(, ^7)'log""<?)-
., (,. ^^gh lF^, (^^^-. -,), g^^^h^)!i^(,,,
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Exemple 2. 1 (N. Nielsen [7, 8]) Soient [gi, k}k>i et {g-2, k}k>i deux suites definies par gi^ = 1
6^ 52, fc = (-1)- A/OF5 pour tous entiers i, j ^ 1, nous avons :

a5<^I)-"S(rf^-
^^)=^^

<,s(.,, ;-.,4-) = .-2fa Ej^7 + (^ + .. .+ iFT^] (tT^'
»^, 4-^o-) = - Ej^- ̂  ..... (^-^j ̂ -,{k+t, -l)tl{k+t^+t^'

^^^) = ^ sj^+ ̂  +... ̂ ^1_^] ̂ ,
^^.^) =,-.. g[^_ ̂ +..., ̂ ^]^^,

.5(.,4- - -i-') = .2- ̂ [g (^, ), (,1_^^]
a^4-l-^rl )=^l+t2E[E (-1)'

A;>2
rfc-1

k-\

^(!+t^{k-l+t^ -z:

.^^ . ., 4-1) = /- EjJ;' (,, y, (,l_, +., ), ] (-)'.
D'apres Ie theoreme de convolution [2], nous avons en particulier les deux proprietes suivantes :

a^, ^nl... ^^)= fr... r2ylognl(^)... ^logn'°(^)^(..., )... ^(a:,, ),
rz Ai. 1 

/. ».? s- 

1 -^ <:

a^, (c^r... ̂ , (c^o)-] = f r... r(^)cl.. . (±)cfc^1 (^).. . ̂ (^,, ).
'<; Ji; J<; S\ Sk

Par consequent, nous obtenons d'une part :
n^1 Irxr"-1--'

Clt^(. '.. ^-)=Z(1^7_1(^? ,. ),
az(x^-lx^-l}=n^(-lVPY. (3+qYo gp~l~q(z}. IZ(^-]^^+v^^{xilx0 xi-2XO ) = Z^, {~L)'Z^i \ ^ I l'n - 1 - ^\\l':[-xo 'x'lx0'xi2)f

j=0 g=0 \ Y / ^~ 1 - V^

ou J,Z(^,J = f,z^y.d^(x,, ) et I^{x^xlx^ = f^ I^^)^y-da3̂ ). Nous

obtenons d autre part :

»?^.. (c, ^)-] = E "...trj^-^ - (f)°-1: »...*m-^
fc>l "" ~r *'*l - t'l s jfc>l K ~f l'tl ~fc>l +^-ci'

.

zr- /. - ^. " /- - w _ V-FV- 9ii,l9^,k-l 1 zk+t'^t^
^l,,, (c,.o)-., (c^)-l = I;[E(S^2^J^;^\, ;_,

. ^^^ v^Fv s'l. '^. ^-'J _ ^
v^/ ^^i+^-c^k+t

fi^^^-Ll _ ^t'^^
til + li2 ~ cl

I
I
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Exemple 2. 2 Avec les memes suites de I'exemple 2. 1, nous avons :

Q^(c, Zo)1=^E^;_^,
^ K -+-I1 - Ci

^[x^xoY] = ^ S TT^-,
^ /C-+- C2 - C2

^[^i(ci. ro)^i(c2a-o)']=^tlEl
rk-l

IE 1

A:>2L;^ /+^l-CiJfc+2^-C2'

^[^(c^o)*^(^o)i = ^+t2E\E-zl)- -z\

^2L^^+^-clu+^+t2-C2'
^ I ] (-2)h^^a)-^c^)-] =,". sjg rr^]t+(^_^.

^^r. ^y} =,.. -. sjE ̂ ^] ^+t2-C-2
c-1 1

a^(c^Y ̂  . x(c^o)*] = .2tl EJE (/+^-^(, -/+^-cJ^'
aS[., (^»).. ,, (^o)-l = .-. Ej£ (, ^, _J^', ^, _,J (-)',
^(c^)- . .^)-\ = ,- EjE (, ^, _^_, ^, _J(-)'.+<2-Cl)(A;-;+*2-C2).

Si, en particuUer, Gi, (z) = zcl/(l - z)aii et G^(z) = zc2/{l - z)a^ alors :

a^x^c. xor] = zcl+^ / 5t-i-l(l - zsra^ds,

az,[x^x,Yx^c, x,Y} = zc2+tt2 /, /{^2)til~1^ - zs, s,)-^41 +t'2(l - zs,)-a'. ds, ds,.

Ainsi, les series a;, ;(cia;o)* .. . a;tp(cp.ro)* peuvent etre utilisees pour coder certaines fonctions
hypergeometriques generalisees. Certaines somniations de polylogarithmes peuvent etre aussi
obtenues a partir de ces fonctions hypergeometriques (voir [2, 3] pour plus de precisions).

som-Exemple 2.3 Soit k > l, £^o(^l)nLin+i(-^) = -^2?! (//^t-^). A/ors, les
mafions^n>i(fc^i)n77(n) donnent les nombres irrationnels ^. 2^1 ( 1/^4. 1 l~l)- . Par' exemple

I:nSl(i)V") = ^ En^(J)V") = |l"g24-f^ E^l(t)"^) = 2^1og(|±;i)+^,
puisque (rappelons que Lin(-l) = -T](n)) :

E(^)nLi, (-z2)=-4^arctan^

Z(J)"Li»(-3) = ^[log(-^±2)- ̂ a,ct^(^(2, + I)) - ^4
E(^)nLi4-. 4) = 4^!^M^7^!+1) - arctan(^ + 1) - arctan(^2. - 1)].

. ^ z -t- v ^.2'
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3 L'evaluation des mots de Lyndon-Sirsov

Equipons 1'alphabet X 1'ordre total, note "<". Nous considerons sur X\ ensuite, 1'ordre
lexicographique inverse comme suit :

soit 3w   X*, w ^£ tel que wu = u,
u<u <==> <j ^^^^g^^x\x, y^X, x<y tels que u=fxh, v=gyh.

Nous notons S 1'ensemble des mots de Sirsov. Un mot est dans <? si et seulement si il est
strictement plus petit que ses-facteurs gauches pour 1'ordre lexicographique inverse. Si & e. 5\X
alors 6 =mfo u l, m   .Set /< m (Ie couple (m, /) est appele la factorisation standard de b).

Exemple 3. 1 Soit {XQ, X^} avec xi < XQ, les mots de Sirsov de longueur au plus 5 sont les U
moL {io, 2-i^^i^, ^. :cia;^ XIXQX, X^X, XO, x2^ X^X. XQ, ̂ ^a-^o, ̂ ^o, a;^o, ̂2:0, .n}.

Chaque mot w de X* peut s'ecrire alors de maniere unique comme factonsation par les mots de
Sirsov, /11 42 ... ^, ouchaque /. est un mot de Sirsov et l\l < ... < ^ [10]. D'apres Ie theoreme

de D. E. Radford [9], on a :

^tl^... u. ^t
~z,T.. ik\

=w+ Y^ c^u.
u£<?|u, |,w<u

Ainsi, 1'evaluation des mots w peut s'efFectuer a 1'aide de 1'evaluation des mots d^e Sirsov. E^Ue
revient a cakuler 1'evaluation, a 1'aide de la Section 2, des mots de la forme x,^1... Xi^k.

Exemple 3. 2 (N. Nielsen [7, 8]) Soient da(xo) = dz/z et da{x,) = dz/{l - z). Si on note :

," =.;(.,. ;-), ,. " = a;(^^-) = E(^, ?;. c». ' = ^^^. t)= y^'
ou les Sw sont les nombres de Stirling et les Hw sont les nombres harmoniques, alors [7] :

(pour n > l, p> 1),

(pour p > 1),
SnSp = -Sn+p + Cn,p + Cp, n»

p-1

5p+l = ^ , cr, P»
1/=1

-s^"g^^l)c-+§(-l)K(^^1)-
-(-l)"^^2)(^»+c,, ^-, ), (pour n >0, p> 1),

P-]p 1
Cl.p = ^5p+i - ^ 2^ 5-/5P+1-

(pour p > 2).
2^

On a aussi [8] . - ULa somme de la serie numerique ^, p peut s'exprimer sous forme d1unpolyn6me

entier en les nombres . 2, ̂ 3,..., ̂ n+p, et homogene du degre (n + p) dans ces qua^tites si nous
supposons"^ du degre r ; les coefficients du polynome sus-dit sont des nombres rationnels".

a
.8

a
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4 L'evaluation des series rationnelles

4. 1 Si la serie rationnelle est echangeable alors, en la decomposant en elements simples, nous
pouvons calculer entierement revaluation.

Exemple 4. 1 Soit la representation lineaire de la serie rationnelle, jRi, suivante :

A=(l 0), ^(xo)=^ ^, ^i)=(^ -/), 7=
Cette serie est echangeable ^u(a;o^i) = ^(^i^o)^ et nous avons :

0

^=(1 0)(^ I;:f;)(;)-(l 0)(r^ -x^x^\f0
0 ^ j\^

+(1 0)f^ ^U°1""(0 l)f^ -a'[!la'r1f°'
0 yu 0 yu

= a;^ LU a;^ tu(a;o - a'i)-

Pour les formes differentielles dct(xo) = df, dct{x^) == -^, nous avons a^R^ = ^^log(^^).

4. 2 En observant la nilpotence de la matrice p(x^')p(xi), (p est Ie morphisme de monolde defini,
pour tout x   X, p{x} = fi(x)x), nous pouvons effectivement decider si la serie rationneUe peut
se developper en combinaison Uneaire d'un nombre fini de fractions ratiounelles non commu-
tatives x^(c\Xo)* .. . a;; (cp3;o)*. L'evaluation de ces fractions s'effectue a 1'aide de la Section 2.
Nous avons aussl vu que ces fractions peuvent etre utilisees pour coder certaines fonctions du
type hypergeometrique. Ainsi, nous pouvons efFectivement decider si 1 evaluation d'une serie
rationneUe se decompose en combinaison lineaire finie de fonctions du type hypergeometrique.

Exemple 4. 2 Soit la representation lineaire de la serie rationnelle, R-i, suivante :

A=(l 0), ^o)=^ }), ^i)=( 0 -1 0

0 0 )' 7= ll

Nous avons p(xo)* == ^ -o-^o ^ p^xQYp{x^} = ( ^ ^ . La 3en'e rationnelle R^ est
XQ

done nilpotente d'ordre 2 et nous obtenons :

R^ = X^XQX:Q - x^x^ = X^(XQ - zi).

Pour les memes formes differentielles que precedemment, nous avons Ot^(R^) = £log(£^).

4. 3 La factorisation du monoide libre [10] nous permet aussi de deduire 1'expression exacte ou
approchee 1'evaluation de la serie rationnelle S :

<(5')=A( n
I'es^

eaf M<3&))^

lexicoyraptaique croia<ant
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suivant que 1'algebre de Lie des matrices {^{x)}x^x est nilpotente d'ordre K ou non. Dans Ie
cas nilpotent, avec les memes formes difFerentielles que precedemment, 1'evaluation s'exprime
en sommes et produits finis d'exponentielles de polylogarithmes de N. Nielsen. Rappelons que
les mots de Sirsov permettent de definir une base {Qb}b^s de 1'algebre de Lie libre, appelee base
de Sirsov, en posant recursivement Qb = [QmiQi\ si (m, /) est la factorisation standard de /.
Rappelons aussi que les {-R{, }6g5 forment une base de transcendance de I'algebre des polynomes
pour Ie produit de melange, elle est la base duale de la base de Sirsov. Les {^w}w X- sont les
polynomes homogenes de degre |w| et leurs evaluations sont les suivantes (/;   S) [4] :

RW = R^x
)""'1 . -. DLU .*

R^ iaj... ^_R^
. l'... '\'

Sl W = £,

siw=vxes, ^^
siu;=^... ^,

1 si w = £,

a{R^)da(x) s\w =vx ^ S,
[aWi)rl -w^)]'* ^,,, _/. i />.

. l!.... k! "~ SlW=i^... lk.
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