Fonction Génératrice Polylogarithmique
d’Ordre n et de Parametre ¢

Hoang Ngoc Minh*

Résumé : Soit G(2) = Ti>1 gi2* la série génératrice de la suite de nombres complexes {gk}i>1-
Nous définissons la fonction génératrice polylogarithmique, d’ordre n et de parameétre ¢, associée a

{gx} comme étant I’évaluation du mot z;z}~* par rapport aux formes différentielles da(zo) = dz/z et

da(z;) = G(2)dz/2'~*. Nous établissons les propriétés de cette fonction dans le cadre de la combina-
toire des mots et 3 ’aide du calcul symbolique. Nous calculons ensuite I’évaluation des mots de la forme
T, Tgt . .- T, To" et plus particuliérement, des mots de Lyndon-Sirsov. Nous éteblissons également
I’évaluation des séries rationnelles. En particulier, I’évaluation des séries 7, (€120)* ... Zi,(CkTo)" DOUS
conduit aux fonctions spéciales du type hypergéométrique et nous permet d’effectuer certaines som-
mations de fonctions génératrices polylogarithmiques.

Abstract : Let G(2) = Zi>1 grz* be the generating series of the sequence of complex numbers
{gk}r>1- We define the polylo-éarithm generating function, of order n and of parameter ¢, associated
to {gx} as the evaluation of the word z1z3~! with respect to the differential forms da(zo) = dz/z and
da(z,) = G(2)dz/z'7". We establish some properties of this in the context of combinatorics on words
and symbolic computation. We compute then the evaluation of any word of the form z; zg? ... i, %g"
and, in particular, the Lyndon-Sirsov words. We establish also the evaluation of rational series. In
particular, the evaluation of the series z;; (¢120)" - - - Tip(CkT0)” leads to the generalized hypergeometric
functions and allows to make some summations of polylogarithm generating functions.

1 Introduction

Considérons la fonction génératrice polylogarithmique, d’ordre n 2 1 et de parametre t ¢ Z_ :
k+t

4
Di(Glt,z) = 3 ger—s

ol {gx}s>1 est une suite de nombres complexes de série génératrice G(2) = L1 grz* telle
que G(z)/z*"¢ soit méromorphe dans un domaine obtenu en coupant le plan complexe depuis
zéro et depuis chaque singularité de G jusqu’a Iinfini sans croisement. La fonction Di, (G0, 2)
n'est rien d’autre que la fonction génératrice polylogarithmique d’ordre n associée a {gk }r>1 [3]-
Lorsque la suite {gx }x>1 est constante et égale 3 1, Din (G0, z) coincide avec le n-polylogarithme,
Din(G]0,1) coincide avec la fonction z6ta de Riemann et Di,(Glt,1) avec celle d’'Hurwitz.
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La fonction Di,(G|t, z) peut s'obtenir a partir du procédé récursif que nous avons appelé éva-

luation du mot z,z2~! [2,3], par rapport aux deux formes différentielles da(zg) = dz/z et
da(z,) = G(z)dz/z'~*. Nous rappelons que l'évaluation par rapport aux formes différentielles
{dz/uo,...,dz/um}, dumot w de {zo,...,zm}", nOtée ac(w), est I'intégrale itérée de K.T. Chen

associée 3 w. L’évaluation de w = z, ...Z;,, pour le noyau &c s’annulant en ¢ et pour ces
formes différentielles, notée a(k¢; w), est la solution s’annulant en ¢ de I’équation différentielle

(uh%) 0...0 (u,k%>(f) = K

Exemple 1.1 Soient £(z) = Li>1 giz¥, da(zo) = dz/z. Nous avons ag(k; 25) = Lzt grz* k™.
Nous obtenons ainst une transformation polylogarithmique, qui a la fonction ge’nér;trice ordi-
naire de la suite de nombres complezes {gk }x>1, associe la fonction génératrice polylogarithmique
d’ordre n de la méme suite. Cette transformation vérifie auss: les propriétés suivantes [3] :

(a) VE>1,9r = Zuiz/f e Vn>1,0i(k;28) = D i Lin(vi2),
i€l i€l

algébrique suivante [2,3] :

n—1 . n—1

(b) VE> 1= pki+ -]’% e Vn > 1Lai(r;28) = 3 i Lini(2) + 3 ¥j Lings(2),
i=0 jeJ =0 jeJ

(les p; et v; sont les nombres complezes, Lin(2) est le n-polylogarithme).

Sous certaines conditions de convergence, nous définissons ’évaluation d’une série formelle S
sur un alphabet fini X, comme étant la somme Twexs < Slw > a(k;w). De cette fagon, la
transformation d’évaluation vérifie nombreuses propriétés que le lecteur peut trouver dans [2].

L’exemple suivant montre que pour traiter les équations intégrales, il est préférable de mani-
puler les codages symboliques, Clest-a-dire les séries formelles en variables non commutatives,
pour obtenir différentes descriptions syntaxiques. Puis utiliser, en retour, la transformation
d’évaluation comme un outil sémantique pour expliciter les solutions (exactes ou approchées).

Exemple 1.2 Dans l’étude des arborescences hyperquaternaires, Ph. Flajolet [1], G. Labelle et
L. Laforest [5,6] sont amenés a étudier I’équation intégrale suivante dont une des méthodes de
résolution passe par les équations combinatoires [5,6] :

e =p+2%a(e;z1257Y), d>0,
avec da(z,) = dz/(1 — 2z),da(z:) = dz/z(1 — z). Ici, la solution est l’évaluation de la série
rationnelle (delxd"l)‘ avec le noyau p. Pour d = 1, d’apres le théoréme de convolution [2],
I’évaluation correspondante donne : .

6(2) = (—1?;?/(; (1 — S)2dp(8).

Pour d > 1, les méthodes d’itération reviennent a approzimer la série (2¢z,2571)* par les com-
binaisons linéaires de monomes zz87! ...z12871. L’évaluation de chacun de ces monomes
donne le polylogarithme de N. Nielsen [7,8] (voir Section 2). Avec le méme théoréme de convo-
lution, I’équation intégrale précédente s’écrit sous forme d’une équation de Volterra, ¢ noyau
de Volterra séparé Ku(z,s) = ;‘;(1, a;(2)b;(s) et de paramétre A = 2¢ (& rapprocher de [6]) :

e(z) =p(z) + A /oz Ky(z,s)e(s)ds,
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o1l nous avons posé a;(z) = ﬁlogj(ljz) et b;(z) = a5y log?~179(1=2) 1X;. Nous posons aussi,
pour tous entiers 1,7 =0,... d—1,ci(z) = [ bi(s)e(s)ds,pi(z) = [5 bi(s)p(s)ds et ¢ij = bia;.
Multiplions I’équation intégrale précédente par b;, puis intégrons la nouvelle équation intégrale.
Nous obtenons alors un systéme d'équations intégrales plus simple en les inconnues {¢i}i=1,..d-1

dont Uezistence et l'unicité de la solution conditionnent celle de ’équation intégrale initiale :

e
ci(z) = pi(z) + A Z/o gi;(s)c;(s)ds, 1=0,...,d—1.
7=0

d-1

1 dc; .
—-£=P+/\Zajcj, Z‘:O,...,d—l.
d—-1
e=p+)\2ajcj.
7=0

Avec cette transformation d’évaluation, la construction de la fonction génératrice pour les
fonctions Din(GJt, z),n > 1, revient alors 3 calculer I’évaluation de la série rationnelle z1(azo)"
Ainsi, les propriétés combinatoires et les sommations de ces fonctions spéciales (et leurs vari-
ances) sont établies dans le cadre de l'algebre des séries formelles en variables non com-
mutatives et 3 l'aide du calcul symbolique (Section 2). Plus généralement, en explorant
agebre de mélange des séries formelles, nous calculons systématiquement I'évaluation des
mots ;, 3" . ..T;,To* et en particulier, ceux de Lyndon-Sirsov (Section 3). Cette évaluation
nous conduit aux polylogarithmes de N. Nielsen [7,8]. Nous envisageons d’établir, également,
I’évaluation des séries rationnelles en examinant leur représentation matricielle minimale (Sec-
tion 4). En particulier, I'évaluation des fractions rationnelles non commutatives de la forme
z;, (c1%0)" - . - Ti,(CkTo)™ MOUS conduit aux fonctions hypergéométrique et nous permet d’effectuer

’

certaines sommations de fonctions génératrices polylogarithmiques (voir aussi (2,3]).

9 Transformation d’évaluation et fonctions spéciales

Dans ce qui suit, nous considérons les trois 1-formes suivantes (t1,t2 ¢ Z~) :
dz dz dz
da(:co) = —;—, da(xl) = Gl(z)-z—l:-tl-, da(zz) = G2(z)z_1:'72-’

ot Gi(z) = Tzt grxz’ et Ga(z) = i gax 2" telles que G1(2)/2™" et Ga(z)/z'~* soient
méromorphes dans un domaine obtenu en coupant le plan complexe depuis zéro et depuis chaque
singularité de G, et G jusqu’a l'infini sans croisement. $’il existe un chemin d’intégration inclus
dans le disque unité ouvert centré en zéro alors, pour n > 1, nous avons :

1

z

a?(xil xg—-l) = aé(xi1x3—1) - Z af)(mil mé_l) (n —_ ])' logn_j(;)7
o !
k+tiy n ck:+t.'l 1 .

az T; :17"'_1 — gi k___?i____ — [ gi k ] - logn—J(_ .

et = Doy - R TR ) )

n—1 -1 n— n—1-—j3 :

z n—1y __ (—1) i/ 2N z(. m—l—i ]'Og (C) z [_1og(3)]J 3

ac(zﬁzo ) - ; —T—log (Z)O‘c(‘vuxo )+ ];0 (n -1 _])| /< ]; dac(‘ril)'
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Exemple 2.1 (N. Nielsen [7,8]) Soient {g1.6}k>1 €t {g2x}ep1 deuz suites défintes par gix =1

et gox = (—l)k. Alors pour tous entiers 1,7 2 1, nous avons :
it t Z z*
aj(zizg ) =2 '
kzl (]C + tl)z’

2 J=1y Lt . S -
wb(eaet”) = = L ey
oi(zizh T ) = 2 Z[ . = 4 ! 2l 0w e ! ] -
0 0 140 (1+t1)’ (7+t1)’ .- (k+t1_1)i (k+2t1)j’
;e . 1 1 (=1)k1 (—z)k
CXZISLJI z 1 = titt2 [ - = -+ ...+ ] "y
$(z1zg T2Tg ) ; (1+t) (Q2+t) (k+t, = 1) (k+t +t2)
5(z220 0 SlT+n) " 2+o) (k + t; — 1)'] (k + 2t5)7"
z i—1 Jj—1 — zt1+t2 [ - — -+ ...+ ] :
of(z2zg 7120 ) > (1+t) (2+t) (k 4+t — 1)) (k+t1 +t2)7

k>2
. k—1 1
E(zzi twzz) ) = 2% [ ]zk,
o(z170 T1Ty ) =2 §2(1+t1)(k_1+t2)1
o (orh w zazh ) = 2R Y [k‘;l '(—1)1 ] (—2)",
A Sl Tra)yE—1+n)
; : =l 1
ol il by o [ _ ] —2\k
0(502.’130 240 ) l; lg; (l+t1)‘(k—l+t2)1 ( )

D’apreés le théoréme de convolution [2], nous avons en particulier les deux propriétés suivantes :
32 1
0 (24,78 . . Ty Ta") / / / —lo g (2 ). L log” ‘- )dac (2 .- da*(zi,),
. 52 32 Z c 5
a2fza(crmo) - mi(ewa) = [ [ /q (2 (o) . da ()

s Jg S1 Sk
Par conséquent, nous obtenons d’une part :
n—1 logn—l-—J(Z)

of(eazs™) = L o1 )

j=0
n—1 p—1 p—1—gq
. j+q\log” (z) .
ac(tho 11‘121'0 ) = Z(— )J Z ( >_—1—_I ( $11x6+q$t2)
J—O q=0 q (p = - q)
ob [(alzy) = [7EEW das(z,) et [(afoyales) = [ L(zhen) = do(as). Nous
obtenons d’autre part :
k+t.1 > gk+t.'1
T, (C1To = i k77 . (—)cl 9 k77—
[1(1)] 1§11k+t < lgllk+ti1"cl,
k4t +ti
_ Giy 1Gia k-1 ] z7TMT
- [Q?;l (CI:EO) 3712(62330 ] lgz[z I+ tq -G k + til + tiz -G
)cz Z [Z 9i1,194 k-1 ] gk+til ¥
k>2 l+ti1—cl k+t,‘1+t,'2—
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Exemple 2.2 Avec les mémes suites de l’ezemple 2.1, nous avons :

P

oElzi(eizo)?] = 2 ) ——,
W
(=)

z *] — St2 e N
af[za(c2z0)7] = 2 ; kti;— 5
T k-1 1 ok

aifzr(erzorai(eno] = LY e rran e

k>2"l=1
oy y (=2
oi[z1(c1z0) T2(270)7] = 2777 Z[ ]k Thih—o

D

-1
k>2 =1 I+t —a

aflza(er1z0) za(c20)"] = 7y [kz 1 ] (—z)F

1
k>2 =1 I+t —clk+2t— o’

k-1 (_1)1 zk
olzq(c1zo)*z1(Cc220)” = Zhtt [ ] )
0[ 2(10) 1(20)] Z;l+t2_cl k4t 4+t —c

E>2 "=
k-1 1
. % x] _ 204 g
a0[$1(61$0) w :131(02330) ] =25 g:z[z; (l +t - cl)(k -+t - Cz)]z ’
2 * x-] — Stitt2 Z [kil (—1)1 ]( )k
oi[z1(c1T0)” w T2(c2To)”] = 2 o] o (I+ti—c)(k—1+t2—c2) o
_ k—1 1
. . *] — 2t2 s k‘
i [z2(c1T0)”™ w T2(c2T0) =2 g[; (I+ty—ci)(k—=1+1t2— 62)]( =)

Si, en particulier, Gy, (2) = z[(1 —2)%* et Gi,(2) = 272 /(1 — z)*2 alors :
1
ailan (caza)] = 2 [ 71 = zs) s
0
1 1 . |
ag[z:, (e170) iy (€220)7] = 23Tt / /(; (8182)%1 7 (1 — z8182) %" 521+t,2(1 — 285)%2dsds;.
0

Ainsi, les séries i, (€170)" .. i, (c,0)" peuvent étre utilisées pour coder certaines fonctions
hypergéométriques généralisées. Certaines sommations de polylogarithmes peuvent étre aussi
obtenues 3 partir de ces fonctions hypergéométriques (voir [2,3] pour plus de précisions).
" k=1\" T k 17 l/k k

Exemple 2.3 Soit k > 1, Fzol*5) Lip41(—2%) = —kz:Fy 1/k +1|—z . Alors, les som-
mations ZnZI(ﬁi)"n(n) donnent les nombres irrationnels ;k_%zFl (11/’1014_’61 |—1> . Par ezemple
Tusi(3)(n) = 7, Luzi(3)"n(n) = 3log2 + LB, Tosi(2)'n(n) = 2 log(222) + M,
puisque (rappelons que Lin(=1) = —n(n)) :

Z(%)“ Li,(—2?%) = —4zarctan z,

Z(g)" Li,(=2%) = égi[log(_“_l_z-_'%f_z_) - \/garcta.n(\—/g—g(Qz +1)) - [E,r]’

6
n>1
3 . 4 4+/222 [1 22 —2z+1
LAL I o) Y (T e
2(4) Lln( z ) 3 2 Og(z2 + \/§Z+1

n>1

) — arctan(v/2z +1) — arctan(v2z — 1)]
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3 L’évaluation des mots de Lyndon-Sirsov

Equipons l'alphabet X l'ordre total, noté “<”. Nous considérons sur X, ensuite, l'ordre
lexicographique inverse comme suit :

soit Jw € X*,w #¢ tel que wu =v,

5y {soit 3f,g,h € X*,z,y € X,z <y tels que u= fzh,v = gyh.

Nous notons S ’ensemble des mots de Sirsov. Un mot est dans S si et seulement si il est
strictement plus petit que ses facteurs gauches pour I’ordre lexicographique inverse. Sib €.8\ X
alors b=ml ou [,m € S et | <m (le couple (m,!) est appelé la factorisation standard de b).

Exemple 3.1 Soit {zo,z1} avec z1 < To, les mots de Sirsov de longueur au plus 5 sont les 14

4 3 .2.3 2 2 2.3 o2 2 2 3 4
mots {xo,xlmo,xlxo,:1:1:1:0,a:la:o,xlxozlmo,xlxo,xlzo,zlxozlxo,zlxoxlmo,xlxo,xlxo,zlxo,xl}.

Chaque mot w de X~ peut s’écrire alors de maniére unique comme factorisation par les mots de
Sirsov, (11 ... I}*, o chaque /; est un mot de Sirsov et I < ... < [}* [10]. D’apres le théoreme
de D.E. Radford [9], on a :

Py o J

= — =w+ Z CuU.

SLEERRI T u€5|w|,w<u

Ainsi, I’évaluation des mots w peut s’effectuer 3 I’aide de I’évaluation des mots de Sirsov. Elle ;

revient & calculer Pévaluation, 3 I’aide de la Section 2, des mots de la forme T o

Exemple 3.2 (N. Nielsen [7,8]) Soient do(zo) = dz/z et da(z,) = dz/(1 — z). Si on note :
1 n—-1 1/..p..n—1 Sl(ck—p) 1 1 n—1 p—1 (n) 1
sn = g(21257 "), Snp = ag(zfzp ™) = E (k— 1);@" Cnp = (71T T1%o )= Z Hk-ljc—pa
k>p : k>2

ou les S,(cp) sont les nombres de Stirling et les H,E") sont les nombres harmoniques, alors [7] :

SnSp = Snip ¥ Cnip T Cpny (pour n > 1,p > 1),
p—-1 .
Sp+1 = Z Cuv,ps (pour B > 1)’
v=1
22 n+v-—1 = p+v-—1
=(-1)" -V -1)¥ n—v v
Cn,p ( 1) ;( n—1 )cn+u,p +,;)( ) p—l S Sp+
+n-—-2
—(=1)" (P i )(sp-l-n + C1p4n-1)> (pour n >0, p> 1),
p 185
CLp = 541 = 5 2 Svdpti-v> (pour p > 2).
v=2

On a aussi [8] : “La somme de la série numérique s, , peut s’exprimer sous forme d’un polynome
entier en les nombres Sq, S3, - - - , Snip, €6 homogene du degré (n + p) dans ces quantités si nous
supposons s, du degré r ; les coefficients du polynéme sus-dit sont des nombres rationnels”.
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4 L’évaluation des séries rationnelles |

4.1 Si la série rationnelle est échangeable alors, en la décomposant en éléments simples, nous
pouvons calculer entierement 1’évaluation.

Exemple 4.1 Soit la représentation linéaire de la série rationnelle, Ry, sutvante :
1 1 1 =1 0
Cette série est échangeable (u(zoz1) = p(z1z0)) et nous avons :
_ Ty ToToZg 1 7 —TIT1T) 0
m-o 0 ) (o) -0 o 750
zy ToToZo ) [0 . T —T]T1T) 0
e 0@ ) (D)0 0§ 7E)()

= Py I3 w(zo — z1)-

(=

NN
—

Pour les formes différentielles da(zo) = £ da(z,) = =, nous avons o?(Ry) = 21=%log(21=5).

NN
N

4.2 En observant la nilpotence de la matrice p(zg) p(z1), (p est le morphisme de monoide défini,
pour tout z € X, p(z) = p(z)z), nous pouvons effectivement décider si la série rationnelle peut
se développer en combinaison linéaire d’un nombre fini de fractions rationnelles non commu-
tatives x; (c1Z0)” - - - %y (&2o)"s I'évaluation de ces fractions s’effectue a l'aide de la Section 2.
Nous avons aussi vu que ces fractions peuvent stre utilisées pour coder certaines fonctions du
type hypergéométrique. Ainsi, nous pouvons effectivement décider si I’évaluation d’une série
rationnelle se décompose en combinaison linéaire finie de fonctions du type hypergéométrique.

Exemple 4.2 Soit la représentation linéaire de la série rationnelle, Ry, suivante :

rm 0, ww= (5 )y me= (5 5) 7= (3):

Nous avons p(zo)* = (160 xo:;ea:(,)} p(zo)*p(z1) = (g —:1;6):2:1). La série rationnelle R, est
0

donc nilpotente d’ordre 2 et nous obtenons :

R, = 1430} — T3T175 = Tow(To — T1)-

2 2 g4 3 Sng z — z z1-¢
Pour les mémes formes différentielles que précédemment, nous avons oZ(Ry) = 2log(2175).

4.3 La factorisation du monoide libre [10] nous permet aussi de déduire ’expression exacte ou
approchée 1’évaluation de la série rationnelle S :

o?(S) = )\< 11 ea:(Rb)/‘(Qb))fy

bES< K
lexicograp hique croissant
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suivant que I’algebre de Lie des matrices {1(z)}zex est nilpotente d’ordre K ou non. Dans le
cas nilpotent, avec les mémes formes différentielles que précédemment, I’évaluation s’exprime
en sommes et produits finis d’exponentielles de polylogarithmes de N. Nielsen. Rappelons que
les mots de Sirsov permettent de définir une base {Qs}ses de I'algebre de Lie libre, appelée base
de Sirsov, en posant récursivement @y = [Qm, Q1] si (m, 1) est la factorisation standard de [.
Rappelons aussi que les { R }ses forment une base de transcendance de l'algebre des polyndmes
pour le produit de mélange, elle est la base duale de la base de Sirsov. Les { R, }yex- sont les
polynémes homogeénes de degre |w| et leurs évaluations sont les suivantes (I; € S) [4] :

€ siw=z¢, 1 sl w = g,
Rw= . Rux ‘ siw:vzeS, Q[Rw]—‘—— /Q(Ru)da(;p) siw=v:v€5,
w1 wtk 2 .
o e -L”,R'*— siw =00, (D) CICUTY) AL U Y
[T tltg! 1 k
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