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Abstract

We define a product /g=A=:(A, ) of two linearly recursive sequences /=(/, ) and g=(g, ), i>0, by

h. =E
j=0

fi 9]-ii

where } is a primitive root of unity in a field k, (J) is the Gaussian polynomial, and the coordinates
/, and g, a.re in k. When g=l, this is the classical convolution product. The proof that fg is linearly

recursive is not concrete. Rather we construct a certain Hopf algebra A in a braided monoidal category

of modules over a quasitriangular Hopf algebra. The linearly recursive sequences appear as the dual

Hopf algebra A , whose multiplicatioa is the one given at the beginning.

Resume

On definit un produit /g=/t=(h, ) de deux suites linearemeat recurrentes /=(/, ) et ̂ =(ffi), t>0, par

/,, =s fi 3j-i.

ou q est une racine priinitive de 1'uaite dans un corps k, { . } est Ie polynoine de Gauss en q, et les

coordoanees /, et g, sont dans k. Quand ?=1, on a. Ie produit de convolutioa classique. La preuve

que fg est liaeairemeat recurrente n'est pas concrete. II s'agit plutot d'une certaine algebre de Hopf A

dans une categocie inoaoi'da.le tressee des inodules sur une algebre de Hopf quasitriangulaire. Les suites

lineairement recurrentes apparaissent comme 1'algebre de Hopf duale A , doat la multiplicatioa est celle
decrite au debut.

Soit k un corps, A == A;[.c] 1'algebre des polynomes avec la graduation habituelle.
On identifie 1'espace dual A* avec les suites {(/;) |z ̂  0, /,   fc} ou/= (/, ) veut
dire que /i == f{xi) pour chaque i ^ 0. On. identifie A° (la cogebre duale a A)
avec les suites Uneairement recurrentes (voir [2]). Si / verifie la relation recturente
fn = h\fn -\ +. . . +^r }n-r POUT n ^ 7- (^1, ... , /lr deS constants dans &), cela veut

dire que / s'annule sur I'ideal de A engendre par xr - h-[Xr~1 - ... - hr. On dit
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n

que xr - h\xr~ - ... -hr est une relation recurrente pour /. Si on munit A avec
la comultiplication

A.r'=^ ( ' ) ̂ '®.r'-^
j=0 ̂ 3

alors A est une algebre de Hopf, et A* a Ie produit de convolution

(/^) (^)=E (!. ) f(^)9^~})-
j=0

A° est une sous-algebre de A*, et A° est une algebre de Hopf. Quant a la comulti-
plication dans A°, A/ =^ fp ® 9p veut dire que f{ab) == ̂  fp(a)gp(b) pour tout

p p
a, 6   A.

Maintenant, soit q une racine n-ieme prirmtive de 1'uiiite dans k. Le resul-
tat principal de cette presentation est qu on peut remplacer la m.ultiplication de
convolution dans A° par une m.ultiplication "quantique", c'est-a-dire, on remplace
les coefficients binomes (^) par les polynomes de Gauss (^) . On note (j)q Ie
polynome ^ = 1+9+ ... + q3 -1 

pour j > 0. Alors (j), ! = (j), [j - l)q... (1),
et (]}^ = ^^ ^^1.,^ i ponr j ^ i. Alous, nous pretendons que A° est ferme sous Ie

1 / 9 ^t}q'\J 2^<?*

produit

(^)(^)=E(^)/(-cl ^^-i)'
j=0

et que A°, avec ce produit-ci et la comultiplication decrite la-haut, a la structure
d'une algebre de Hopf dans une certaine categorie raonoldale tressee. Cette version
quantique des suites lineaireraent recurrentes n'est pas line algebre de Hopf dans
Ie sens ordinaire, mais eUe 1'est dajis la categorie (que nous allons decrire), c'est-
a-dire, toutes les applications structurales qui definissent A sont des applications
dans la categorie (voir [1]).

Solt G = {l, 5f, 5'2,... , 5'"~1} Ie group cyclique d'ordre n engendre par g^ et
k[G] 1'algebre du groupe G sux k. k[G} est ime algebre de Hopf de la maniere
habituelle, mais on considere H = ^[G], comra. e algebre de Hopf quasitriangulaire,
ou la 2?-matrice est dounee paj-

n-1

H4s<-"^z^
s, t=0

Alors la categorie C des ff-modules a gauche a la structure d line categorie monoi-
dale tressee. La structure monoiodale se decrit de la facou suivante: Si M, N sent
deux ff-modules, alors M' <S N est us. ff-module par

h-[y®z)= ̂(hp . y) ® (hp . z) pour y   M, z C N,
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ou A/i = ^hp ® hp. On utilise R pour donner la structure tressee dans C. En

general, si
R=^rp®r'peH^H,

y).

on definit IM. N : M ® N - > N^ M par

tM, N{y®z} = ^(r-p

Notons que si J?= 10 1, tM, N{y ® z~) = z®y.

Nous mettons A = A;[a;] dans C par 1'action g-x = qx, c'est-a-dlre, g3 -xt == q3 txt.

Alorsilenresultequ'ontordA(g)Apar*A, A(a;a®-ri) = <?a (a: ®a;a). On utilise <A,A
pour donner A (g) A la structure d'une algebre dans C, c'est-a-dire {xa ® xb) (xc (g)
.d ) = qbcxa+c .

b+d On defijiit une comultipllcation A : A -> A ® A en posantX'

Aa; =l®x+x0l avec la condition que A est un morphisme d algebres dans C',
qui veut dire exacteraent que

A^1 = Y
-^
J=0

xf ® x 
3 

pour z ^ 0.

A est ime algebre de Hopf dans C, ou on definit 1'antipode 5' par recurrence ̂  partir
de S(x) = -x. Par exemple, S{x2) = qx2.

Poiir passer au cas dual (les suites Uneairement recurrentes), nous demontrons
Ie theoreme suivant: Soit H une edgebre de Hopf quasitriangulaire, C la categorie
mono'idale tressee des -H'-modules a gauche, A une algebre de Hopf dans C. Alors,
A° est aussl une algebre de Hopf dans C, ou la multiplication de convolution et
la comultiplication dans A° sont tordues (dans Ie sens ordinaire). Cette derniere
condition n'est pas necessaire dans notre exemple, parce que la multiplication et la
comultiplications dans A° sont syrnetriques.

Pour conclure, nous avons raontre que A°, les suites lineairement recurrentes, ont
la structure d'une algebre de Hopf dans une certalne categorie mono'idale tressee.
Le produit est celui des puissajices-divisees quantiques, c'est-a-dire, si on identifie
la svite lineairement recurrente /==(/, ) avec la fonction generatrice

00

E/. 2(".
:=0

alors Z(")z(m) = ("-^r") ^(n+m)^ o^ ("^m)^ indique un polynome de Gauss.
Pour g= 1, ona les suites lineaireinent recurrentes classiques. Si f et g sont deux
telles ^mtes, qm satisfient aux relations recurrentes donnees par les polyaomes
r(a:) et s{x), 11 y une explication que fg (produit de convolution ordinaire) est
lineairement recurrente, ou on decrit une relation recurrente pour fg eu termes des
sommes des racines de r(x) et de s{x). Poirr q ^ 1, notre argument poiir Ie produit
de convolution quajitique est theorique et nous n'avons pas encore one explication
"concrete" pourquoi fg est Uneairement recurrente, c'est-a-dire, nous ne pouvons
pas construire (en utilisant r(x) et s(x)) une relation recurrente pour fg.

533



References

[1] S. Majid, "Braided groups". J. Pure Appl. Alg. 86 (1993), pp. 187-221.
[2] B. Peterson et E.J. Taft, "The Hop f algebra of linesu-ly recursive sequences".

Aequat. Mat. 20 (1980), pp. 1-17.

tj
-.t

ll

s-1

^1
i I

534


