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Abstract

Stack-words [10] stem from stack-sortable permutation studies [16, 26, 28] and exhibit classical
combinatorial objects such as standard Young tableaux, permutations with forbidden subse-
quences and planar maps.

We extend existing results on stack-word enumeration [7] and we also obtain new results. In
particular, we make a correspondence between 3 x n non separable standard Young tableaux (or
stack-words where elements verify a “Hanoi tower condition”) and inequivalent rooted trivalent
planar maps of 2n vertices enumerated by (T‘fl-g%% [23]. These tableaux without two con-
secutive integers on a same row are in bijection with non separable rooted planar maps having
n + 1 edges enumerated by an—f_l(;;’.%‘x;l—). [24].

Résumé

L’étude des mots de piles [10] provient des travaux portant sur les permutations triables par
pile [16, 26, 28] et fait apparaitre des objets classiques en combinatoire tels que tableaux de
Young standard, permutations & motifs exclus et cartes planaires.

Nous prolongeons des résultats existants sur I’énumération de certains mots de piles [7] et
obtenons également de nouveaux résultats. En particulier, nous mettons en correspondance les
tableaux de Young standard 3 x n non séparables (ou mots de piles dont les éléments empilés
vérifient une condition de type “tour de Hanoi”) et les cartes planaires cubiques non séparables
ayant 2n sommets au nombre de (anl')!a(: _:_1), [23]. Ces mémes tableaux, mais n’ayant pas deux
entiers consécutifs sur une méme ligne, sont en bijection avec les cartes planaires pointées non
séparables ayant n + 1 arétes dénombrées par (.‘,T?l(f,?;‘%). [24].

Introduction

D.E. Knuth [16] s’est intéressé aux permutations triables par passage dans une pile et les a car-
actérisées comme étant celles qui excluent le motif 231, c’est & dire ne comportant pas de sous-suite
Jki (7, k et i ne sont pas nécessairement consécutifs dans la permutation) avec i < j < k. Cet
ensemble, noté 5,(231), est parfois appelé ensemble des permutations de Catalan car énuméré par

! LY > = . A . ’ . N
les nombres nj’l'),'n,. De maniere générale, les permutations 2 motifs exclus ont donné lieu & de

nombreux travaux [21, 26, 12, 10, 28, 29, 22, 13, 27, 5].
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Dans ce probléme de tri, on constate immédiatement que la pile ne peut contenir a tout instant
que des entiers allant en décroissant & partir du sommet de pile. Ainsi, dans un certain sens, la pile
vérifie une condition dite “tour de Hanoi” par référence au probleme du méme nom. ‘

Parmi les généralisations possibles du probléme considéré par D.E. Knuth, J. West [26, 28] a
étudié les permutations triables par plusieurs passages consécutifs dans une pile, celle-ci devant a
tout instant obéir 3 la condition “tour de Hanoi”, et plus précisément les permutations 2-triables
(permutations triables par deux passages consécutifs dans une pile). Il les a caractérisées en termes
de permutations & motifs exclus en montrant qu’il s’agissait des permutations de S,(2341,35241)
qui excluent simultanément les motifs 2341 et 3241, ce dernier étant toutefois autorisé lorsqu’il est
lui-méme sous-suite du motif 35241 dans la permutation. J. West a également conjecturé que ces
permutations sur n éléments étaient au nombre de (2n:1 ?!?n!-i-l)!‘

D. Zeilberger [30] a été le premier a prouver cette conjecture tandis que d’autres auteurs en ont
proposé une preuve combinatoire. Ainsi, S. Dulucg, S. Gire, O. Guibert et J. West [6, 5] exhibent .
une correspondance entre permutations 2-triables de 5,(2341, 35241), permutations non séparables
de S$,(2413,41352) et cartes planaires pointées non séparables ayant n + 1 arétes, ce qui conduit
au résultat puisque W.T. Tutte [24] a montré que ces derniéres étaient au nombre de (—ﬁ%f%ym
De plus, ils donnent diverses formules correspondant aux distributions de ces permutations 2-
triables suivant plusieurs parameétres. De méme, I.P. Goulden et J. West [11] ont récemment établi
une correspondance plus directe entre permutations 2-triables et cartes planaires pointées non

séparables.

S. Gire [10] a étudié un probléme voisin. Elle considére un ensemble de & piles placées en série
et s’intéresse & leurs mouvements lorsque la permutation identité les traverse. Les mots du langage
{fe{1,2,....,k+1}":Viek+1],|fli=n; Vi€ [k],Vf = F' " \f'li 2 |f'li+1} codent exactement
les mouvements des k piles lorsque la permutation 12...7 les traverse (voir figure 1) ainsi que les
tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur k£ + 1 et de longueur n.

k+1l

12..n /_1} ﬁ (:‘

Pile, Pile, Pile,

Figure 1: Mots de piles.

Le fait d’imposer certaines restrictions sur les piles (par exemple qu’elles vérifient la condi-
tion “tour de Hanoi”) se traduit simplement par certaines restrictions sur ces tableaux de Young
standard.

S. Gire s’est plus particulierement intéressée a ’ensemble des mots de piles, c’est a dire au cas
de deux piles (k = 2), et donc aux tableaux de Young standard rectangulaires 3 X n au nombre
de (n—d‘_:yﬁ%)—,ﬁ d’apres la formule des équerres [9]. En particulier, elle a conjecturé les formules
d’énumeération de trois restrictions de I’ensemble des mots de piles.

S. Dulucq et O. Guibert [7] ont démontré deux de ces conjectures. En effet, ils mettent en
bijection les tableaux de Young standard 3 x n n’ayant pas deux entiers consécutifs sur la deuxieme
ligne (ou mots de piles sans facteur 22) avec les couples d’arbres binaires complets ayant n som-
mets internes, et les tableaux de Young standard 3 X n n’ayant pas deux entiers consécutifs sur
une méme ligne (ou mots de piles sans facteur 22,11,33) avec les permutations de Baxter (1] de
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Sn(25314,41352). Pour cela, ils font intervenir une correspondance de R. Cori; S. Dulucq et X.
Viennot [4]. .

Tout d’abord, nous prolongeons ce résultat de S. Dulucq et O. Guibert [7] et obtenons d’autres

restrictions de 1’ensemble des mots de piles dénombrés par le carré du né™¢ nombre de Catalan
(2n)! éme (n;l)(:‘:l)(:‘ilz
ey ot par le n®™¢ nombre de Baxter S} Gk

Ce travail constitue une premiere étape dans notre preuve de la troisiéeme des conjectures de
S. Gire sur les mots de piles. Nous mettons alors en correspondance les mots de piles vérifiant la
condition “tour de Hanoi” codant les tableaux de Young standard 3 x n non séparables et les cartes
planaires cubiques non séparables ayant 2n sommets, cartes au nombre de (25:1');’:1 :_1 3 d’apres les
travaux de W.T. Tutte [23]. Cette correspondance fait intervenir les permutations non séparables
alternantes. '

Or, S. Dulucqg, S. Gire, O. Guibert et J. West [6, 5] ont déja rencontrés les permutations
non séparables, afin d’établir une correspondance entre permutations 2-triables et cartes planaires
pointées non séparables. Nous retrouvons de nouveau ces permutations non séparables en con-
sidérant une quatriéme restriction naturelle de I’ensemble des mots de piles codant les tableaux de
Young standard 3 x n non séparables n’ayant pas deux entiers consécutifs sur une méme ligne et
dont la formule d’énumération est alors (2,1_.2_1)3;?”;1), [24].

Finalement, nous mettons en bijection une derniere restriction de I’ensemble des mots de piles

avec les arbres ternaires complets.

La premiere partie de cet article est consacrée a la définition des divers objets que nous con-
sidérons et a I’énoncé des principaux résultats obtenus. Dans la deuxiéme partie, nous prolongeons
les bijections de S. Dulucq et O. Guibert [7] et de R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [4] sur les
tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur 3. La troisiéme partie développe la corre-
spondance entre tableaux de Young standard rectangulaires non séparables de hauteur 3 et cartes
planaires cubiques non séparables.

Les preuves complétes de nos résultats, présentes dans [13], seront fournies dans la version
définitive [14].

1 Résultats d’énumération de mots de piles

Nous définissons tout d’abord différentes classes d’arbres ainsi que plusieurs codages.

Le langage P; 7z = {w € {z,Z}" : |w|; = |w|z; Yw = w'w”, |w'|; > |w'|z} désigne le langage des
mots de parenthéses (ou mots de Dyck).

A, désigne I’ensemble des arbres binaires complets ayant » sommets internes (2n + 1 sommets

" dont n +1 feuilles) pour lesquels chaque sommet possede zéro ou deux fils. A, est énuméré par le

éeme 2n)!
n nombre de Catalan - ST

Un arbre 1-2 est un arbre dans lequel chaque sommet possede zéro, un ou deux fils.
Les codages préfixe et suffixe d’un arbre 1-2 [resp. arbre binaire complet] a possédant n arétes
par un mot de Motzkin [19] de P;z LW {y}* [resp. mot de parenthéses de P, z] de longueur n sont

définis de la fagon suivante.

préfize(a) =
g si a est une feuille
y préfize(arbre_central(a)) si a est un point simple

- z préfize(arbre_gauche(a)) T préfize(arbre_droit(a)) si a est un point double
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suffize(a) =
£ si a est une feuille
suf fize(arbrecentral(a)) y . si a est un point simple
suffize(arbre_gauche(a)) z suf fize(arbre_droit(a)) T si a est un point double

Nous introduisons maintenant tous les ensembles des mots de piles que nous allons considérer.

Notons A = {1,2,3} 'alphabet des mots associés aux mouvements de deux piles.

Y ={fe A :|fli = |fl2 = |fla;¥f = ff"If'h 2 |f]2 2 |f'|a} désigne '’ensemble des
mots de piles, c’est & dire le langage des mots codant les mouvements des piles correspondant aux
tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur 3. Posons Y, = {f € Y : | f| = 3n}.

Figure 2: Schéma des restrictions sur le langage Y,,.

La figure 2 présente les différentes restrictions du langage Y, auxquelles nous nous intéressons,
faisant suite aux travaux de S. Gire [10] qui conjecturait les formules d’énumération des langages
C,, B, et H,. Dans cette figure, la notation -22 [resp. -2Y2] signifie que nous considérons les mots
de piles ne comportant pas de facteur 22 [resp. 2g2 ol g € Y.

Les langages Cn, Bn, Hy et P, (restrictions des mots de piles sans facteur 22) apparaissant
dans la partie gauche de la figure 2 correspondent a des restrictions naturelles sur les tableaux de
Young standard 3 x n; par exemple, les mots du langage H, (ensemble des mots de piles sans
facteur 2g2 ot ¢ € Y, c’est & dire vérifiant la condition “tour de Hanoi”) codent les tableauz de
Young standard rectangulaires non séparables de hauteur 3 et de longueur n. Les langages C;,, By,
H! et P! (restrictions des mots de piles sans facteur 13) apparaissant dans la partie droite de la
figure 2 traduisent des restrictions sur une famille particuliere d’arbres 1-2.

Un arbre 1-2 filiforme non séparable (voir figure 3) est un arbre 1-2 ayant autant de points
simples que de points doubles et ne possédant aucun sommet fils unique racine d’un arbre 1-2
filiforme non séparable.

Notons F, l’ensemble des arbres 1-2 filiformes non séparables ayant n points simples. .

Les arbres 1-2 filiformes non séparables vérifient qu’a tout instant du parcours préfixe, il y a au
moins autant de points simples que de points doubles.

Les mots du langage H;, (ensemble des mots de piles sans facteur 1g3 ou g € Y') sont les codages
préfixes sur P; 3 Ul {1}* des arbres 1-2 filiformes non séparables de F,. Le mot 121123233123 de
H), code I'arbre 1-2 filiforme non séparable de F illustré par la figure 3.

Considérons maintenant certaines cartes introduites et dénombrées par W.T. Tutte [23].
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Figure 3: Un arbre 1-2 filiforme non séparable appartenant a Ly

CA |

1y

Figure 4: Une carte planaire cubique non séparable appartenant a C' N Ss.

Une carte planaire cubique non séparable (voir figure 4) est une carte planaire sans point
d’articulation dont tous les sommets sont de degré trois et pour laquelle deux brins d’un méme

sommet sont distingués et ordonnés. .
Notons CN S5, ’ensemble des cartes planaires cubiques non séparables ayant-2n sommets.

Nous présentons ci-dessous les résultats obtenus.

Théoréme 1 Les mots du langage H,, (ensemble des mots de piles sans facteur 2g2 ou g € Y, c’est
a dire vérifiant la condition “tour de Hanoi”) codant les tableaur de Young standard rectangulaires
non séparables de hauteur 3 et de longueur n sont en correspondance avec les mots du langage
H! (ensemble des mots de piles sans facteur 193 ou g € Y') codant les arbres 1-2 filiformes non
séparables ayant n points simples, euz-mémes en bijection avec les cartes planaires cubiques non
séparables ayant 2n sommets de C N S2,,. Ils sont dénombrés [23] par

2".(3n)!

gl — =
MHnl = Ha| = ICN Sl = o im0

De plus, cette correspondance met en bijection les mots f de H, tels que |fl;1 = n1,|flss =
na, | fl13 = n3 et les mots f' de Hy tels que | f'|a2 = n1,|f'|21 = n2,|f']22 = na.

Les mots de Hon = {f € Hyn : |fl11 + |fl3s = m} codant les tableaux de Young standard
rectangulaires non séparables de hauteur 3 et de longueur n et possédant m couples d’entiers
consécutifs sur les premiére et troisieme lignes et les mots de AL ,, = {f' € H., : |f'laz+|f'|21 = m}
codant les arbres 1-2 filiformes non séparables ayant n points simples et possédant m points doubles
fils droits et points simples fils gauches sont au nombre de

_ _[n-1 2.(3n)!
Hnm| = Hom| = ( )(2n+1)(n+1)‘
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Théoréme 2 Les mots du langage P, (ensemble des mots de piles sans facteur 2¢2,11,33 ou
g € Y) codant les tableaur de Young standard rectangulaires non séparables de hauteur 3 et de
longueur n n’ayant pas deuzr entiers consécutifs sur une méme ligne sont en correspondance avec
les mots du langage P, (ensemble des mots de piles sans facteur 193,32,21 ot g € Y ) codant les
arbres 1-2 filiformes non séparables ayant n points simples et ne possédant aucun point double fils
droit ni aucun point simple fils gauche, et sont en bijection avec les cartes planaires pointées non
séparables ayant n + 1 arétes de N Sp4,. Ils sont dénombrés [24] par

2.(3n)!

ol = 1Pal = 1N Sl = im0

Les tableaux de Young standard rectangulaires non séparables de hauteur 3 et de longueur n
n’ayant pas deux entiers consécutifs sur une méme ligne et possédant s couples d’entiers consécutifs
situés sur les troisieme et premiere lignes sont en correspondance avec les arbres 1-2 filiformes non
séparables ayant n points simples ne possédant aucun point double fils droit ni aucun point simple
fils gauche et ayant s points simples fils droits et sont en bijection avec les cartes plana.lres pointées
non séparables ayant n + 1 arétes et s sommets. IIs sont dénombrés (2] par

H{f € Pr:|flsn=s} =|{f €P,:|fls1 =5} =|{c€ NSpt1:c possede s sommets}| =

(2n—s-1)(n+s)!
(2n—2s-1)(n—-s)(2s+ 1)!(s+1)!

Les théorémes 1 et 2 et la proposition 1 se déduisent de la correspondance présentée dans la
partie 2 et spécialisée dans la partie 3 (preuves données page 10).

2 Tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur 3

Les mots du langage C, (ensemble des mots de piles sans facteur 22) sont en correspondance avec
. les mots du langage C;, (ensemble des mots de piles sans facteur 13). IIs sont dénombrés par

, 2n)! -\ 2
ICal = €] = (——(n(jl))!n,)

De plus, cette correspondance met en bijection les mots f de C, tels que |fl11 = n1,|flas =
n2,|fl13 = n3 et les mots f’ de C,, tels que |f'|s2 = n1,|f'|21 = n2,|f'|22 = 7na.

La figure 5 illustre cette correspondance entre C, et C;, qui compose les bijections & [7], T [4],
Q et A, bijections que nous allons préciser maintenant et qui établissent la proposition 2 (preuve
donnée page 8).

={a€ Pz Pj:Va=a'bd"|o/|s > ||z} désigne le langage produit de melange (ou

shufﬂe) de deux langages de parenthéses. Posons M,, = {a € M : |a| = 2n}.

(S. Dulucq et O. Guibert [7]) Il existe une bijection ® entre mots du produit de mélange de
deux mots de parenthéses et mots de piles sans facteur 22. Celle-ci est donnée par le morphisme

_ ®(a) = l
@ . M2n — Cn , . Q(b)
A défini par ® (‘_d) . 23
®(b) =

(R. Cori,S. Dulucq et X. Viennot [4]) Il existe une bijection Y entre mots du produit de mélange
de mots de parenthéses, permutations de Baxter alternantes et couples d’arbres binaires complets
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123121123233

|

aaabaaab

38564712 8 6
n"’ %‘
\
(22828828 ., - 2112212 )
121123233123

Figure 5: La correspondance entre un mot de piles sans facteur 22 et un mot de piles sans facteur
13.
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de méme taille. - _ _
T @ My — 524(25314,41352) — A, x A,

La premiere bijection, notée T;, met en correspondance un mot du produit de mélange de
mots de parentheses a de My, et une permutation de Baxter alternante 7 de $,,(25314,41352).
Partant de I’arbre binaire complet réduit & trois sommets, c’est & dire deux feuilles libres et un
sommet interne étiqueté 1, elle consiste en ’application séquentielle des opérateurs correspondant
aux lettres a3, 3, . .., @2, du mot a. Ces opérateurs agissent sur un arbre binaire complet croissant

de la maniére suivante:

- opérateura : étiqueter la feuille gauche libre la plus a droite et lui greffer deux arétes,
- opérateur b :  étiqueter la feuille droite libre la plus & gauche et lui greffer deux arétes,
- opérateur b : étiqueter la feuille gauche libre la plus a droite,
- opérateur @ : étiqueter la feuille droite libre la plus a gauche.

A T’issue de I’application des opérateurs, nous obtenons un arbre binaire complet croissant dont la
projection infixe est la permutation 7 de S;,(25314,41352).
La deuxiéme bijection, notée Y7, consiste & prendre respectivement les arbres binaires complets
croissant et décroissant de la permutation de Baxter alternante 7 en oubliant leurs étiquetages.
Nous désignons par Q2 le codage ! des couples d’arbres binaires complets de méme taille par les
couples de mots de parenthéses respectivement sur les alphabets {2,3} et {1, 2}. Ainsi,
Q AnXAn — ~P2,3XP1,2
{a1,a2) +— (suffize(a,),préfize(a,))
Il existe une bijection A entre mots de piles sans facteur 13 et couples d’arbres binaires complets
de méme taille. Celle-ci est donnée par le morphisme
s AQL) = (&,1)
A 37 g 2?0’(1’})’ 12 Géfini par { A(2) = (2.2)
' ' A(3) = (3,¢)
Preuve A est clairement une application de C;, vers Py 3 X Py 2 (codant A, x A4,).
Réciproquement, soit (a,b) € P»3 x Py avec |a| = |b] = 2n. Alors, a et b se factorisent de maniére unique
en a = 23F123%2 | 23k ot b = 1112122 ..1"2. Le mot f/ = 1123k111223%2 | 11223 appartient a Cl et
vérifie A(f') = (a,b). a
Preuve de la proposition 2 La composition des bijections &, T, 2 et A met clairement en correspondance
Chn et C}. De plus, cette correspondance transporte le nombre de facteurs 11,12,13,21,23,31,32,33 d’un mot
de C, respectivement en nombre de facteurs 32, 12,22, 33,23,31,11, 21 d’un mot de C;, (mais en transformant
P’ordre d’apparition de chacun des facteurs). Remarquons que le nombre de facteurs 11, 33, 13 [resp. 32,21, 22]

de tout mot de C, [resp. C;,] détermine exactement le nombre de chacun des autres facteurs de longueur
a

deux du mot.
Hf€Cn:lflha=41fla=iH=H{f €Cr:|fha=1i,|Fla=3}= ~ 11BN 1AM B
Preuve Ce résultat se déduit de la proposition 2 et de la distribution des arbres binaires complets ayant n

sommets et k feuilles droites (ou gauches) donnée par le nombre de Narayana L (}) (7)) [20, 17]. En effet,
le couple d’arbres binaires complets (a;,az) de A, x A, en bijection avec f par T et & et avec f’ par Q et

A est tel que a; possede j feuilles droites et a; posséde i feuilles gauches. O
n+l n+1 n4l
|Bal = 1By = Tzl '"(.).TI")_(‘,,);,{; ;
Preuve Ce résultat se déduit du théoreme 2 de [7] et de la proposition 2. a
- n+l n+4l n+l
f € Bu:1fhs = m}l = 1{f € Byt |l = m}) = Unllpiillzia)
Preuve Ce résultat se déduit du corollaire 3 de [7] et de la proposition 2. ' a

'Les codages préfixe et suffixe sont définis 2 la page 3.
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Rappelons que cette derniére formule dénombre les pérmutations de Baxter sur [n] ayant m
montées (3, 18, 25, 8].

3 Tableaux de Young standard rectangulaires non séparables de
hauteur 3

Nous définissons -tout d’abord une famille de couples d’arbres binaires complets particuliers.
D, = {(a1,a2) : @1,a2 € An et Ag(ar) N Ag(az) # 0} désigne 'ensemble des arbres binaires
complets séparables ot

A, est I’ensemble des couples d’entiers (z — 1,y — 1) tels que = et y sont les numéros d’ordre
infixe respectivement d’un sommet interne s et d’une feuille ¢ appartenant a la branche
respectivement gauche et droite d'un méme sommet interne droit de a;,

A, estl’ensemble des couples d’entiers (z,y) tels que z et y sont les numéros d’ordre infixe respec-
tivement d’une feuille s et d’'un sommet interne ¢ appartenant a la branche respectivement
gauche et droite d’'un méme sommet interne gauche de a;.

Ainsi, deux arbres binaires complets séparables (a;,a2) possédent chacun un sous-arbre tronqué
(la branche principale est rompue) qui coincident relativement a la numérotation en ordre infixe des
sommets (& une unité pres). Plus précisément, le sous-arbre de a; [resp. a] est tronqué a gauche
[resp. droite] et est issu d’une aréte droite [resp. gauche)].

La figure 6 présente schématiquement deux arbres binaires complets séparables.

.
............

[2i+2)

(25+1]

Figure 6: Arbres binaires complets séparables: (2i+ 1,2j) € Ag(a1) N Ag(az).

Les bijections &, T, Q et A mettent en correspondance les mots du langage H (ensemble des
mots de piles sans facteur 2g2 ol g € Y, c’est a dire vérifiant la condition “tour de Hanoi”), les mots
du langage {a € My, : Yo = o’bBza’ ou z € {a,b},a8 ¢ M} (langage des mots non séparables du
produit de mélange de deux mots de parenthéses), les permutations de S2n(2413,41352) (ensemble
des permutations non séparables alternantes), les couples d’arbres binaires complets de A, X An\Dr
(ensemble des arbres binaires complets non séparables) et les mots du langage H| (ensemble des
mots de piles sans facteur 1g3 ol g € Y codant les arbres 1-2 filiformes non séparables).

Preuve Ce résultat s’obtient en caractérisant la restriction apportée & Cn pour obtenir H, sur la corre-
spondance entre C,, et C; composant les bijections ®, T, Q et A. O

La figure 5 illustre ce résultat puisque le mot 123121123233 de C4 appartient également a Hj.

En particulier, les arbres binaires complets (a;,az) de As X A4 n’appartiennent pas a D4 puisque

Iintersection des ensembles Ag(a;) = {(3,6),(5,6)} et Ag(az) = {(3,4)} est vide.
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Remarquons que I’exemple 1 fait le lien entre les figures 3 et 5 et illustre ainsi la bijection entre
H), et F, (voir propriété 1). ;

Il existe une bijection = (voir figure 7) entre arbres 1-2 filiformes non séparables ayant n points
simples de F,, et cartes planaires cubiques non séparables ayant 2n sommets de CN S5,,.

o d

Figure 7: La bijection = entre un arbre 1-2 filiforme non séparable et une carte planaire cubique
non séparable.

L’application = et son inverse sont définies de la facon suivante.

e = consiste, pour un arbre 1-2 filiforme non séparable, & prolonger a droite chacune des arétes
menant a la derniére, puis a I’avant-derniére, ..., et enfin 4 la premiere des feuilles Jjusqu’au
prochain point simple (ou la racine) non saturé relativement a un parcours en profondeur.
Le sommet distingué de la carte planaire cubique non séparable ainsi obtenue est ’ancienne
racine de I’arbre dont les brins pointés sont ses premier et deuxiéme (de gauche a droite)
brins.

=-1

e L’application inverse =~ consiste & ajouter a ’arbre recouvrant de la carte planaire cubique
non séparable une feuille pour toute aréte de la carte n’appartenant pas a ’arbre recouvrant
et rencontrée pour la premiere fois lors du parcours en profondeur.

Preuve L’application = est bien définie. En effet, 'opération de prolongement des feuilles est valide puisque
les arbres 1-2 filiformes non séparables ont autant de points simples que de points doubles et vérifient qu’a
tout instant du parcours préfixe il y a au moins autant de points simples que de points doubles; la carte
ainsi construite est planaire et cubique. De plus, la carte est non séparable car aucun sommet fils unique des
arbres 1-2 filiformes non séparables n’est racine d’un arbre 1-2 filiforme non séparable.
L’application =~! est également bien définie et est clairement, par construction, I’application réciproque de
= a
Preuve du théoreme 1 Ce résultat se déduit d’une part de la correspondance composant les bijections ®,
T, Q, A, préfize() et = entre mots de H, (codant les tableaux de Young standard 3 x n non séparables) et
cartes planaires de CN S, et d’autre part de la proposition 2. ~a
Les figures 5 et 7 illustrent la correspondance entre tableaux de Young standard rectangulaires
non séparables de hauteur 3 et cartes planaires cubiques non séparables.
Preuve du théoréme 2 et de la proposition 1 Les bijections ® et T mettent en correspondance les mots
de P, ayant s facteurs 31 et les permutations non séparables de Sn(2413,41352) ayant s descentes tandis
que S. Dulucq, S. Gire et J. West [6] ont établi une bijection entre ces permutations et les cartes planaires

pointées non séparables ayant n + 1 arétes et s + 2 sommets. Les résultats d’énumération de ces cartes selon
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le nombre d’arétes (W.T. Tutte [24]) et selon le nombre d’arétes et de sommets (W.G. Brown et W.T. Tutte

(2]) nous permettent de conclure. a
Les mots du langage R, (ensemble des mots de piles sans facteur 2¢g2,193 o ¢ € Y) sont

en bijection (voir figure 8) avec les arbres ternaires complets ayant n sommets internes. IIs sont

dénombrés [15] par

3n)!

1] = #T_'

(2n +1)!n!

Preuve Cette bijection est obtenue par le codage suivant d’un arbre ternaire complet a.

, €
terndire(s) = 1 ternaire(arbre_gauche(a)) 2 ternaire(arbre_central(a)) 3 ternaire(arbre_droit(a))

si a est respectivement réduit a un sommet ou non.

O
_— 112123323112323

Figure 8: Codage d’un arbre ternaire complet ayant 5 sommets internes par un mot de Rs.
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