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Abstract

Stack-words [10] stem from stack-sortable permutation .studies [16, 26, 28] and exhibit classical
combinatorial objects such as standard Young tableaux, permutations with forbidden subse-
quences and planar maps.
We extend existing results on stack-word enumeration [7] and we also obtain new results. In
particular, we make a correspondence between 3 x n non separable standard Young tableaux (or
stack-words where elements verify a "Hanoi tower condition") and inequivalent rooted trivaleat
planar maps of 2n vertices enumerated by (2n+i^(^+i)! [23]. These tableaux without two con-
secutive integers on a same row are m bijection with non separable rooted planar maps having
n + 1 edges enumerated by (^^y [24].

Resume

L'etude des mots de piles [10] provient des travaux portant sur les permutatioiis triables par
pile [16, 26, 28] et fait apparaitre des objets classiques en combinatoire tels que tableaux de
Young standard, permutations a motifs exclus et cartes planaires.

Nous prolongeons des resultats existants sur 1'enumeratioa de certains mots de piles [7] et
obtenons egalement de nouveaux resultats. En particulier, nous mettons en correspondance les
tableaux de Young standard 3 x n non separables (ou mots de piles dont les elements empiles
verifient uae condition de type "tour de Hanoi"") et les cartes planaires cubiques non separables
ayant 2n sommets au nombre de (2n^ni^3(^+i)' t23]- ces memes tableaux, mais n'ayant pas deux
eatiers consecutifs sur une meme ligne, sont en bijection avec les cartes planaires pointees non
separables ayant n + 1 aretes denombrees par 2. (3n)'

(2n+l)'("-i-TyT (24].

Introduction

D.E. Knuth [16] s'est interesse aux permutations triables par passage dans une pile et les a car-
acterisees comme etant celles qui excluent Ie motif 231, c'est a dire ne comportant pas de sous-suite
jki (j, k et t" ne sont pas necessairement consecutifs dans la permutation) avec i < j < k. Get
ensemble, note 5n(231), est parfois appele ensemble des permutations de Catalan car enumere par
les nombres (^^, . De maniere generate, les permutations a. motifs exclus ont donne lieu a de
nombreux travaux [21, 26, 12, 10, 28, 29, 22, 13, 27, 5].
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Dans ce probleme de tri, on constate immediatement que la pile ne peut contenir a tout instant
que des entiers allant en decroissant a partir du sommet de pile. Ainsi, dans un certain sens, la pile
verifie une condition dite "tour de Hanoi"" par reference au probleme du meme nom.

Parmi les generalisations possibles du probleme considere par D.E. Knuth, J. West [26, 28] a
etudie les permutations triables par plusieurs passages consecutifs dans une pile, ceUe-ci devant a
tout instant obeir a la condition "tour de Hano'f, et plus precisement les permutations 2-triables
(permutations triables par deux passages consecutifs dans une pile). B les a caracterisees en termes
de permutations a motifs exdus en montrant qu'il s'agissait des permutations de 5'n( 2341, 35241)
qui excluent simultanement les motifs 2341 et 3241, ce dernier etant toutefois autorise lorsqu'il est
lui-meme sous-suite du motif 35241 dans la permutation. J. West a egalement conjecture que ces

permutations sur n elements etaient au nombre de (2n+i)!(^+i)r
D. Zeilberger [30] a ete Ie premier a prouver cette conjecture tandis que d'autres auteurs en ont

propose une preuve combinatoire. Ainsi, S. Dulucq, S. Gire, 0. Guibert et J. West [6, 5] exhlbent
une correspondance entre permutations 2-triables de 5'n(2341, 35241), permutations non separables
de 5n(2413, 41352) et cartes planaires pointees non separables ayant n + 1 aretes, ce qui <-ondmt
au resultat puisque W.T. Tutte [24] a montre que ces dernieres etaient au nombre de (2n+i)i(^+i)f
De plus, ils donnent diverses formules correspondant aux distributions de ces permutations 2-
triables suivant plusieurs parametres. De meme, I.P. Goulden et J. West [11] ont recemment etabli
une correspondance plus directe entre permutations 2-triables et cartes planaires point^es non
separables.

S. Gire [10] a etudie un probleme voisin. EUe considere un ensemble de k piles placees en serie
et s'interesse a leurs mouvements lorsque la permutation identite les traverse. Les mots du langage
{/   {1, 2,. .., fc+ 1}- : V!   [fc+ I], 1/1. = n; Vz   [A], V/ = /7//, l/'l. ^ l/'t. +i} -codent exactement
les mouvements des k pUes lorsque la permutation 12.. . n les traverse (voir figure 1) ainsi que les
tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur A+ 1 et de longueur n.

12...n ^r^r-
k*l

rp

Pile, Pile; Pile.

Figure 1: Mots de piles.

Le fait'd'imposer certaines restrictions sur les piles (par exemple qu'elles verifient la condi-
tion "tour de Hanoi") se traduit simplement par certaines restrictions sur ces tableaux de Young
standard.

S. Gire s'est plus particulierement interessee a 1'ensemble des mots de piles, c'est a dire au cas
de deux piles (fc = 2), et done aux tableaux de Young standard rectangulaires 3 x n au nombre
de <. ^^, 3nr, »^, d'apres la formule des equerres [9]. En particulier, eUe a conjecture les formules
d'enumeration de trois restrictions de 1'ensemble des mots de piles.

S. Dulucq et 0. Guibert [7] ont demontre deux de ces conjectures. En efFet, Us mettent en
bijection les tableaux de Young standard 3 x n n'ayant pas deux entiers consecutifs sur la deuxi^me
ligne (ou mots de piles sans facteur 22) avec les couples d'arbres binaires complets ayant n som-
mets internes, et les tableaux de Young standard 3 x n n'avant pas deux entiers consecutifs sur
une meme Ugne (ou mots de piles sans facteur 22, 11, 33) avec les permutations de Baxter [1] de
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5'n(25314, 41352). Pour cela, Us font intervenir une correspondance de R. Cori, S. Dulucq et X.
Viennot [4]. .

Tout d'abord, nous prolongeons ce resultat de S. Dulucq et 0. Guibert [7] et obtenons d'autres
restrictions de 1'ensemble des mots de piles denombres par Ie carre du neme nombre de Catalan

g^r et par 1c neme nombre de Baxter E^=lo (nm^+(r?/n)4(i n+1
m+2 1

("Drr)
Ce travail constitue une premiere etape dans notre preuve de la troisieme des conjectures de

S. Gire sur les mots de piles. Nous mettons alors en correspondance les mots de piles verifiant la
condition "tour de Hanoi"" codant les tableaux de Young standard 3 x n non separables et les cartes

planaires cubiques non separables ayant 2n sommets, cartes au nombre de (2n^-"i)3(^i)! d'apres les
travaux de W.T. Tutte [23]. Cette correspoadance fait intervenir les permutations non separables
alternantes.

Or, S. Dulucq, S. Gire, 0. Guibert et J. West [6, 5] ont deja rencontres les permutations
non separables, afin d'etablir une correspondance entre permutations 2-triables et cartes planaires
pointees non separables. Nous retrouvons de nouveau ces permutations non separables en con-
siderant une quatrieme restriction naturelle de 1'ensemble des mots de piles codant les tableaux de
Young standard 3 x n non separables n'ayant pas deux entiers consecutifs sur une meme Ugne et
dont la formule d'enumeration est alors TT [24].(2n+l)!(n+l)!

Finalement, nous mettons en bijection une dernlere restriction de 1'ensemble des mots de piles
avec les arbres ternaires complets.

La premiere partie de cet article est consacree a la defiiiition des divers ob jets que nous con-
siderons et a 1'enonce des principaux resultats obtenus. Dans la deiudeme partie, nous prolongeons
les bijections de S. Dulucq et 0. Guibert [7] et de R. Cori, S. Dulucq et X. Viennot [4] sur les
tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur 3. La troisieme partie developpe la corre-
spondance entre tableaux de Young standard rectangulaires non separables de hauteur 3 et cartes
planaires cubiques non separables.

Les preuves completes de nos resultats, presentes dans [13], seront foumies dans la version
definitive [14].

1 Resultats d'enuineration de mots de piles

Nous definissons tout d'abord diff'erentes classes d'arbres ainsi que plusieurs codages.
Le langage Px-s = {u?   {x, x}* : \w\x = \w\-s\^w = w'w", \wf\x ^ |w/|?) designe Ie langage des

mots de parentheses (ou mots de Dyck).
Art designe 1'ensemble des arbres binaires complets ayant n sommets interaes (2n + 1 sommets

dont n + 1 feuilles) pour lesquels chaque sommet possede zero ou deux fils. An est enumere par 1c

ne'7le nombre de Catalan (n^i'n,.
Un arbre 1-2 est un arbre dans lequel chaque sommet possede zero, un ou deux fils.
Les codages prefixe et suffixe d'un arbre 1-2 [resp. arbre binaire complet] a possedant n aretes

par un mot de Motzkin [19] de Px^ LU {y}" [resp. mot de parentheses de Px,-x\ de longueur n sont
definis de la fa^on suivante.
prefixe(a)

£ s\ a est une feuille

y prefixe(arbre^:entral(a)) si a est un point simple
x prefixe(arbre-gauche(a)) ? prefixe(arbre^lroit(a)) si a est un point double
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suffixe(a) =
£ si a est une feuille

suffixe(arbr jcentTal(a)') y si a est un point simple
suffixe(arbre-gauche(a~)} x suffixe(arbre-droit(a)) x si a est un point double

Nous introduisons maintenant tous les ensembles des mots de piles que nous allons considerer.
Notons A = {1, 2, 3} 1'alphabet des mots associes aux mouvements de deux piles.
Y = {f A- : |/|i = |/|2 = |/|3;V/ = /7//, l/'ll ^ l/'l2 ^ l/'la} designe re^em^e des

mo(s de piles, c'est a dire Ie langage des mots codant les mouvements des piles correspondant aux
tableaux de Young standard rectangulaires de hauteur 3. Posons Yn = {f eY :\f\= 3n}.

Pn Rn P'n

Figure 2: Schema des restrictions sur Ie langage Yn.

La figure 2 presente les differentes restrictions du langage Yn auxqueUes nous nous interessons,
faisant suite aux travaux de S. Gire [10] qui conjecturait les formules d'enumeration des langages
Cn, Bn et ̂ n. Dans cette figure, la notation -22 [resp. -2Y2] signifie que nous considerons les mots
de piles ne comportant pas de facteur 22 [resp. 2^2 ou $ 6 V].

Les langages Cn, Bn, Hn et Pn (restrictions des mots de piles sans facteur 22) apparaissant
dans la partie gauche de la figure 2 correspondent a. des restrictions natureUes sur les tableaux de
Young standard 3 x n; par exemple, les mots du langage Hn (ensemble des mots de piles sans
facteur 2ff2 ou ̂    Y, c'est a dire verifiant la condition "tour de Hanoi"") codent les tableaux de
Young standard rectangulaires non separables de hauteur 3 et de longueur n. Les langages C^, 5^,
H^ et P^ (restrictions des mots de piles sans facteur 13) apparaissant dans la partie droite de la
figure 2 tradulsent des restrictions sur une famiUe particiiliere d'arbres 1-2.

Un arbre 1-2 filiforme non separable (voir figure 3) est un arbre 1-2 ayant autant de points
simples que de points doubles et ne possedant aucun sommet fils unique racine d'un arbre 1-2
filiforme non separable.
Notons Fri I'ensemble des arbres 1-2 filiformes non separables ayant n points simples.

Les arbres 1-2 filiformes non separables verifient qu'a tout instant du parcours prefixe, il y a au
mains autant de points simples que de points doubles.

Les mots du langage H'n (ensemble des mots de piles sans facteur lg3 ou $   V) sont les codages
prefixes sur Pz,3 LU {1}* des arbres 1-2 filiformes non separables de Fn. Le mot 121123233123 de
H'^ code I'arbre 1-2 filiforme . non separable de F4 illustre par la figure 3.

Considerons maintenant certaines cartes introduites et denombrees par W.T. Tutte [23].
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Figure 3: Un arbre 1-2 filiforme non separable appartenant a 74.

i 2

Figure 4: Une carte planaire cubique non separable appartenant a CNSs-

Une carte planaire cubique non separable (voir figure 4) est une carte planaire sans point
d'articulation dont tous les sommets sont de degre trois et pour laqueUe deux brins d'un meme
sommet sont distingues et ordonnes.
Notons CNS'in 1'ensemble des cartes planaires cubiques non separables ayant-2n sommets.

Nous presentons ci-dessous les resultats obtenus.

Theoreme 1 Les mots du langage Hn (ensemble des mots de piles sansfacteur 2g2 ou g  Y, c'est
d dire verifiant la condition "tour de Hano!") codant les tableaux de Young standard rectangulaires
non separables de hauteur 3 et de longueur n sont en correspondance avec les mots du langage
H'n (ensemble des mots de piles sans facteur lg3 ou g   Y) codant les arbres 1-2 filiformes non
separables ayant n points simples, eux-memes en bijection avec les cartes planaires cubiques non
separables ay ant 2n sommets de CNS-in. Ils sont denombres [S3] par

\Hn\ = |^| = \CNS^\ =
2n. (3n)!

(2n+l)!(n+l)!

De plus, cette correspondance met en bijection les mots f de Hn tels que ]/|ii = ni, |/|33 =
"2, l/ll3 = "3 e< les mots f de H'^ tels que \f'\32 = "i, \f'\2-i = "2, |//|22 = "3.

Les-mots de Hn^rn = {/  5'n : |/|ii + l/lss = m} codant les tableaux de Young standard
rectangulaires non separables de hauteur 3 et de longueur n et possedant m couples d'entiers
consecutifs sur les premiere et troisieme lignes et les mots de H!^^ = {/'   Hn : 1/132+ |/'|2i = m}
codant les arbres 1-2 fiUformes non separables ayant n points simples et possedant m points doubles
fils droits et points simples fils gauches sont au nombre de

IJffn-ml=^n-ml=t"m'^
2. (3n)!

(2n+l)!(n+l)!
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Theoreme 2 Les mots du langage Pn (ensemble des mots de piles sans facteur 2ff2, ll, 33 ou
g   Y) codant les tableaux de Young standard rectangulaires non separables de hauteur 3 et de
longueur n n'ayant pas deux entiers consecutifs sur une meme ligne sont en correspondance avec
les mots du langage P^ (ensemble des mots de piles sans facteur 1^3, 32, 21 ou g ^Y) codant les
arbres 1-2 filiformes non separables ayant n points simples et ne possedant aucun point double fils
droit ni aucun point simple fils gauche, et sont en bijection avec les cartes planaires pointees non
separables ayant n+ 1 aretes de NSn+i- Ils sont denombres [24] par

\Pn\ = \P, \ = \NSn^\ = 2. (3n)!
(2n+l)!(n+l)!

Les tableaux de Young standard rectangulaires non separables de hauteur 3 et de longueur n
n'ayant pas deux entiers consecutifs sur uae meme Ugne et possedant s couples d'entiers consecutifs
situes sur les troisieme et premiere lignes sont en correspondance avec les arbres 1-2 filiformes non
separables ayant n points simples ne possedant aucun point double fils droit ni aucun point simple
fils gauche et ayant s points simples fils droits et sont en bijection avec les cartes planaires pointees
non separables ayant n + 1 aretes et s sommets. Ils sont denombres [2] par

1{/   Pn : |/|31 = S}\ = |{//   P'^ : |/'|31 = 5}| = |{C.  NSn^ : C possede s sommets}] =

(2n-5-l)!(n+s)!
(2n -2s- l)!(n - 5)!(2^ + iy. (s + 1)!

Les theoremes 1 et 2 et la proposition 1 se deduisent de la correspondance presentee dans la
partie 2 et specialisee dans la partie 3 (preuves donnees page 10).

2 Tableaux de Young standard rectangulakes de hauteur 3

Les mots du langage Cn (ensemble des mots de piles sans facteur 22) sont en correspondance avec
les mots du langage C'^ (ensemble des mots de piles sans facteur 13). Ds sont denombres par

^-( (2")' V
'"' = ^"1 = {{n+l)W.,

De plus, cette correspondance met en bijection les mots / de Cn tels que |/|ii = nij/jss =
"2, |/|l3 = "3 et les mots // de C^ tels que l/'js; = TOI, |/'|2i = n2, |/'|22 = "3.

La figure 5 illustre cette correspondance entre Cn et C'^ qui compose les bijections $ [7], T [4],
ft et A, bijections que nous aUons preciser madntenant et qui etablissent la proposition 2 (preuve
donnee page 8).

M = {a   Pa,a- LU P^j : Vo; = o. 'boi", \Q'\a, > \a'\^} designe Ie langage produit de melange (ou
shuflfte) de deux langages de parentheses. Posons Man = {aS M :|a|= 2n}.

(S. Dulucq et 0. Guibert [7]) D existe une bijection $ entre mots du produit de melange de
deux mots de parentheses et mots de piles sans facteur 22. Celle-ci est donnee par Ie morphisme

f $(a) = 1
$(6) = 21
$(a) = 23
$(6) = 3

(R. Cori, 'S. Dulucq et X. Viennot [4]) D existe une bijection T entre mots du produit de melange
de mots de parentheses, permutations de Baxter alternantes et couples d'arbres binaires complets

$ M2n
a

Cn
/

defini par
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123121123233

aaabaaab

38564712 8 6

( 22323323 , 12112212 )

121123233123

Figure 5: La correspondance entre un mot de piles sans facteur 22 et un mot de piles sans facteur
13.
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de meme taille.
T : Mzn - 5-2n(25314, 41352) - An x An

a < - IT - (01, 02)
La premiere bijection, notee Ti, met en correspondance un mot du prodmt de melange de

mots de parentheses a de Afzn et une permutation de Baxter alternante TT de 5;2n( 25314, 41~352).
Partant de 1'arbre binaire complet reduit a trois sommets, c'est a dire deux feuiUes Ubres et un
sommet interne ̂ tiquet^ 1, eUe consiste en 1'application sequentielle des operateurs correspondant
aux lettres 0:2, 0:3. . . . »o'2n du mot a. Ces operateurs agissent sur un arbre binaire complet croissant
de la maniere sulvante:

- operateur a : etiqueter la feuille gauche libre la plus a droite et lui grefFer deux aretes,
- operateur b : etiqueter la feulle droite Ubre la plus a gauche et lui greffer deux aretes,

operateur 6 : etiqueter la feuiUe gauche libre la plus a droite,
operateur a : etiqueter la feuille droite libre la plus a gauche.

A 1'issue de I'application des operateurs, nous obtenons un arbre binaire complet croissant dont la
projection infixe est la permutation TT de 5'2n(25314, 41352).

La deuxieme bijection, notee Tz, consiste a prendre respectivement les arbres binaires complets
croissant et decroissant de la permutation de Baxter alternante v en oubliant leurs etiquetages.

Nous designons par 0 Ie codage 1 des couples d'arbres binaires complets de meme taille par les
couples de mots de parentheses respectivement sur les alphabets {2, 3} et {1, 2}. Ainsi,
n : An xAn -' ?2.3 X ^1.2

<ai, a2) '-» {suffixe(ai), prefixe(a-i))
n existe une bijection A entre mots de piles sans facteur 13 et couples d'arbres binaires complets

de meme taille. CeUe-ci est donnee par Ie morphisme
A(l)=(,, l)

definipar < A(2)=(2, 2)
A(3)=(3, 5)

'reuve A est clairement une application de Cn vers ^2, 3 x P-i., 2 (codant An x An).
Reciproquement, soit (a, b)   ?2, 3 x /?i, 2 avec |a| = |6| = 2n. Alors, a et 6 se factorisent de maniere unique
ena=23i'23fc'... 23tn et b = l''21'°2... l'-2. Le mot/'= l''23*'l''23fc'... l'»23*» appartient a C^et
verifieA(/')=(a, fr). "d
Preuve de la proposition 2 La composition des bijections $, T, 0 et A met clairement en correspondance
Cn et Cn. De plus, cette correspondance transporte Ie nombrede facteurs 11, 12, 13, 21, 23, 31, 32, 33 d'un mot
de Cn respectivement en nombre de facteurs 32, 12, 22, 33, 23, 31, 11, 21 d'un mot de C'^ (mais en transformant
I'ordre d'apparition de chacun des facteurs). Remarquons que Ie nombre de facteurs 11, 33, 13 [resp. 32, 21, 22]
de tout mot de Cn [resp. C'n\ determine exactemeat Ie nombre de chacun des autres facteurs de longueur
deux du mot. Q

|{/  ̂  : \f\n = ^/l23=j}| = \{f'^Cn : |//[i2 = i, \f'\23 = J-}| = ^ (?) (. :i) (^) 0:i) .
Preuve Ce resultat se deduit de la proposition 2 et de la distribution des arbres binair^ complets ayant n
sommets et k feuilles droites (ou gauches) donnee par Ie nombre de Narayaaa ^(^)(t1i) [20, 17]. En efTet,
Ie couple d'arbres binaires complets (01, 03) de .4n x An en bijection avec / par T et $ et avec /' par Q et
A est tel que ai possede j feuilles droites et a; possede i feuilles gauches. D

'n+lycn+1'i fn+I
?/I _ K^"-1 ^ f" -'^m+lMm+2

'n| - I-"n I - ^^m=0 -cn+l^ cn+l\ -.
1 M. 2

Ce resultat se deduit du theoreme 2 de [7] et de la proposition 2. D

1{/   Bn : |/|i3 = m}| = |{// 6 B', : [, '122 = m}| = (mL(^K^12).

C'n
//

?2,3 X Pi,2
(a, A)

. n+lYjn+T

Preuve Ce resultat se deduit du corollaire 3 de [7] et de la proposition 2.

lLes codages prefixe et suffixe sont definis a la page 3.

a

I I
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Rappelons que cette derniere formule denombre les permutations de Baxter sur [n] ayant m
montees [3, 18, 25, 8].

3 Tableaux de Young standard rectangulaires non separables de
hauteur 3

Nous definissons tout d'abord une famille de couples d'arbres binaires complets particuliers.
Dn = {(01, 03) : ai, a2   An et Ad(ai) n A, (a2) ^ 0} designe Pensemble des arbres binaires

complets separables ou

Ad est 1'ensemble des couples d'entiers (a; - l, y- 1) tels que x et y sont les numeros d'ordre
infixe respectivement d'un sommet interne s et d'une feuUle t appartenant a la branche
respectivement gauche et droite d'un meme sommet interne droit de ai,

A, est 1'ensemble des couples d'entiers (x, y) tels que x et y sont les numeros d'ordre infixe respec-
tivement d'une feuille s et d'un sommet iaterne t appartenant a, la branche respectivement
gauche et droite d'un meme sommet interne gauche de 03.

Ainsi, deux arbres binaires complets separables (ai, as) possedent chacun un sous-arbre tronque
(la branche principale est rompue) qui comcident relativement a la numerotation en ordre infixe des
sommets (a une unite pres). Plus precisement, Ie sous-arbre de ai [resp. 03] est tronque a gauche
[resp. droite] et est issu d'une arete droite [resp. gauche].

La figure 6 presente schematiquement deux arbres binaires complets separables.

[2j<. l] [2i<-l]

Figure 6: Arbres binaires complets separables: (2? + l, 2j)   Ad(ai) n Ag(a2).

Les bijections $, T, ft et A mettent en correspondance les mots du langage En (ensemble des
mots de piles sans facteur 2g2 ou ̂    V, c'est a dire verifiant la condition "tour de Hano'f), les mots
du laugage {a e M-tn : Va = a'bf3xa" ou a;   {a, &}, a/3 ̂  M} (langage des mots non separables du
produit de melange de deux mots de parentheses), les permutations de 52n(2413, 41352) (ensemble
des permutations non separables alternantes), les couples d'arbres binaires complets de An x An\Dn
(ensemble des arbres binaires complets non separables) et les mots du langage H'^ (ensemble des
mots de piles sans facteur lg3 ou 5 6 V codant les arbres 1-2 filiformes non separables).
Preuve Ce resultat s'obtient en caracterisant la restriction apportee a Cn pour obtenir Hn sur la corre-
spondance entre Cn et C'n composant les bijections $, T, net A. . .c

La figure 5 illustre ce resultat puisque Ie mot 123121123233 de CA appartient egalement a H^..
En particuUer, les arbres binaires complets (01, 03) de A^ x A4 n'appartiennent pas a D^ puisque
Hntersection des ensembles Ad(ai) = {(3, 6), (5, 6)} et ̂ (a^ = {(3, 4)} est vide.
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Rei^arquons que 1'exemple 1 fait Ie Uen entre les figures 3 et 5 et iUustre ainsi la bijection entre
H^ et Tn (voir propriete 1).

D existeune bijection S (voir figure 7) entre arbres 1-2 fmformes non separables ayant n points
simples de Tn et cartes planaires cubiques non separables ayant 2n sommets de CNS-in-

Figure 7: La bijection E entre un arbre 1-2 filiforme non separable et une carte planaire cubique
non separable.

L'application E et son in verse sont defimes de la fa^on suivante.

. H consiste, pour un arbre 1-2 filiforme non separable, a prolonger a droite chacune des aretes
menant a la derniere, puis a 1'avant-demiere, ..., et enfin a la premiere des femUes jusqu'au
prochain point simple (ou la racine) non sature relativement a un parcours en profondeur.
Le sommet distingue de la'carte planaire cubique non separable ainsi obtenue est I'ancienne
racine de I arbre dont les brins pointes sont ses premier et deuxieme (de gauche a droite)
brins.

. L'application inverse E-l consiste a ajouter a 1'arbre recouvrant de la carte planaire cubique
non separable une feuille pour toute arete de la carte n'appartenant pas a 1'arbre recouvrant
et rencontree pour la preiniere fois lors du parcours en profondeur.

PI-euve L'application Z est bien definie. En efFet, 1'operation de prolongement des feuilles est valide puisque
les arbres 1-2 filiformes DOD separables ont autant de points simples que de points doubles et verifient qu'a
tout instant du parcours prefixe il y a au mains autant de points simples que de points doubles ; la carte
ainsi construite est planaire et cubique. De plus, la carte est non separable car aucun sommet fils unique des
arbres 1-2 filiformes non separables n'est racine d'un arbre 1-2 filiforme non separable.
L'application E-l est egalement bien definie et est clairement, par construction, I'application reciproque de

a

Preuve du theoreme 1 Ce resultat se deduit d'une part de la correspondance composant les bijections $,
T, ft, \, prefixe() et S entre mots de Hn (codant les tableaux de Young standard 3 x n non separables) et
cartes planaires de CNS^n et d'autre part de la proposition 2. D

Les figures 5 et 7 illustrent la correspondance entre tableaux de Young standard rectangulaires
non separables de hauteur 3 et cartes planaires cubiques non separables.
Preuve du theoreme 2 et de la proposition 1 Les bijections $ et Ti mettent en correspondance les mots
de Pn ayant s facteurs 31 et les permutations non separables de 5'n (2413, 41352) ayant s descentes tandis
que S. Dulucq, S. Gire et J. West [6] ont etabli une bijection entre ces permutations et les cartes planaires
pointees non separables ayant n + 1 aretes et s + 2 sommets. Les resultats d'enumeration de ces cartes selon

I I

222



Ie nombre d'aretes (W.T. Tutte [24]) et selon Ie nombre d'aretes et de sommets (W. G. Brown et W.T. Tutte
[2]) nous permettent de conclure. D

Les mots du langage Rn (ensemble des mots de piles sans facteur 2g2, lg3 ou 5   V) sont
en bijection (voir figure 8) avec les arbres ternaires complets ayant n sommets internes. Ds sont
denombres [15] par

(3")'
tnl-(2n+l)!n!

Preuve Cette bijection est obtenue par Ie codage suivant d'un arbre" ternaire complet a.

^ = \ 1 (ernaire(ar6re-5auc/ie(a)) 2 ternaire(ar6re-cen<ra/(a)) 3 ternaire(arbre^droit(a))
si a est respectivement reduit a un sommet ou non. D

112123323112323

Figure 8: Codage d'un arbre ternaire complet ayant 5 sommets internes par un mot de Rs.
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