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1 Les motivations

La transformation d’évaluation a été étudiée [10, 11, 12] et implémentée en MACSYMA et en
AXIOM pour simuler le comportement d’entrée/sortie des systémes dynamiques non linéaires
[11, 4]. Une application de ce procédé est la résolution des équations différentielles linéaires a
coefficients rationnels, et plus généralement celle des systémes du premier ordre de la forme :

dq(z) = A(z)q(2)dz,
q(zO) =i
y = Ag,

ot A = (Ajj)ij=1.n est une matrice carrée d’ordre n de fonctions rationnelles de z. Le cas
régulier de Fuchs est celui ot A admet des singularités réguliéres (y compris a 'infini). Comme
il existe un algorithme (implémenté en MAPLE par A. Barkatou [1]) permettant de ramener le
cas régulier de Fuchs au cas ot A admet des singularités simples, nous pouvons considérer le
cas des singularités simples (i.e. les poles sont finis et d’ordre 1).

Partant de la procédure de Picard qui consiste a transcrire ces équations différentielles en les
équations intégrales suivantes :

a(2) = g(z0) + [ Al)a(s)ds,
et & calculer ¢ comme la limite limk_. gk de la suite récurrente {gx }x>o définie comme suit :
w=alz) et a(z)=a(z0)+ [ Al)a-a(s)ds,
20

la sortie y se met sous la forme y(2z) = AU(z0; z)7, ou la matrice U(zo; z) est donnée par la série

de Dyson [6] :
U(z0;2) = Z/zo/zo /zo A(sk)...A(s1)dsy ... dsg.

k>0
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Comme a expliqué P. Cartier [2], le cas unipotent est celui ou cette série de Dyson est finie et
dans ce cas, chaque coefficient de la matrice U(zo; z) est une somme finie d’intégrales itérées
de Chen obtenues a partir des formes différentielles A;;dz, pour ¢ et j = 1..n [5].

Dans ce travail, pour traiter le cas non fini, nous écrivons, comme dans [23, 24], le précédent
systeme sous la forme d’un systéme bilinéaire :

dg = ZM,-q u;dz,

=1
q(20) = 7,
Yy = Ag,

ou les M; sont des matrices constantes linéairement indépendantes et A = 7, u;M;. D’apres
M. Fliess, sa série génératrice R, est rationnelle et admet (), 4, ~) comme représentation linéaire
(u étant le morphisme de monoide défini sur ’alphabet X = {z,,...,zn} par p(z;) = M;) et la
formule de Peano-Bakker donne la sortie y comme I’évaluation du miroir de sa série génératrice,
avec les formes différentielles da(z;) = u;dz [9] :

R= ) Jdu(wyyw et y= 3 Iu(w)y o(d).

weX® weX*

Lorsque la série génératrice R est finie (voir cas unipotent),'nous exprimons la sortie y comme
I’évaluation des éléments d’une base de transcendance de l’algébre de mélange des polynémes
sur X et a ’aide des fonctions de Dirichlet (voir Section 2).

En généralisant le précédent procédé pour le cas non fini, il est utile de donner les conditions
nécessaires (voire nécessaires et suffisantes) pour pouvoir expliciter entierement y. Pour cela,
nous explicitons différentes descriptions syntariques de la série génératrice, et puis nous uti-
lisons, en retour, la transformation d’évaluation comme un outil sémantique pour obtenir sa
sortie (exacte ou approchée). Mais cela nécessite 1’évaluation des séries rationnelles avec les
formes différentielles méromorphes (voir Section 3). Ces outils sont appliqués, ensuite, a I’étude
d’une équation intégrale issue des arborescences hyperquaternaires de recherche [8, 16, 17] pour
explorer sa nature syntaxique (voir Section 4).

2 Les fonctions de Dirichlet

Avec les formes différentielles rationnelles, les intégrales itérées de faible degré peuvent étre
calculée & l’aide des polylogarithmes [12, 18, 25]. Plus généralement, nous les exprimons a
’aide des fonctions de Dirichlet associées a des suites de nombres complezes {gi }x>1, d’ordre
n > 1 et de parametre t ¢ Z.. Ces fonctions sont obtenues comme ’évaluation des mots

.’131.738-1 [14] . k+t

Di,(Glt,z) = a(z1237") ] ey
b ,; (k+1)

avec les formes différentielles da(zo) = dz/z et da(z,) = G(z)dz/z'"t, ot G(z) est la série
génératrice de la suite {gi}x>1 telles que G(z)/z'~* soit méromorphe dans un domaine obtenu
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en coupant le plan complexe depuis zéro et depuis chaque singularité de G jusqu’a !’infini sans
croisement. Les propriétés combinatoires de ces fonctions sont établies dans le cadre de /’algébre
de mélange des séries formelles en les indéterminées non commutatives et a ’aide du calcul
symbolique [14]. La fonction Di,(G|0,z) est en fait la fonction génératrice polylogarithmique
Di,(G|z) associée a {gk}k>1 (f.g.p., [13]). Certaines f.g.p. peuvent étre décomposées en poly-
logarithmes permettant de spécifier la valeur des intégrales itérées auz singularités de G a
Daide des valeurs spéciales des polylogarithmes Li,(z) :

Exemple 2.1 [13] Soit {v;}ic1 une suite de nombres complezes deuz a deux différents.

1. Si {pi}ier est une autre suite de nombres complezes alors nous avoﬁs 3
[Vk 2 L.k = Zp;uf] [‘V’n > 1,Di,(G|z) Eu, Lip(viz ]
i€l el

Par conséquent (((n) et n(n) sont les fonctions zéta et eta de Riemann) :

(a) si gok =0 et gok—1 =1 alors :

¢(n) +n(n)

") = —apl(yent) = T,

ap(yz
et nous avons, par ezemple, of(yz) = 72/8, ad(yz?) = 7*/96, of(yz®) = /960, ...
(b) si gor =0 et gok—y = (—1)* alors (pouri’=—1) :

ag(yxn—l) - _aox(y n—l) C(n) '; 77( )

2. St po, ..., ln-1 Sont n nombres complezes alors nous avons :
[Vk > 1.0k = Z p,k’+z ] [Vn > 1,Di,(G|z) = z B Likyill )+Z v; Lin+,-(z)] .
1=0 :GI =0 el

Dans ce cas, nous avons ausst :

ey = 3wl — i) + ZI vi{(n +1).
1=0 i€

Si G(z) = z(1 — z)™! alors Di,(G|0,2) coincide avec le polylogarithme, Di,(G|0,1) coincide
avec la fonction zéta de Riemann et Di,(G|t,1) avec celle d’"Hurwitz :

Din (G0, 2) Di,(G0,1) =Y — et Din(Glt,1)
k (k+ t)n

E>1 k>1 k>1
La construction de la fonction génératrice pour les fonctions de Dirichlet revient & calculer
’évaluation de la série rationnelle z;(czo)*. Et en particulier, si G(z) = 2°(1 — z)~° alors [13] :

F(@)(t+1—a) .., (a,t )
Tt+1) il 1112)

" Ce cas conduit aux sommations des polylogarzthmes a ’aide des fonctions hypergéométriques
et permet d’en déduire certaines sommations de séries :

Y ¢ Dint1(Glt, z) = ag[z1(czo)”] =

n>0
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Exemple 2.2 [12, 13]

(1) S(-1)" Linna(2) = T log(—) ~ 1,
n>0 L
PR iy
() ,,5;:( 1)5 Lizy(2) g‘”f’
. kz
(3) ; g)(—l)p L12P+1(z) ]§1 1 + k2’
(4) 2 (=1)"nLinp(2 )"1—-le( );
n>0
- line. . iy K2EY 2 ds
(5) E(I_E) L’"(_Z)"_k—l o 1+ s
On peut donc extraire les sommations suivantes (Lin(1) = ((n) et Li(—1) = —n(n)) :
’ p—1 - 1 = T E:__l
@) DU =T Em oty g
(4) 2 (=1)"nl(n+1)=1,
n>2
(1) > (=1)"n(n) =log2 -1,
n>1
" . (—1)* T s I
) ; (=1)n(2p) = ,§1+k2"ef—1_e2w—1 X
" (=1)*k
3 —1)Py(2p — 1 ,
(3") :4;( yPn(2p—1) = Z%H,cz
(4) T(-1m(n+1)= -1,
ko1 B ds
g g:l(—k_) 1(n) = k—1Jo 1+sF’ (1),

De (5"), nous obtenons, par ezemple :

Z(% )=, Z( —§1o 2+-‘§f-7r 4 ' )=%/_—[log(§+

n>1 n>1 n>1

>

)+7r],..

&

3 L’évaluation des séries rationnelles

Nous allons donner les situations qui permettent actuellement de calculer exactement.l’évalua-
tion d’une série rationnelle S en examinant sa représentation linéaire (A, y,7), ou g est un
morphisme de monoide de X* dans Mn,(C) et A,y sont des matrices ligne et colonne de
Mi1,(C) et M,1(C) respectivement. Sans perdre de généralité, nous supposons que cette
représentation est minimale [3]. Nous utilisons également le morphisme de monoide p de X*

dans M, ,(C{X))) défini par p(z) = p(z)z pour tout z € X.
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3.1 L’évaluation des séries finies

Lorsqu’une série S est un polynéme, il suffit de remplager chaque mot w dans S par son
évaluation. Mais, d’aprées les propriétés des intégrales itérées [5] et d’apres le théoréeme de
Radford [20, 21], on peut aussi écrire chaque polynéme dans la base de Sirsov. Puis avec le
théoreme de convolution [12], on accélére le calcul de I’évaluation de chaque mot de Sirsov. On
. accélere donc celui des polynémes. D’apres les mémes propriétés, on a aussi intérét 3 écrire
~ chaque polynéme dans la base duale de la base PBW-Sirsov, {R;}ses, puisque le calcul de
’évaluation s’effectue simplement (pour b = l" lk z,our e, lieSeth<...<ly):

Rw " Rw . r et da(R,)= [o( Ry, )]“' — [a(le)]ik

i]!...ik! 21. .

do(z).

Ry = :
: ..2 k!
Au paragraphe 3.4, on peut trouver un procédé pour écrire chaque polynéme dans la base
duale de la base PBW-Sirsov et donc avec les mots de Sirfov, rendant ainsi le théoreme de
Radford concrétement effectif. Ainsi, avec les formes différentielles méromorphes, il est possible
d’exprimer une telle évaluation a I’aide des fonctions de Nielsen (nous avons défini les fonctions
de Nielsen comme étant ’évaluation des {Rp}ses [14])-

Exemple 3.1 Soit X = {z¢,z,} avec 7o < 1. Les mots de Sirsov de longueur au plus 5 sont
b
4 3 28 2 2 2.2 3.2 2 2 3 4
les 14 mots {zo, 17, T1Z5, T1Tg, T1Z5, T1T0T1L5, T1T5, T30, T1Z0, T1T0T1Z0, 220, T3Z0, TiT0, T1}-
On vérifie que Repon = zizd, pour n,p > 0. Les autres Ry s’ezpriment aussi en fonction des

mots de Sirsov. Par ezemple R, ; ;02 = 21202123 + 22313, Ri202y2, = T1T0T120 + 32323, . ..

Soient les formes différentielles da(zo) = dz/z et da(z,) = dz/(1 — z). Nous obtenons les
fonctions de Dirichlet suivantes, pour tous n,p > 0 (voir [1]) :

. E Slgk-'P) 2k
of(zfzg™) = ) ————,
B0 k>p (k—=1)kn
p-1 g™ z
aj(T1zg erzf ™) = Z k=173
k>2
. ) Z ki:l S(l -2) "
. a(z)(:rz.’z:g— xl:z:g- ) = [ n__]_’

% k2 1=21 (I=1)1kr

ou les S,(f) sont les nombres de Stirling de seconde espéce et les H,En) sont les nombres har-
moniques. Nous déduisons alors les fonctions de Nielsen suivantes :

Sl(ck-p) zk
aO(szxa"l) = ; (k _ 1)' k_na
gt kD ok
aé(Rxl:coa:l:co) Z H -1 k3 + 2 Z l k4’
k>2 k22
k-1 S(l 2) 1k (k-3) 2k
a(z)(erronro) = E[Z 121 — ] k2 +3 Z
k>2"1=2 k>3
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3.2 L’évaluation des séries mises sous la forme graduée

Puisque {zo,z1}* = z§(z125)" [22], la série rationnelle S se met sous la forme graduée suivante :

S =3 do(zg)[p(z125)]P.

p20

Si la matrice p(z1z3) est nilpotente & 'ordre K + 1 (et inversement) alors :

K
S =" Ap(z5)[p(z125)]P7.

p=0

Ainsi, en observant la nilpotence de la matrice p(z127), nous pouvons décider si la série ra-
tionnelle S peut se développer en combinaison linéaire d’un nombre fini de fractions rationnelles
non commutatives de la forme (coo)*z:,(€120)" - - - Ti,(cpo)™ qui sont les codages symboliques
de fonctions du type hypergéométrique :

Exemple 3.2 Si Gy1(z) = 291(1 — 2)™ et Ga(z) = 2?(1 — 2)™* alors nous pouvons considérer
les formes différentielles suivantes (1,12 et i1+ t2 ¢ Z-) :

dalzo) = £, do() = Gi(e) oy, et dalas) = Gale)

zl-—t1 2

zl_—tz :

Nous obtenons les évaluations suivantes :

1
of[zi(c1zo)”] = 20t s s171(1 — zs) "% ds,

1 1 )
af,[xl(cl:co)*zz(qzo)‘] = z°2+t’/0 /0 (s182)27H(1 — 28182) 18312 (1 — 255) " *2ds1ds2.

Par conséquent, nous pouvons décider si I’évaluation d’une série rationnelle se décompose en
combinaison linéaire finie de fonctions du type hypergéometrique.

Exemple 3.3 Soit la représentation linéaire de la série rationnelle, S;, suivante :

w1 0 w3 ). = (3 5. o= (9)

Nous avons p(zg5) = (%0 ‘”022%) et la matrice p(z1zy) = (g _ISIO) est nilpotente a
0

Iordre 2. Par conséquent :
Sy = zhToTy — TeT1Tg = Tow(To — Z1)-
Pour les formes différentielles do(zo) = dz/z et da(z1) = dz/(1 — z), nous avons :

z z1—2z2
o3, (51) = - log(Z

201——20
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3.3 L’évaluation des séries échangeables

Si S est échangeable alors elle peut se décomposer en éléments simples, c’est-a-dire elle peut
s’écrire comme une somme finie de mélanges de séries rationnelles sur une seule lettre :
S= 3 Mu(zp)u(el)y ogw ]
%320 . : , :
= > Au(eo)lgth + - - + gnin)u(zl)y zhw 7
i,j>0
= Ap(g)grw hip(z7)y + ... + Ap(5)gn w Inp(2])7,
ou les vecteurs lignes I, et colonnes gi sont tels que la somme g;1; + ... + gnly soit la matrice
d’identité. Par exemple, on peut supposer que les composants sont nuls sauf celui a la k*™
place qui vaut 1. Ainsi, nous pouvons calculer entiérement l’évaluation de la série rationnelle
échangeable S comme polynome de logarithmes (primitives des entrées).

Exemple 3.4 Soit la représentation linéaire de la série rationnelle, S;, suivante :

y=(10), we)=(y 1)s me=(y ) 2=(3}).

Ici, p(z,z5) n’est pas nilpotente. La méthode du paragraphe 3.8 n’est donc plus applicable. Par
contre, la série est échangeable et nous avons :

_ Ty ZToTolg 1) (x{ —x}‘xw’{) (0)
8 =1 0)(0 B )(0 w1 0)(F T X
Ty ToToZg 0) (z{ —xi‘zw’{) (O)

% 0)<0 o )(1 «(0. Dy g 1
=ZpwIjwIo— TowITjwI;
= zyw ] w(zo — Z7).

Pour les mémes formes différentielles que précédemment, nous obtenons :

z1-—2 z1—-2

oz, (52) = w1 IOg(Zl =)

3.4 L’évaluation des séries mises sous la forme factorisée

L’algebre de Lie, notée L, engendrée par les matrices {u(z)}zcx est de dimension [,m < [ < n?.
Alors il existe {M; }i=m+1.. telles que {M;};=1.; forment une base de L et il existe aussi {g; }i=1..,
au voisinage de l’origine, telles qu’on ait la représentation en produit fini de a(S) (voir [23, 24]).
En explicitant ce produit, ’évaluation de S est alors un polynéme en les g; et leur ezponentielles.
Dans les cas ou on a une représentation globale, il existe alors [ séries 0;,...,6; sur X* telles
que S soit rationnelle échangeable sur le nouvel alphabet {6;};=1.; (voir paragraphe 3.3) :

a(S) = A[eaM | eaMi]y,
S = Mexp,, (M16,)...exp,  (Mi6;)]y.

Si L est résoluble a 'ordre K + 1 alors on peut trouver une base et un ordre sur cette base tels
que la représentation en produit fini soit globale [23, 24].
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Exemple 3.5 Considérons la série rationnelle (z2z7z3 — z1)* dont la représentation linéaire
est donnée par :

w0 we= (3 2). e (§ 1), =8 D). 2= (3)

On vérifie aisément que p([z2,71]) = 2u(z2), p([zs,z1]) = —2u(z3) et p([zs,z2]) = p(z).
L’algébre de Lie engendrée par les u(z;) est de dimension 3 et elle n’est pas résoluble. Puisque :
' &%) p(z5) = €791 (),
e%2du=n) p(z3) = p(z3) + gap(21) + GEu(z2),
e918du(z;) @928du(z;) ;u(:vs) — e2n ﬂ(xs) s 92#(-’51) o g;z e—20 H(xz),
alors on a :
urp(21) + uap(z2) + uap(T3) = Gup(z1) + g2 €900 pu(w2) + Gy €1°%0) €9290ut=2) p(5)
= [g1 + gagalu(z1) + [92 €77 +gag5 € |pu(z2) + g3 € p(a3).

Par conséquent, g1,g, et g3 satisfont le systéme différentiel triangulaire suivant [23, 24] :

gl 1 0 —3g2 e 29 Uy
g |1=10 e’ —g% e~291 Ug
g3 0 O e~ 29 u3

et on a :
al(z2z71z3 — 21)7) = (1 + g293) €79 .

En effectuant dans le précédent systéme différentiel le changement de variables suivant :

u; = vy,
Uy = '023—291,
uz = vz €%,

nous obtenons alors le systéme triangulaire (plus simple) suivant :

g1 1 0 —g2\ [wn
=101 -g V2
93 0 0 1 U3
La solution de g, s’obtient en résolvant I’équation de Riccati suivante (avec a = vy et b= —v3) :
f+aff+b=0.

On raméne cette équation non linéaire & une équation linéaire en remplagant f par f; + h, ou

f1 est une solution particuliére : )
H+ (Ifl2 +b=0.

Nous obtenons alors l’équation de Bernoulli suivante :
h+ 2afih + ah® = 0.
C’est une équation linéaire par rapport a 1/h :

il 2(1f1
2ty

+a=0.
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Puisque la série rationnelle S peut s’obtenir comme I'image de la série diagonale 3" ,cx- w @ w
(I’élément a gauche est dans ’algebre de Cauchy et celui & droite est dans 1’algébre de mélange)
par le morphisme y ® Id,, de la maniére suivante :

s=A[ 3wy =2[wo 1) X wow)]y

.alors la factorisation de cette série d'iagonale [15, 19, 21] nous permet de déduire celle de S :

> wlws= I1 €Xp oy (@1 ® R)),
weX"® les
lexicographique inverse décroissant
s=1 I exp,, [W(Q R,

les
lexicographique inverse décroissant

oi {Qi}ies forme une base de l'algebre de Lie libre Lie(X), appelée base de Sirsov et ses
éléments sont définis a I’aide de la factorisation standard des mots de SirSov comme suit [22] :

si be X alors @y =15

si st(b) = (m,l) alors Qy = [Qm, Q]
Ainsi, dans le cas nilpotent & l'ordre K + 1 (donc résoluble), S est une série rationnelle
échangeable en les R, (voir paragraphe 3.3). S serait un polynéme échangeable en les R, si
elle était un polynéme sur X (voir paragraphe 3.1). Par conséquent, dans le cas nilpotent et

avec les formes différentielles méromorphes, 1’évaluation de S conduit aux polynémes en les
fonctions de Nielsen et leurs exponentielles.

4 Application a I’étude d’une équation intégrale

Dans I’étude des arborescences hyperquaternaires de recherche, Ph. Flajolet [8], G. Labellé et
L. Laforest [16, 17] sont amenés a étudier ’équation intégrale suivante (d > 1) :

e =p+2'8(e; 11257,
avec dB(z,) = dz/(1 — 2) et dB(zo) = dz/z(1 — z). La solution est 1’évaluation de (2¢z,z3 1)* :
e = B[p; (2%z,1z¢71)").

Le calcul exact de la solution de I’équation intégrale précédente peut s’effectuer dans le cas ou
d = 1 puisque, d’apres le théoréme de convolution [12], nous obtenons :

1 :
e(z) = (1_2)2/ (1= s)2dp(s).

0

Pour d > 1, les méthodes d’itération de Picard consistent alors a approximer cette série par les
combinaisons linéaires de monoémes :z:lxg'l . xlzo . L’évaluation de chacun d’eux étant une

fonction de Dirichlet. Par exemple, pour p = 1 (voir [12, 13, 14)) :

1 o [—2/(1 - z)]k -1 & 1 1 (—2/(1 = z)]k
B5(z1zg ) = —Z——kd——,ﬂo(xlmg 2125 )—l;[l'*'?ﬁ' +(k_1)d] X :

k>1
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On peut aussi écrire 1’équation intégrale précédente sous la forme d’une équation de Volterra de
parametre A = 2¢ et a noyau séparé Ky(z,s) = Zj;é a;(2)b;(s), ou aj(z) = A/jllog’[z/(1 — z)]
et b;j(s) = (=1)17/[(d—1-7)(1—3s)] log?~'=7[s/(1 — s)] (voir le théoreme de convolution) :

e(z) = p(z) + /\'/()z Ky(z,s)e(s)ds.

Ainsi, e =p + Zj-;(l, ajej, ou ej(z) = [5 e(s)b;j(s)ds. En multipliant cette équation par b;, nous

avons bie = bip + Y921 ¢i je;, ou ¢i; = bia;. L’intégration de cette nouvelle équation intégrale

nous donne un systeme d’équations intégrales en les inconnues e; dont 1’existence et 1'unicité
de la solution conditionnent celle de I’équation intégrale initiale (¢ =0,...,d — 1) :

i(z) = [ plo)bs(s)ds + Z | esto)aus(s)ds.

Soient P et E; tels que v(P) = p/) et v(E;) = e;, pour ¢ =0,...,d—1. Introduisons également
les opérateurs d’intégration suivants (¢, =0,...,d—1):

Qij: fr— /f(S)qi,j(s)ds.

Notons que Q;;(z) = (=1)%"1~* (dfl) Qa-1,4-1 puisque g;; = (—1)*1~ (d:l)Qd—l,d-l-

Nous obtenons ainsi le systéme d’équations symboliques correspondant (¢ =0,...,d—1) :

el
CEi=PQio+ Y E;Qi;

7=0

que ’on peut résoudre par ’application successive du lemme de l’étoile conduisant aux fractions
continuées en variables non commutatives (7] :

d-2
Eqy = [PQd—l,O G E Ede—l,j] Qa-1,d-1
Jj=0

Eyz = [P(Qd-1,oQ§_1,d-1Qd—z,d—1 + Qa-2,0)
-3

+ > Ei(Qa-1,iQi-1,4-1Q@d-24-1 + Qd-z,j)] (Qd-1,d-2Q3_1,4-1Qd-24-1 — Qd-1,4-1)", - - --

J=0
Par conséquent, la résolution de ’équation intégrale issue des arborescences hyperquaternaires
de recherche, consiste aussi a calculer I’évaluation des E; par rapport aux formes différentielles :

_P Ny DT L g2 4z
et la solution est la somme suivante (3 rapprocher de [17]) :
=L 1 . 2
e(z) =p(z) + 2D =i log’(1 — z)'yg(Ej).

5=0J:

Notons que chaque série E; est de la forme PFj,j = 0,...,d — 1. Ainsi, 'évaluation de ces
séries peut étre effectuée en deux étapes. La premiere est I’évaluation des séries rationnelles F;
et la seconde consiste en une “convolution” avec p conduisant aux wj(z,t) de [17)].
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Exemple 4.1 Ici, nous ezaminons le cas d = 2 et nous avons :

oz} =pialF 4/02 /os e(r)ld—rr s(ldi s)’

Par conséquent, les équations symboliques correspondantes sont les suivantes :

{ Ey = —(P+ Eo)@Q11 + E1Qoa,

E,= (P+ Ey)Qio+ E1Q1,.

Appliquons le lemme de étoile & la seconde équation, on a Ey = (P + Ep)@1,0Q7,. Puis, en

subtituant Ey dans la premiére équation, on a Eo = P[(@1,0Q71Qo1 — @1,1)" — 1] et on déduit

Ei = P(Q10Q71Qo1—Q1,1)". Comme e(z) = 47(P) + 475 (Eo) +4log[z/(1 — 2)]¥5(£r), alors :
z b4 *® *®

1 — z)]7o[P(Q1,0Q1,1Q0,1 - Q1,1)7)-

Ainsi, la résolution de I’équation intégrale initiale consiste aussi @ calculer l’évaluation de la

série P(Q1,0Q; Qo1 — @1,1)", par rapport auz formes différentielles :

dz dz
2, d7(Qua) = 4log(7=) 7 $1(Qos) = 4log’(

e(2) = [1 + log(

z dz

)l—z'

1-2 1—-2

dy(P)=E, dv(Quo) =14

Cette évaluation peut étre obtenue en passant par I’évaluation de la série (Q1,0Q71Qo1 — @1,1)"
comme dans l’exemple 3.5 (c’est-a-dire I'intégration du systéme différentiel autonome associé)
et en effectuant une convolution avec le “second membre” p. -
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