
Integration symbolique des equations differentielles
lineaires a coefficients meromorphes

via les fonctions de Dirichlet

Hoang Ngoc Minh, Universite LiUe II, BP 629, 59024 Lille Cedex, France.

1 Les inotivations

La transformation d'evaluation a ete etudiee [10, 11, 12] et implementee en MACSYMA et en
AXIOM pour simuler Ie comportement d'entree/sortie des systemes dynamiques non lineaires
[11, 4]. Une application de ce precede est la resolution des equations differentielles lineaires a
coefficients rationnels, et plus generalement celle des systemes du premier ordre de la forme :

dq[z} = A{z}q{2-)dz,
q(zo) = 7,

y =^

ou A = (A, j)t, j=i.. n est une matrice carree d'ordre n de fonctions rationnelles de z. Le cas
regulier de Fuchs est celui ou A admet des singularites regulieres (y compris a 1'infini). Comme
il existe un algorithme (implemente en MAPLE par A. Barkatou [1]) permettant de ramener Ie
cas regulier de Fuchs au cas ou A admet des singularites simples, nous pouvons considerer Ie
cas des singularites simples (i. e. les poles sont finis et d'ordre 1).

Partant de la procedure de Picard qui consiste a transcrire ces equations differentielles en les
equations integrates suivantes :

q(z) = q(zo) + I A(s)q{s)ds,
'-%

et a calculer q comme la limite limjc-»oo qk de la suite recurrente {qk}k>o definie comme suit :

qo = q{zo} et 9^(2) = q(zo) + / A(5)gfc-i(s)^,
ZQ

la sortie y se met sous la forme y{z} = \U(zo; 2)7, ou la matrice U(zo; z) est donnee par la serie
de Dyson [6] :

^(2o;^)=E/ / ... / A(sk)... A(s,)ds,... dsk.
'ZQ ^20 ./20
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Comme a explique P. Cartier [2], Ie cas unipotent est celui ou cette serie de Dyson est finie et
dans ce cas, chaque coefficient de la matrice U(zo;z) est une somme finie d'integrales iterees
de Chen obtenues a partir des formes differentielles Aijdz, pour i et j = l.. n [5j.

Dans ce travail, pour trailer Ie cas non fini, nous ecrivons, comme dans [23, 24], Ie precedent
systeme sous la forme d un systeme bilineaire :

m

dq=^ Miq Uidz,
1=1

?(^o) = 7,
y = ^

ou les M, sent des matrices constantes lineairement independantes et A = S^i u,M,. D'apres
M. Fliess, sa serie generatrice R, est rationnelle et admet (A, , 2, 7) comme representation lineaire
(fj, etant Ie morphisme de monoi'de defini sur 1'alphabet X = {a:i,..., Xm} par /^(a',-) = M, ) et la
formule de Peano-Bakker donne la sortie y comme 1'evaluation du miroir de sa serie generatrice,
avec les formes differentielles doc(xi) = u^dz [9] :

R= S. A^(whu; et y= S ^(^hQ (u;).
w6X* wGX"

Lorsque la serie generatrice R est finie (voir cas unipotent), nous exprimons la sortie y comme
1'evaluation des elements d'une base de transcendance de I'algebre de melange des polynomes
sur X et a, 1'aide des fonctions de Dirichlet (voir Section 2).

En generalisant Ie precedent precede pour Ie cas non fini, il est utile de donner les conditions
necessaires (voire necessaires et suffisantes) pour pouvoir expliciter entierement y. Pour cela,
nous explicitons difFerentes descriptions syntaxiques de la serie generatrice, et puis nous uti-
lisons, en retour, la transformation d'evaluation comme un outil semantique poiir obtenir sa
sortie (exacte ou approchee). Mais cela necessite revaluation des series rationnelles avec les
formes differentielles meromorphes (voir Section 3). Ces outils sont appliques, ensuite, a 1'etude
d'une equation integrate issue des arborescences hyperquaternaires de recherche [8, 16, 17]pour
explorer sa nature syntaxique (voir Section 4).

\ I

2 Les fonctions de Dirichlet

Avec les formes differentielles rationnelles, les integrates iterees de faible degre peu vent etre
calculee a 1'aide des polylogarithmes [12, 18, 25]. Plus generalement, nous les exprimons a
1'aide des fonctions de Dirichlet associees d des suites de nombres complexes {gk}k>-i, d'ordre
n ^ 1 etde parametre ( ^ Z'_. Ces fonctions sont obtenues comme 1'evaluation des mots
x, xn^ [14]

, A+(

Din(G\t, z) = a(x^-1) = ^^^-^
k>l

avec les formes difFerentielles da(xo) = dz/z et da{xi) = G(z)dz/zl~\ ou G(z) est la serie
generatrice de la suite {gk}k>i telles que G(z)/z'l~t soit meromorphe dans un domaine obtenu
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en coupant Ie plan complexe depuis zero et depuis chaque singularite de G jusqu'a 1'iniini sans
croisement. Les proprietes combinatoires de ces fonctions sont etablies dans Ie cadre de I'algebre
de melange des series formelles en les indeterminees non commutatives et a 1'aide du calcul
symbolique [14]. La fonction Din(G!|0, 2-) est en fait la fonction generatrice polylogarithmique
T)\n(G\z) associee a {gk}k>i (f-g-P-, [13]). Certaines f. g. p. peuvent etre decomposees en poly-
logarithmes permettant de specifier la valeur des integrales iterees aux singularites de G a
I'aide des valeurs speciales des polylogarithmes Lin(z) '.

Exemple 2. 1 [13] Soit {vi}i^i une suite de nombres complexes deux d deux differents.

1. Si {fJL,}i^i est une autre suite de nombres complexes alors nous avons :

|VA;^1, ^=E^I ^=^ |Vn^l, D^(G'|^)=S:/., Lin(^)|;
«. / J L « / J

Par consequent (C, {n} et r](n] sont les fonctions zeta et eta de Riemann) :

(a) si g-ik =Q et g^k-i = 1 alors :

";(^"-1) = -^. (^-I) = ^A),
et nous avons, par exemple, a^{yx) = T2/8, a^(yx3) = 7T4/96, cc^{yx5) = 7r6/960,. ..

(b) si g-tk =0 et g-ik-i = (-1) alors (pour \2 = -1) :

ao(^-)=-.-(^-)=. c(!;ly^).
2. Si ̂ o,..., p.n-i sont n nombres complexes alors nous avons :

|vfc > i, ^ = E^'+E^I ^=^ lv" ^ l'Din(GI^) = s^Li"-.(2)+El/. Li"+. (z)|-
«=0 t' / "' J L «=o ie/

Dans ce cas, nous avons aussi :

n-1

^(xyn -1) = S ̂ -C(" - Q + E i/. C(n +?)-
t=0 i^.1

Si G(z) = z(l - z}~1 alors Din(G'|0,.z) comcide avec Ie polylogarithme, Din(G'|0, l) comcide
avec la fonction zeta de Riemann et Din(G\t, 1) avec celle d'Hurwitz :

Di^|0, z)=E^ Di. ((?|0, l)=I;^ et Di^CT, l)=S;^^.
k>l 

n- k>-i 
ni 

Jk>l

La construction de la fonction generatrice pour les fonctions de Dirichlet revient a calculer
1'evaluation de la serie rationnelle a;i(ca;o)*- Et en particulier, si G(z) = zc(l - z)~a alors [13] :

E c"Di»,, (G|l,, ) = a;[., (c,o)-] = r(a^'^l)-a)^SF, {^\ |.) .
n>0

Ce cas conduit aux sommations des polylogarithmes a 1'aide des fonctions hypergeometriques
et permet d'en deduire certaines sommations de series :
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Exemple 2. 2 [12, 13]

(1) ^(-l)"Li^^)=^log(^-)-l,
n^O Z i - Z

(2) E(-l)p-1 Li2p(. ) = E ̂ ,
z'

pii *ii 1 +

(3). E(-l)PL^i(^=ETTTi'
p>0 k>l

(4) ^(-l)nnLi^(^=l-^Li2^),
n>0 z

fc-1 /.2

(5) S(i4)"Li'(-i)=-ET/, 'T ds

n>l +sk'

On peut done extraire les sommations suivantes (Lin(l) = C(") et Lin(-l) = -r)(n)) :

(2/) E(-i)p-lc(2p)=Er^=^rT+j-i
^ . . ^ i + /c- e'" -

(4/) I;(-l)"nC("+l)=:l.
n>2

(l'/) ^(-l)n7?(n)=log2-l,
n>l

(2") D-DWrt-E^'^-^T-j-
p^I fefi i ~t~'(" e" - -i e-" -

(3//) Z(-W2P-l)=I;h^'
P>1 *>1*>1

7T2
(4") S;(-l)"^(n+l)=^-l,

n>2
k2 yi ds

(5") E(^i)^)=i£:T/;T +s fc'

De (5"), nous obtenons, par exemple :

(fc > 1).

2v/2f, , 2+^2,EfilV") = ", I;(j)'''>(")=ji °^+f'. £(|)"''(»)=^2[KJ±^|)+4""
n>l ^ n>l 0 ^ " n>l "± ^ L A -

/

^,

3 L'evaluation des series rationnelles

Nous aliens donner les situations qui permettent actuellement de calculer exactement. l evalua-
tion d'une serie rationnelle S en examinant sa representation lineaire (A, /z, 7), ou p, est un
morphisme de monoide de X" dans Mn,n(f) et A, 7 sont des matrices ligne et colonne de
-A/(i, n(<^') et A/(n, i((T) respect! vement. Sans perdre de generalite, nous supposons que cette
representation est minimale [3]. Nous utilisons egalement Ie morphisme de monoi'de p de X'
dans Mn, n(C{{X}}) defini par p(x) = fi(x)x pour tout x e X.
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3. 1 L'evaluation des series finies

Lorsqu'une serie S est un polynome, il suffit de rempla^er chaque mot w dans S par son
evaluation. Mais, d'apres les proprietes des integrates iterees [5] et d'apres Ie theoreme de
Radford [20, 21], on peut aussi ecrire chaque polynome dans la base de Sirsov. Puis avec Ie
theoreme de convolution [12], on accelere Ie calcul de 1'evaluation de chaque mot de Sirsov. On
accelere done celui des polynomes. D'apres les memes proprietes, on a aussi interet a ecrire
chaque polynome dans la base duale de la base PBW-Sirsov, {Rb}i, es-, puisque Ie calcul de
1'evaluation s'efFectue simplement (pour b= l\l... l^x, ou a;  , /,  <?et /i < ... < 4) :

Rb=
R\ W «1 R\

z'l'... ^!
^ et ^) . !aW£_MMl^).

Z-1'.... Zk'.

Au paragraphe 3. 4, on peut trouver un precede pour ecrire chaque polynome dans la base
duale de la base PBW-Sirsov et done avec les mots de Sirsov, rendant ainsi Ie theoreme de
Radford concretement effectif. Ainsi, avec les formes differentielles meromorphes, il est possible
d'exprimer une telle evaluation a 1'aide des fonctions de Nielsen (nous avons defini les fonctions
de Nielsen comme etant 1'evaluation des {Rb}bes [14]).

Exemple 3. 1 Soit X = {a;o»3;i} avec XQ < xi. Les mots de Sirsov de longueur au plus 5 sont
les 14 mots {xo, x^, x^, x^, x^ XiXoXiX^, x^, x^ a-i^o, x^xoXzXo, a-^o, ̂ o, X^XQ, x^}.
On verifie que Rx^x^ = xix1o^ Pour n, p ^ 0. Les autres Ri, s'expriment aussi en fonction des

mots de Sirsov. Par exemple R^x^x^ = X-^XQX^ + 2.c^a:^ R^^, ^ = x'{xox-iXo + 3x^, ...
Soient les formes differentielles da{xo) = dz/z et dcc(x-i) = dz/(l ~ z)- Nous obtenons les
fonctions de Dirichlet suivantes, pour tons n, p ^ 0 (voir [14]) :

^(^o-1) = E
S[k~p) zk

\tp (^-^)'^'

^(^o"-l^rl )=E^n-)i^-
fc>2 L^'

r^ s(l-2) izkas(^s-.,. s-l)=E[£, ^l]$,
fc>2L;=2 ' '. ' - 1^--

ou les S^ sont les nombres de Stirling de seconde espece et les H^ sont les nombres har-
moniques. Nous deduisons alors les fonctions de Nielsen suivantes :

°^. -)sg(J^, F,
zk

^(^^^)=E^2-)i^.XlXOXlX^ )=Z^Z?+2E
sik -2)

k>2
k3 'fe(^-l)^4'

^(R.
.^ 5,('-2) 1zfc . 

" ^ 5ifc-3) ^
. X^XoXlXQ

?-1^
'fe^^^y^ +%W^y. k3 ----
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3.2 L'evaluation des series mises sous la forme graduee

Puisque {xo, Xi}" = x'o(xix^)'' [22], la serie rationnelle S se met sons la/orme graduee suivante :

5=SM^)[^i^)]p7.
p>0

Si la matrice p{x^. x'o) est nilpotente a 1'ordre K + 1 {et inversement) alors :
K

5=SM^)[^i^)]p7.
p=0

Ainsi, en observant la nilpotence de la matrice p(a-i2;3), nous pouvons decider si la sirie ra-
tionnelle S peut se developper en combinaison lineaire d'un nombrefini de fractions rationnelles
non commutatives de la forme {coXo)'Xi, (ciXoY ... x^{cpXoY qui sont les codages symboliques
de fonctions du type hypergeometrique :

Exemple 3. 2 Si G^(z) = zcl(l - z)-al et G^z} = 2C2(1 - 2)-a2 a^^ nous pouvons considerer
les formes differentielles suivantes fti, t2 et <i + <2 ^ 2Z'-) .'

^(a;o)=^, ria(^)=Gi(z)-^, e< rfa^) = G'z^)^;.
Nous obtenons les evaluations suivantes :

a^x^XoY] = zc^ / ̂1-1(1 -zsra lds,

a^x^xoYx^xoY} = zc^ j f\s^)tl-l(l - zs^)-<tlsc^(l - zs^-a2ds, ds,.

Par consequent, nous pouvons decider si revaluation d'une serie rationnelle se decompose en
combinaison lineaire finie de fonctions du type hypergiomitrique.

Exemple 3. 3 Soit la representation lineaire de la serie rationnelle, Si, suivante :

A=(l 0), ^o)=(^ i), ^i)=(S ~o1)' ^==(l)-

Nous avons p(x^) = [^ x'ox^°) et la matrice p{x, x^ = (^ ~XQXO) est nilpotente a
I'ordre 2. Par consequent :

5'i = X'QXQX^ - X'oXiX'Q = x^^(xo - xi).

Pour les formes differentielles da(xo) = dz/z et da{x^) = dz/{l - z), nous avons :

<(5:)=±log(i;-1-^).
ZQ 1 - ZQ
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3. 3 L'evaluation des series echangeables

Sl S est echangeable alors elle peut se decomposer en elements simples, c'est-a-dire elle peut
s ecrire comme une somme finie de melanges de series rationnelles sur une seule lettre :

S = ^ \fi(xo)fi(x{)^ XQ iii x{
t-,^0

= S x^xo)[9ih +... + gNlN}lJ. {x{)-i Xy uu x{
2-,J>0

= ^pWg\ ^ hpW-r +... + >p(x^gN ^ INP(X^,

ou les vecteurs lignes lk et colonnes gk sont tels que la somme 51^1 + ... + $IN/N soit la matrice
d identite. Par exemple, on peut supposer que les composants sent nuls sauf celui a la fceme

place qui vaut 1. Ainsi, nous pouvons calculer entierement revaluation de la serie rationnelle
echangeable S comme polynome de logarithmes (primitives des entrees).

Exemple 3. 4 Soit la representation lineaire de la serie rationnelle, S-z, suivante :

A=(l 0), , (.o)=Q ;), , (., )=(; -/), , =(^.
Id, p(x-iX'Q>) n'est pas nilpotente. La methode du paragraphe 3. 3 n'est done plus applicable. Par
contre, la serie est echangeable et nous avons :

^=c <')(?'s:rs )(;)-(i °)(? -Tr)(?)
+<1 o^ T) (?)-(«>')(? -^r:)(?)
== XQ^V X^w XQ - XQ\U X^w X-i
= x^w x^ uj(a;o ~ 3;i)-

Pour les mimes formes differentielles que precedemment, nous obtenons :

.

^ /C. \ _ z l--z0i__^ Z 1-Z
<W == ±-log(^-r^-).

ZQ 1 - 2 ZQ 1 - Zo

3. 4 L'eveduation des series niises sous la forme factorisee

L'algebre de Lie, notee L, engendree par les matrices {^{x}}x^x est de dimension l, m <^l <:n2.
Alors il existe {M, },-=m+i.. < telles que {M, },=i.. ; forment une base de L et il existe aussi {gi}i=\.. i,
au voisinage de I'origine, telles qu'on ait la representation en produitfini de a(S) (voir [23, 24]).
En explicitant ce produit, 1'evaluation de S est alors un polynome en les gi et leur exponentielles.
Dans les cas ou on a une representation globale, il existe alors / series O-i,... , 0i sur X* telles
que S soit rationnelle echangeable sur Ie nouvel alphabet {^, }i=i. j (voir paragraphe 3. 3) :

a(S) =A[e5iMi... e9'M']7,
S = A[exp^(MA)... exp^(M^)h.

Si L est resoluble a 1'ordre K +1 alors on peut trouver une base et un ordre sur cette base tels
que la representation en produit fini soit globale [23, 24].
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Exemple 3. 5 Considerons la serie rationnelle (xyX^xs - x-i)* dont la representation lineaire
est donnee par :

A=(l 0), . (., )=(-o1 ;), ^)=(^ ;), ^, )=(; S), . =(;).
On verifie aisement que /z([a;2, a;i]) = 2^(3-2), A(([a"3, 2'i]) = -2^(2-3) et fi([x3, x^}) = fi{xi).
L'algebre de Lie engendree parles ̂ (a;i) est de dimension 3 et elle n'est pas resoluble. Puisque :

e51ad^i) ^(3-2) = e-2s1 ^(2-2),
e^2a^2) ̂ (xs) = /x(a;s) + 9^(xi) + g^(x^),

eslad"(Ii) eff2a^<a2) ,, (3:3) = e231 ,2(3-3) + ̂ 2^(a;i) + 5rJe-2ffl ,^(^2),

a/ors on a :

Ul^(Sl) + U2/^(a-2) + "3^(3-3) = ^^(a;i) +^effla^i) /x(a-2) +^e31ad^) e^2ad^) ̂ (.1:3)
= [gi + ^2]/^(a:i) + [^e-2sl +^22e-2sl]^(;l;2) + ^e231 ^(a-s).

Par consequent, gi, g2 st gs satisfont Ie systeme differentiel triangulaire suivant [23, 24] '.

^i\ ^1 0 -52 e-2^'
52 I = |0 e2^ -^2e-2^

. 93, 0 0 .-25i

et on a :

a[(a;2^3 - .ri)"] = (1+^s)e-31 .

En effectuant dans Ie precedent systeme differentiel Ie changement de variables suivant :

Ui = Vi,
U2=V2e-231,
U3=V3e231,

nous obtenons alors Ie systeme triangulaire (plus simple) suivant :

f9i\ P 0 -92\ (v^
52 I =1 0 1 -gl\\v^
^3, \0 0 1 / \V^

La solution de g-i s'obtient en resolvant I'equation de Riccati suivante (avec a = v^ etb=- -vs) :

/+a/2+ 6 = 0.

On ramene cette equation non lineaire a une equation lineaire en remplagant f par /i + h, ou
/i est une solution particuliere :

f, +af^+b=0.
Nous obtenons alors I'equation de Bemoulli suivante :

h+2af^h+ah2 = 0.

C'est une equation lineaire par rapport d 1/h :

^+2^^=°.
h
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Puisque la serie rationnelle S peut s'obtenir comme 1'image de la serie diagonale Eu'e^' w^iw
(1'element a gauche est dans 1'algebre de Cauchy et celui a droite est dans I'algebre de melange)
par Ie morphisme // 0 Id^, de la maniere suivante :

S=X\ Y, ^(w)w|7=A|(/^®Id^)( ̂  w®w)|7,
Lw X' J L vw X-

..alors la factorisation de cette serie diagonale [15, 19, 21] nous permet de deduire celle de S :

y^ w <s>w =
WG. X*

n
I S

lexicographique inverse dccroisi&nt

=A[ n

exP.®iu(<3/®JR')'

exp^[fi(Qi)R^,
tes

lexicogr&phique inverse d^croiss&nt

ou {Qi}ies forme une base de 1'algebre de Lie libre Lie(X), appelee base de Sirsov et ses
elements sont definis a 1'aide de la factorisation standard des mots de Sirsov comme suit [22] :

! SI 6   X alors Qb=b
si st{b)={m, I) alors Qb=[Qm, Qi\-

Ainsi, dans Ie cas nilpotent a 1'ordre K + 1 (done resoluble), S est une serie rationnelle
echangeable en les R[ (voir paragraphe 3. 3). S serait un polynome echangeable en les J?; si
elle etait un polynome sur X (voir paragraphe 3. 1). Par consequent, dans Ie cas nilpotent et
avec les formes difFerentielles meromorphes, 1'evaluation de S conduit aux polynomes en les
fonctions de Nielsen et leurs exponentielles.

4 Application a 1'etude d'une equation integrate

Dans 1'etude des arborescences hyperquaternaires de recherche, Ph. Flajolet [8], G. Labelle et
L. Laforest [16, 17] sont amenes a etudier 1'equation integrale suivante (rf ̂  1) :

e=p+2d/3(e;^-1),
avec dft(x-i) = dz/(l - z) et df3(xo) = dz/z(l - z). La solution est 1'evaluation de (2rfa;i.r^~l)<l :

e=/3[p;(2^^-ln.
Le calcul exact de la solution de 1'equation integrale precedente peut s'effectuer dans Ie cas ou
d = 1 puisque, d'apres Ie theoreme de convolution [12], nous obtenons :

ew=^r(l-s>2<ip(s)-
Pour d> 1, les methodes d'iteration de Picard consistent alors a approximer cette serie par les
combinaisons lineaires de monomes a'la;^"1 .. . x-ix^~1. L'evaluation de chacun d'eux etant une
fonction de Dirichlet. Par exemple, pour p = 1 (voir [12, 13, 14]) :

^^-I)=-E[^^, ^-'.^)=E^^.... ^]^(^)]t.
k>l A>2
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On peut aussi ecrire 1'equation integrale precedente sous la forme d'une equation de Volterra de
parametre A ==2d et a noyau separe Kci(z, s) = E^ °j(z)bj(s)^ ou aj(. z) = A/J' log [z/(1 - z)]
et bj(s) = {-l)d~l~j/[(d - 1 - j)!(l - s)] \ogd~l~j[s/(l - s)} (voir Ie theoreme de convolution) :

z(z)=p(z)+\JZ K, (2, s)e(s)ds.

Ainsi, e= p+ E^ ajeji ou ej{z) = Jo2 e(5)6j(5)c?5. En multipliant cette equation par &" nous

avons 6, e = 6,p + E^ 9t,jeji ou 9t, j = ^aj- L'integration de cette nouvelle equation integrale
nous donne un systeme d'equations integrates en les inconnues ei dont 1'existence et 1'unicite
de la solution conditionnent celle de 1'equation integrale initiale (i -=0,... , d - 1) :

f^ .... ^ ^
d(z) = /_ p(s)b, (s)ds + ^J /,  j(s)qi, j{s)ds.

0 J=b °

Soient P et E, tels que ̂ (P) = p/A et 7(£1. ) == e,, pour i = 0,... , c?- 1. Introduisous egalement
les operateurs d'integration suivants (i, j = 0,.. ., c? - 1) :

Qi. .. f ̂  / WqijWs.
Notons que Qi,i(z) = (-l)d-l-i(d71 )^d-i. d-i puisque 9,,, = (-l)d-l-t('f71 )^-i. d-i.

Nous obtenons ainsi Ie systeme d'equations symboliques correspondant (i = 0,..., d - 1) :

E, =PQifi+^E,Qi,,
j=0

que 1'on peut resoudre par 1'application successive du lemme de I'etoile conduisant aux fractions
continuees en variables non commutatives [7] :

E^ = IP^-I.O+E^-^-^-I^-M-I.
_j=o

Ed-2 = \P(Qd-l. oQ9d-l. d-lQd-2,d-l+Qd-2fl')

+ ̂  ̂ (Od-lj^-l. d-l^-2,d-l + <3d-2j)| (^-l, d-2(?;-l, d-l^-2,d-l - Qd-l, d-l)\....
J=0

Par consequent, la resolution de 1'equation integrate issue des arborescences hyperquaternaires
de recherche, consiste aussi a calculer 1'evaluation des £',- par rapport aux formes difFerentielles :

.

P_ ^n , _, (-l)'-l-t z 1^-1-.^ 2 , dz-W)=^, W..)=^f=T^^
et la solution est la somme suivante (a rapprocher de [17]) :

T-^T-.'

<.) = p(z) + Ag ̂ log^(-^ho2 (^).
J=o 3 i - z

Notons que chaque serie Ej est de la forme PFjJ = 0,... , <f - 1. Ainsi, 1'evaluation de ces
series peut etre efFectuee en deux etapes. La premiere est 1'evaluation des series rationnelles Fj
et la seconde consiste en une "convolution" avec p conduisant aux Wj(z, t) de [17].
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Exemple 4. 1 Id, nous examinons Ie cas d =2 et nous avons :
dr ds

.W=pW+4^^'. (r)^

{

rs(l-s)'

Par consequent, les equations symboliques correspondantes sont les suivantes :

EQ = -(P + £o)<3l, l + E, QQ,^
£1= (P+£0)^1. 0+£l(?l. l.

Appliquons Ie lemme de I'etoile d la seconde equation, on a Ei= (P+ Eo)Qi, oQ^^. Puis, en
subtituant E-i dans la premiere equation, on a EQ = P[{.Q\, oQ'[, \Qo, i - Q\, i)m - 1] et on deduit
Ei = P(Qi,o^, i<5o,i-^i,i)*. Commee(2) = 47o2 (P)+47o2 (^o)+4log[z/(l-2-)hoz(^i), alors :

e(z) = [1 + \og(^-W[P{Qi, oQ^Q^ - <5i, i)1.
Ainsi, la resolution de I'equation integrate initiale consiste aussi d calculer revaluation de la
serie P(Qi.oQ^Qo, i - Q-i,i)', par rapport aux formes differentielles :

^(P)=|, ̂ (Q^)=4^, ^(^. i)=4log(^)^, <i7(<3o, )=4log2(^)^.
Cette evaluation peut etre obtenue en passant par 1'evaluation de la serie (Qi,oQ^^Qo, T. - Qi.i}'
comme dans 1'exemple 3.5 (c'est-a-dire 1'integration du systeme differentiel autonome associe)
et en eflFectuant une convolution avec Ie "second membre" p.

References

[1] A. BARKATOU. - A rational version of Moser's algorithm, ISSAC'95, Montreal, Canada,
Juillet 1995.

[2] P. CARTIER. - Jacobiennes generalisees, monodromie unipotente et integrates it^rees, se-
minaire Bourbaki, 40eme annee, 1987-1988,  687, pp. 31-52.

[3] J. BERSTEL & C. REUTENAUER. - Rational series and their languages, Springer-Verlag,
1988.

[4] F. BOUSSEMART. - La simulation graphique interactive des systemes dynarmques non
lineaires : conception et realisation en Scratchpad, These, Universite Lille I, Lille 1992.

[5] K.T. CHEN.- Rerated path integrals. Bull. Amer. Math. Soc., vol 83, 1977, pp. 831-879.
[6] F.J. DYSON.- The radiation theories of Tomonaga, Schwinger and Feynman, Physical

Rev, vol 75, 1949, pp. 486-502.

[7] Ph. FLAJOLET.- Combinatorial Aspects of Continued Fractions, Discrete Mathematics,
32, pp 125-161, 1980.

[8] Ph. FLAJOLET.- Arbres de recherche, equations differentielles, fonctions hypergeomitri-
ques et dilogarithmes, "Fonctions speciales et Calcul Formel", Limoges, 1993.

269



[9] M. FLIESS. - Fonctionnelles causales non lineaires et indeterminees non commutatives,
Bull. Soc. Math. France,  109, 1981, pp. 3-40.

[10] HOANG NGOC MINH. - Evaluation Transform, dans Theoretical Computer Science, 79,
pp. 163-177, 1991.

[11] HOANG NGOC MINH & G. JACOB- Evaluation transform and its implementation in
MACSYMA, dans "New Trends in Systems Theory", Birkhauser, Boston, 1991.

[12] HOANG NGOC MINH. - Polylogarithms & Evaluation Transform, "IMACS Symposium",
Juin 1993.

[13] HOANG NGOC MINH.- Chained System Steering With Singular Inputs, "New Computer
Technologies in Control Systems , Pereslavl-Zalessky, Russie, Juillet 1994.

[14] HOANG NGOC MINH. - Fonction Generatrice Polylogarithmique d'Ordre n et de Para-
metre t, FPSAC'95, Marne-la-Vallee, Juin 1995.

[15] G. JACOB. - Nonholonomic Motion Planning in Nilpotent Case and Algebraic Equation
Systems^ dans Joumees non holonomes, (Risler & Bellaiche eds. ), Birkhauser, to appear.

[16] G. LABELLE & L. LAFOREST.- Etude de constantes universelles pour les arborescences
hyperquatemaires de recherche, FPSAC'93, Florence, Juin 1993.

[17] G. LABELLE & L. LAFOREST. - Variations combinatoires autour des arborescences hy-
perquatemaires, "Atelier de Combinatoire franco-quebecois", Bordeaux, 1991.

[18] L. LEWIN. - Polyhgarithms and associated functions. North Holland, New York and Ox-
ford, 1981.

[19] G. MELANCON & C. REUTENAUER. - Lyndon words, free algebras and shuffles, Cana-
dian Journal of Mathematics, 41, 1989, pp. 577-591.

[20] D. E. RADFORD. - A natural ring basis for shuffle algebra and an application to group
schemes, Journal of Algebra, 58, pp. 432-454, 1979.

[21] C. REUTENAUER. - Free Lie Algebras, London Math. Soc. Monog. 7 (new series), Claren-
don Press-Oxford Sciences Publications, 1993.

[22] G. VIENNOT.- Algebres de Lie libres et monoi'des libres^ Lect. Notes in Math., Springer-
Verlag, 691, 1978.

[23] J. WEI & E. NORMAN. - Lie algebraic solution of linear differentiel equations, J. Math.
Phys., 4, 1963, 575-581.

[24] J. WEI & E. NORMAN. - On global representation of the solution of linear differentiel
equations as product of exponentials, Proc. A. M. S., 15, 1964, pp. 327-334.

[25] Z. WOJTKOWIAK.- A note on functional equations of the p-adic polylogarithms. Bull.
Soc. Math. France,  119, 1991, pp. 343-370.

270


