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Abstract

Up to now, most of the work on maps has dealt with rooted maps, that is, maps with a
distinguished and directed edge. We get rid of this restriction in the case of planar maps ha-
ving two faces. Moreover we enumerate these maps according to their vertex and face degree
distributions. The following classes of non rooted 2-face maps are treated: (vertex) labelled or
unlabelled, embedded in the plane or on the sphere. The motivation for this research comes from
the classification of Bely1 functions.

Résumé

Jusqu’a présent, I’étude des cartes a porté essentiellement sur les cartes pointées, c’est-a-dire
ayant une aréte distinguée et orientée. Nous levons cette restriction dans le cas des cartes planaires
a deux faces. De plus, nous dénombrons ces cartes selon la distribution des degrés des sommets
et des faces. Les classes suivantes de cartes a deux faces non pointées sont considérées: étiquetées
(aux sommets) ou non, plongées dans le plan ou sur la sphére. La motivation de cette recherche

vient de la classification des fonctions de Belyi.

1 Introduction

Soit ¥ une surface connexe fermée et orientée dans IR®. Une carte peut étre topologiquement définie
comme étant une partition de X en trois classes finies:

1. Un ensemble S de points: les sommets;
2. Un ensemble A de courbes de Jordan dont les extrémités sont les sommets: les arétes;
3. Un ensemble F de domaines simplement connexes: les faces.
Le genre g d’une carte est le genre de X. 1l est donné par la formule d’Euler:
1] = A+ 7] = 2 — 2.

Une carte de genre 0 est généralement appelée carte planaire, correspondant au cas ou X est la
sphere orientée. Deux cartes planaires sont dites équivalentes 8’1l existe un homéomorphisme de la
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spheére préservant l’orientation et envoyant I'une sur ’autre. On s’intéresse aux classes d’équivalence
sous la relation d’homéomorphisme. Un automorphisme d’une carte planaire est un homéomorphisme
de la sphére envoyant cette carte sur elle-méme. On définit une carte plane comme étant une carte
planaire munie d’une face distinguée, la face extérieure ou infinte. Autrement dit, une carte plane
est une carte planaire munie d’un plongement spécifique dans le plan orienté (sphére épointée). Pour
éviter toute ambiguité, les cartes planaires seront dites sphériques.

Jusqu’a présent, la plupart des travaux ont porté sur les cartes pointées, c’est-a-dire les cartes mu-
nies d’une aréte distinguée et orientée. Comme les cartes non pointées admettent des automorphismes,
leur dénombrement est plus difficile. Voir Liskovets—Walsh [5] and Liskovets [6]-[7].

Dans ce travail, nous dénombrons les cartes planes et sphériques & deux faces, étiquetées aux
sommets ou non, selon la distribution des degrés des sommets et des faces. Ce probléme est motivé
par la classification des fonctions de Belyi. Voir Shabat-Zvonkin [10] et Magot—Zvonkin [8]. La
stratégie que nous utilisons pour dénombrer les cartes planes a4 deux faces consiste a exprimer cette
espece en termes d’especes plus simples, munies de pondérations permettant d’encapsuler I'information
sur les distributions des degrés des sommets et des faces.

Les cartes sphériques a deux faces sont alors considérées comme des classes d’équivalence de cartes
planes & deux faces; deux cartes planes étant équivalentes si on peut passer de 'une & 'autre par
une symétrie antipodale. L’étape cruciale ici est le dénombrement des cartes planes admettant cette
symétrie antipodale.

2 Cartes planes

La théorie des especes constitue un des outils que nous utiliserons dans ce travail. Le lecteur désireux
d’en savoir plus sur le sujet peut se réferer & Bergeron—Labelle-Leroux [1]. Voici quelques exemples
d’especes qui nous seront utiles pour ’analyse des cartes planes a deux faces.

L’espéce C' des eycles orientés, dont la série génératrice exponentielle (énumération étiquetée) est

donnée par
P z" 1
C(x) = E (n—l)!mzlog<1_x). (1)

n>1 ’

La série génératrice des types d’isomorphie (énumération non étiquetée) de I’espece C' est donnée par

De plus, C' = Zj21 C;, ot C; dénote 'espece des cycles orientés de longueur j. Il est bien connu que
le polynome indicateur de Polya de C; est donné par

1 .
Zo, (1, w9, .. ) = 5 S o)l
dlj

et qu’ainsi, la série génératrice de cycles de ’espece C' est donnée par

Ze(xy, xa, .. ) :ni:l‘/’i;”) log(l_lxm). 2)




L’espece L des listes, ou ordres totaur dont les séries correspondantes sont données par

z" 1 ~ 1 1
L(l‘):Zn!E: , L(z) = 1 et 71 =

1—=x —x 1—2
n>0

L’espece X des singletons, ou ensembles a un élément pour laquelle
X(z) =, )?(x) =z Zx =x.

L’espece Ap des arborescences ordonnées, qui sont définies comme étant des arborescences ou la
fibre de chaque sommet (I’ensemble des fils) est enrichie d’un ordre total (structure de liste). On a

Ap = XL(AL).

Il s’ensuit que

1—+V1—4zx

— s

Proposition 1 L’espéce des cartes planes a deux faces, dénotée par M, satisfait l'identité combina-
toire

AL(l‘) =

M = C(XL*(AL)). (3)

Preuve: On considére la face externe comme étant la premiere face et la face interne comme étant la
seconde face. Une carte plane est donc un cycle orienté de structures, chacune d’elles étant constituée
d’un singleton (une X-structure) auquel est attachée une paire ordonnée (une pour chaque face) de
listes d’arborescences ordonnées (une L?(Ar)-structure), i.e, M = C(XL?(AL)). a

Notons que 'espéce X L?(Ar) est asymétrique, (le groupe d’automorphismes de chaque X L*(Af)-
structure est trivial). Ceci équivaut & dire que

(XL*(AL))™ () = (XL*(AL))(x)-

De plus, sachant que Az = XL(AL), on trouve

(XL*(AL))() =



2.1 Dénombrement de cartes planes a deux faces.

Soit M[n] I’ensemble des cartes planes étiquetées & deux faces. Etant donné que la série génératrice
des structures étiquetées est exponentielle, on a

ol [#"]M (x) dénote le coefficient de #" dans M(x). A partir de lidentité (3), et en utilisant les
équations (1) et (4), on obtient

M(z) = Z M

vzl 7
Par inversion de Lagrange, on trouve
ATy =3 mL—'y <2m7; 27) o

m>y
En combinant les deux derniéres expressions, on obtient

. | - 2n

il = -1 3 ().

et le résultat suivant s’ensuit:

Proposition 2 le nombre |M[n]| de cartes planes étiquetées a deux faces sur ’ensemble de sommets

[n] est donné par
= S (- (3)). )
O

Pour obtenir la série génératrice des types d’isomorphie dans le cas d’espéces composées, on utilise
la formule de substitution bien connue suivante (voir Bergeron-Labelle-Leroux [1] et Robinson [9]):

Théoréme 3 Soient Fy, et Gy deux espéces pondérées. La série génératrice des Py, o G, -structures
non étiquetées est donnée par

(FuoGy)(x) = Zp,(Gy(x),Goa(22),Gys(2%) .. )
Gom (™) (6)

O

|M,| = ["]M(
= 7

car 'espéce X L?(AL) est asymétrique. En utilisant (2), et I'inversion de Lagrange, on obtient



Proposition 4 Le nombre |M,,| de cartes planes non étiquetées ¢ deux faces sur n sommets est donné

- =g, St (2= (%)) @

O

2.2 Dénombrement de cartes planes a deux faces selon la distribution des
degrés des sommets.

Soit 71,73, 73, ... une suite infinie de variables formelles et m une carte plane & deux faces. On définit
la fonction de poids w;, sur I'espece M:

ws M — Clry,79,73,..] : erf1r32rg3~~, (8)

ou dy est le nombre de sommets de m de degré k. La carte de ’exemple courant admet le poids

r24rirSrirs. La distribution des degrés des sommets d'une carte est caractérisée par un vecteur

d=(dy,da,ds,...). On pose
d = " di et [|d]| = kdy;
k k

ainsi, |d| et ||d]| représentent respectivement le nombre de sommets et le degré total d’une carte. On
a alors le lemme d’existence suivant:

Lemme 5 Soit d = (dy,ds,ds,...) # 0. Il existe une carte plane a deuz faces ayant d pour vecteur
de distribution des degrés des sommets si et seulement si

|Id[| = 2|d]. (9)
O

Considérons maintenant le couple (j, h) de vecteurs:

J="(j1,72,03,-..) et h=_(hi, ho, hs,..),

ou j correspond a la distribution des degrés des sommets se trouvant sur le cycle et h correspond a la
distribution des degrés des sommets se trouvant de part et d’autre du cycle. On a alors

Lemme 6 Supposons que d = (di,da,ds,...) # 0 satisfasse ||d|| = 2|d| et soit (j,h) un couple de
vecteurs tels que j + h = d. Il existe une carte plane a deux faces ayant les distributions des degrés
des sommets correspondantes si et seulement si

L j#0
2. 41 =0; (10)
3. |l =2ljl = h=0.

O



La prochaine étape consiste & déterminer ’espéce pondérée M, correspondant & la fonction de
poids w,, donnée en (8). En fait, M,,, peut étre exprimée comme la composition d’espéces pondérées

sulvante:
My, = C( Z er+k+2A:‘T}+k)’ (11)
m,k>0

ol X,, dénote I'espéce des singletons de poids r; et A, est une version pondérée de l'espéce des
arborescences ordonnées définie par

Ay = XLy (A

ol
Ly =1 +Xo, + X2 + X2+

est ’espéce des listes pondérées par ;11 pour une liste de longueur .

Soit My I’ensemble des cartes planes & deux faces étiquetées sur ’ensemble [|d|] et ayant d pour
vecteur de distribution des degrés des sommets. On a

| My| = |d]'[r 2! My, (2),

ourd= rflrgQ rg3 ---. En développant, on trouve

Proposition 7 Le nombre |My| de cartes planes a deux faces étiquetées sur [|d]] et ayant d comme
vecteur de distribution des degrés des sommets est donné par

0, si ||d]| # 2[d],
0= 3 01 U (1Y g .
|d|'Z HI <j)<h)2]33]4~~~autrement,
la somme étant prise sur tous les couples (§,h) tels que j+h=4d,j#0 et j; =0. |

Soit Md I’ensemble des cartes planes non étiquetées & deux faces sur |d| sommets et ayant d comme
distribution des degrés des sommets. On a

|My| = [r*@ )My, (2)
Il est clair que

) 0, si|d]] # 2[d],
| Ma] = { 1. si |d| = do.

Pour le cas restant, on utilise le Théoreme 3 sur les especes composées, et on obtient

Proposition 8 Si ||d|| = 2|d| et |d| # da, alors le nombre |Md| de cartes planes a deux faces non
étiquetées ayant d comme vecteur de distribution des degrés des sommets est donné par

SmUsl = 20D (1 (141 grogingse
=3 e () () e "

la somme étant prise sur tous les m € Div(d), l’ensemble des diviseurs communs auzx composantes de
d et tous les couples (j, h) tels que j+h=d/m,j#0 et j, =0. O




2.3 Dénombrement des cartes planes a deux faces selon les distributions
conjointes des degrés des sommets et des faces.

Soit
s = (81,82,83,...), t= (tl,tz,tg,...) et u= (Ul,UQ,Ug,...)

trois suites infinies de variables formelles et m une carte plane & deux faces. On considere la fonction
de poids w;,; suivante: '
wsr M — Cls,t, u] cm o St (14)

ol

s = st sh2sh th = tlfltSthe’ et uf = u’flu§2u§3 e
décrivent respectivement les distributions des degrés des sommets se trouvant sur, a lextérieur et d
Iintérieur du cycle. Par exemple la carte de I'exemple courant a le poids s5s2t3%3¢5t5utu3. Soit « le
degré de la face externe et 3, le degré de la face interne. La donnée du triplet (j, h, k) est suffisante
pour connaitre les distributions des degrés des sommets et des faces puisque

d=j+h+k a=2lhl+]j|, and § = 20k| + |j].

Pour un vecteur h, on définit
def
ves(h) 2 2[h| - ||

Le terme res(h) est appelé degré résiduel de h. Tl correspond au nombre d’arborescences ordonnées
externes. Il en va de méme pour le vecteur k.

Lemme 9 Soit d = (dy,da,...) #0, a > 0,8 > 0,4, h et k. Il existe une carte plane a deur face
ayant d et (a, 3) comme distributions conjointes des degrés des sommets et des faces si et seulement
st

L (a+p)/2 =|d|

2. 2Jd| = ||d]
Dans ces conditions, il existe une carte dont les distributions des degrés des sommets se trouvant sur,
a Uextérieur et a Uintérieur du cycle sont respectivement donnés par j, h et k si et seulement si

3. j+h+k=d

4. 20|+ 1j] = et 20k]+ 1] = A

5.j1=0et j#0

6. h£0=res(h) > let k#0=res(k) > 1

O

Proposition 10 Soit d, a > 0 et B > 0 satisfaisant les conditions 1 et 2 du lemme précédent.
Le nombre [My (a,p)| de cartes planes a deux faces étiquetées ayant d et (o, ) comme distributions
conjointes des degrés des sommets et des faces est donné par

D(h)P(k)O(5, R j h k
|Ma(ap)| = |d|!Z M <|j'|)<|h|)<|k|) ’ (15)
. lJl J

Jihk
la somme étant prise sur tous les j, h et k satisfaisant les conditions 3, 4 et 5 du lemme précédent, et

O, h) = [W(142) (L + 24+ 221 (1 + 2+ 224 255



res(h)/|h|, sires(h) > 1,
®(h)=< 1,sih=0,

0, autrement.

Dans le cas non étiqueté, on a le résultat suivant.

Proposition 11 Soit d, o > 0 et f > 0 satisfaisant les conditions 1 et 2 du lemme précédent.
Le nombre |Mgy (o p)| de cartes a deur faces non étiquetées ayant d et (a, ) comme distributions
conjointes des degrés des sommets et des faces est donné par

Ty =Y LU0 ) (';ﬁi')(',’zi')('ﬁii')’ (16)

g ok il

otj =j/m b =h/metk' =k/m, la somme étant prise sur tous les j, h, k satisfaisant les conditions
3,4,5 du lemme précédent, et tous les m € Div(j, h, k). O

3 Cartes sphériques.

Considérons les deux cartes suivantes.

Plongées dans le plan, ces deux cartes sont distinctes. Toutefois, lorsque considérées plongées sur
la spheére orientée, les deux structures représentent la méme carte. Observons que cette transformation
consiste essentiellement en une réflexion de la structure par rapport a un axe, suivie d’une réflexion
interne—externe par rapport au cycle. Puisque les cartes planes sont considérées a rotation pres,
n’importe quel axe de réflexion fera l’affaire. Cette transformation est clairement involutive, on
lappellera alors ['involution antipodale et sera dénotée par 7.

On considére le groupe 8 = {Id, 7}, ol Id est la transformation identité, et 72 = Id. Ce groupe
agit sur I’ensemble des cartes planes a deux faces. De ce point de vue, pour chaque ensemble fini U,
I’ensemble des cartes sphériques a deux faces sur U peut étre considéré comme étant ’ensemble des
orbites de I'action du groupe S sur 'ensemble M[U]. L’espéce des cartes sphériques & deux faces,
qu’on notera par M, est [’espéece quotient de M par le groupe 83, ce qu’on exprime par

M=M/S,. (17)



La solution du probléme du dénombrement de divers types de cartes sphériques: étiquetées ou non, se-
lon divers parametres de distribution des degrés, est alors donnée par la formule de Cauchy-Frobenius,
(alias Lemme de Burnside): Etant donné un groupe fini G agissant sur un ensemble pondéré (Y, w),
le poids total des orbites de cette action est donné par

1 .
Y/Glu = 157 3 sy .. (18)
geG

3.1 Dénombrement des cartes sphériques étiquetées a deux faces, selon la
distribution des degrés des sommets et des faces.

Le dénombrement des cartes sphériques étiquetées a deux faces selon divers parameétres de distribution
des degrés est aisé. Il suffit de remarquer que

e Les deux seules cartes planes étiquetées a deux faces laissées fixes sous ’action de 7 sont 'unicycle
(1) et le 2-cycle (12).

e L’involution antipodale 7 préserve la distribution des degrés des sommets.

e L’involution antipodale 7 interchange les degrés des faces.

En appliquant le lemme de Burnside & I’ensemble M[n] des cartes planes étiquetées & deux faces
sur I’ensemble de sommets [n], on a

|/\/l[n]| = <|FiXM[n] Id| + |FiXM[n] T|) .

N | —

Comme les seules cartes planes a deux faces étiquetées laissées fixes sous 'action de 7 sont 'unicycle
(1) et le 2-cycle (12), alors

Proposition 12 Le nombre |M[n]| de cartes sphériques étiquetées a deux faces sur Uensemble [n] est
donné par |IM[1]| =1, |IM[2]| = 3, et pour n > 3,

Ml = S (- (21). (19)

O

Le raisonnement est le méme en ce qui concerne les cartes étiquetées selon la distribution des
degrés des sommets et des faces. Pour la distribution des degrés des faces dans le cas sphérique, on
utilise la notation {a, 3} plutot que (v, §) car aucune face n’a précéance su l'autre. On obtient alors

Proposition 13 Le nombre |My| de cartes sphériques étiquetées a deuxr faces sur ’ensemble [|d|]
ayant d comme dstribution des degrés des sommets est donné par

|Md|:{ 1, sid=(0,1) ou (0,2), (20)

$|My|, autrement.

O



Proposition 14 Le nombre |[Mg (. y| de cartes sphériques étiquetées a deux faces sur l'ensemble
[|d|] dont les distributions conjointes des degrés des sommets el des faces sont données par d et {«, 3}
est donné par
|Md,(oc,ﬁ)|a Sia#ﬁa
|Ma a1 = 1, sia=F=1ou?2, (21)
%|Md7(a7a)|, autrement.
O

3.2 Dénombrement des cartes sphériques non étiquetées a deux faces, se-
lon la distribution des degrés des sommets et des faces.

Soit Mn I’ensemble des cartes sphériques non étiquetées a deux faces sur n sommets. Si on applique
le lemme de Burnside, on obtient

~ L/ :
|My| = 3 (|F1Xf\71n Id| + |F1Xf\71n T|) )

Le seul terme restant & déterminer est le nombre |Fixﬁ 7| de cartes planes non étiquetées a deux
faces laissées fixes par 7, c’est-a-dire admettant une symétrie antipodale. Ce nombre peut étre obtenu

par une approche algébrique utilisant la Z-série d’une espéce auxiliaire & deux sortes H(X,Y). On

trouve ) L1
. + 2z

Fix Tlet == 14+ —— | . 22

S IFisae, 7la” = 5 -1+ o2 ) (22)

n>1
Observant que
1 1422
+ 2 — - {_ -t/
LT(XL(AL (X)) (z) = 7 ( 14 = 49:2) , (23)

une autre méthode de démonstration consiste a établir bijectivement une équipotence
[Fixg 7= [LT(XL(AL(X*)))7 ]

entre ensemble Fix . et I'ensemble des LT(XL(AL(X?)))-structures non étiquetées sur n sommets.

n

Le lecteur intéressé trouvera une démonstration dans Bousquet—Labelle-Leroux [2]. En appliquant
les équations (22) et (23), on trouve alors

Proposition 15 Le nombre |M,| de cartes sphériques non étiquetées sur n sommets est donné par

. 1 — % (nn__l)l/Q) , sl n est impair,
M| = §|Mn| + [ n (24)
I nj2) autrement.
O

Soit Md I’ensemble des cartes sphériques non étiquetées a deux faces admettant d comme distribution
des degrés des sommets. On a

IMy| = (|Fixﬁd 1d| + [Fixg; r|) ,

N | —

10



Le seul terme restant a déterminer est |Fixﬂ71 7|, ¢’est-a-dire le nombre de cartes planes non étiquetées
d

a deux faces ayant d comme distribution des degrés des sommets et admettant une symétrie antipodale.
On a le lemme d’existence suivant:

Lemme 16 [l existe une carte plane a deux faces ayant d comme distribution des degrés des sommets
et admettant une symétrie antipodale, si et seulement si

1. ||d|| = 2|d|;
2. Le vecteur d admet au plus deuz composantes impaires;
3. Les composantes impaires, s’il y en a, sont d’indice pair.

O

Proposition 17 Si d admet eractement une composante impaire et |d| # da, alors |Fixj\7[d 7|, le

nombre de cartes planes non étiquetées a deux faces ayant d comme distribution des degrés des sommets
et admettant une symétrie antipodale est donné par

, _ N =204+ €= T (51 (1R gjaada
|F1X[ijd T|_]Zh: ] i )2 (25)

la somme étant prise sur tous les couples (j, h) tels que j+h =d', h #0 et j; =0, ot d est donné
par

di ds dag — 1

7’ 7’ ey 2 P .).

Si d admet exactement deuxr composantes impaires d’indice 2k et 20, avec k < I, alors le nombre
de cartes planes non étiquetées a deux faces ayant d comme distribution des degrés des sommets et
admettant une symétrie antipodale est donné par

. o =201+ R+ =2 (151N (1R s ais
|F1Xﬁdr|—jzh: ] f h 27030 (26)

la somme étant prise sur tous les couples (j,h) tels que j+h =d', h #0, j1 =0, ot d’ est donné par

d =

dy ds dop — 1 doy — 1

d=(=,—=,...
(2a2a ’ 9 ’ ’ 9 ’ )

St d n"admet aucune composante impaire, alors le nombre de cartes planes non étiquetées a deux faces
ayant d comme distribution des degrés des sommets et admettant une symétrie antipodale est donné

par
. 1711 = 2131+ & =2 (151N (1R ojs s
|F1XJvaIdT Z 20| i b 273374 ...
) 27
Z||a||—2|a| Y (181 gigis .. 0
20| i)\ h ’

la somme étant prise sur tous les indices pairs k, correspondant aux composantes non nulles de d et
tous les couples (j, h) tels que j+h =d', h #0 et j1 =0, pour le premier terme, et tous les couples

11



(4, h) tels que j+h=d", h £ 0 et j1 =0, pour le second terme, d' et d'’ étant respectivement donnés
par

1 1 1
&' = (=dy, ~ds, ..., ~(dp —2), ...
(2 1,2 2 a2(k )a )
et 1 1
v+ L
d’' = (2d1, 2d2,...).
O

Proposition 18 Le nombre |/,\;le7{0(7@}| de cartes sphériques non étiquetées a deux faces ayant les
distributions conjointes des degrés des sommels el des faces données par d el {«, B} est donné par

|Md,(oc,ﬁ)|’ lfaiﬁa

A . . 28
M (a5 {%IMd,(a,a)lJr%IFlXﬁdﬂ if =3, (28)

ot |Fixj\7[d 7| peut étre nul ou donné par la proposition 17, selon la distribution des composantes paires
et impaires de d. a
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