
D�enombrement de cartes planaires �a deux faces

1

Michel Bousquet, Gilbert Labelle, Pierre Leroux

Lacim, D�epartement de Math�ematiques,

Universit�e du Qu�ebec �a Montr�eal.

April 7, 1998

Abstract

Up to now, most of the work on maps has dealt with rooted maps, that is, maps with a

distinguished and directed edge. We get rid of this restriction in the case of planar maps ha-

ving two faces. Moreover we enumerate these maps according to their vertex and face degree

distributions. The following classes of non rooted 2-face maps are treated: (vertex) labelled or

unlabelled, embedded in the plane or on the sphere. The motivation for this research comes from

the classi�cation of Belyi functions.

R�esum�e

Jusqu'�a pr�esent, l'�etude des cartes a port�e essentiellement sur les cartes point�ees, c'est-�a-dire

ayant une arête distingu�ee et orient�ee. Nous levons cette restriction dans le cas des cartes planaires

�a deux faces. De plus, nous d�enombrons ces cartes selon la distribution des degr�es des sommets

et des faces. Les classes suivantes de cartes �a deux faces non point�ees sont consid�er�ees: �etiquet�ees

(aux sommets) ou non, plong�ees dans le plan ou sur la sph�ere. La motivation de cette recherche

vient de la classi�cation des fonctions de Belyi.

1 Introduction

Soit � une surface connexe ferm�ee et orient�ee dans IR

3

. Une carte peut être topologiquement d�e�nie

comme �etant une partition de � en trois classes �nies:

1. Un ensemble S de points: les sommets;

2. Un ensemble A de courbes de Jordan dont les extr�emit�es sont les sommets: les arêtes;

3. Un ensemble F de domaines simplement connexes: les faces.

Le genre g d'une carte est le genre de �. Il est donn�e par la formule d'Euler:

jSj � jAj+ jFj = 2� 2g:

Une carte de genre 0 est g�en�eralement appel�ee carte planaire, correspondant au cas o�u � est la

sph�ere orient�ee. Deux cartes planaires sont dites �equivalentes s'il existe un hom�eomorphisme de la
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sph�ere pr�eservant l'orientation et envoyant l'une sur l'autre. On s'int�eresse aux classes d'�equivalence

sous la relation d'hom�eomorphisme. Un automorphisme d'une carte planaire est un hom�eomorphisme

de la sph�ere envoyant cette carte sur elle-même. On d�e�nit une carte plane comme �etant une carte

planaire munie d'une face distingu�ee, la face ext�erieure ou in�nie. Autrement dit, une carte plane

est une carte planaire munie d'un plongement sp�eci�que dans le plan orient�e (sph�ere �epoint�ee). Pour

�eviter toute ambiguit�e, les cartes planaires seront dites sph�eriques.

Jusqu'�a pr�esent, la plupart des travaux ont port�e sur les cartes point�ees, c'est-�a-dire les cartes mu-

nies d'une arête distingu�ee et orient�ee. Comme les cartes non point�ees admettent des automorphismes,

leur d�enombrement est plus di�cile. Voir Liskovets{Walsh [5] and Liskovets [6]{[7].

Dans ce travail, nous d�enombrons les cartes planes et sph�eriques �a deux faces, �etiquet�ees aux

sommets ou non, selon la distribution des degr�es des sommets et des faces. Ce probl�eme est motiv�e

par la classi�cation des fonctions de Belyi. Voir Shabat{Zvonkin [10] et Magot{Zvonkin [8]. La

strat�egie que nous utilisons pour d�enombrer les cartes planes �a deux faces consiste �a exprimer cette

esp�ece en termes d'esp�eces plus simples, munies de pond�erations permettant d'encapsuler l'information

sur les distributions des degr�es des sommets et des faces.

Les cartes sph�eriques �a deux faces sont alors consid�er�ees comme des classes d'�equivalence de cartes

planes �a deux faces; deux cartes planes �etant �equivalentes si on peut passer de l'une �a l'autre par

une sym�etrie antipodale. L'�etape cruciale ici est le d�enombrement des cartes planes admettant cette

sym�etrie antipodale.

2 Cartes planes

La th�eorie des esp�eces constitue un des outils que nous utiliserons dans ce travail. Le lecteur d�esireux

d'en savoir plus sur le sujet peut se r�eferer �a Bergeron{Labelle{Leroux [1]. Voici quelques exemples

d'esp�eces qui nous seront utiles pour l'analyse des cartes planes �a deux faces.

L'esp�ece C des cycles orient�es, dont la s�erie g�en�eratrice exponentielle (�enum�eration �etiquet�ee) est

donn�ee par

C(x) =

X

n�1

(n � 1)!

x

n

n!

= log

�

1

1� x

�

: (1)

La s�erie g�en�eratrice des types d'isomorphie (�enum�eration non �etiquet�ee) de l'esp�ece C est donn�ee par

e

C(x) =

x

1� x

:

De plus, C =

P

j�1

C

j

, o�u C

j

d�enote l'esp�ece des cycles orient�es de longueur j. Il est bien connu que

le polynôme indicateur de P�olya de C

j

est donn�e par

Z

C

j

(x

1

; x

2

; : : :) =

1

j

X

djj

�(d)x

j=d

d

;

et qu'ainsi, la s�erie g�en�eratrice de cycles de l'esp�ece C est donn�ee par

Z

C

(x

1

; x

2

; : : :) =

1

X

m=1

�(m)

m

log

�

1

1� x

m

�

: (2)
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L'esp�ece L des listes, ou ordres totaux dont les s�eries correspondantes sont donn�ees par

L(x) =

X

n�0

n!

x

n

n!

=

1

1� x

;

e

L(x) =

1

1� x

et Z

L

=

1

1� x

1

L'esp�ece X des singletons, ou ensembles �a un �el�ement pour laquelle

X(x) = x;

e

X(x) = x Z

X

= x

1

:

L'esp�ece A

L

des arborescences ordonn�ees, qui sont d�e�nies comme �etant des arborescences o�u la

�bre de chaque sommet (l'ensemble des �ls) est enrichie d'un ordre total (structure de liste). On a

A

L

= XL(A

L

):

Il s'ensuit que

A

L

(x) =

1�

p

1� 4x

2

:

Proposition 1 L'esp�ece des cartes planes �a deux faces, d�enot�ee par M , satisfait l'identit�e combina-

toire

M = C(XL

2

(A

L

)): (3)

Preuve: On consid�ere la face externe comme �etant la premi�ere face et la face interne comme �etant la

seconde face. Une carte plane est donc un cycle orient�e de structures, chacune d'elles �etant constitu�ee

d'un singleton (une X-structure) auquel est attach�ee une paire ordonn�ee (une pour chaque face) de

listes d'arborescences ordonn�ees (une L

2

(A

L

)-structure), i.e, M = C(XL

2

(A

L

)). 2

3
4

7
8

1

2

13 12
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11

3420
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32 31

9

33 30

29

28

27
26

25
24

18
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17

22
16

39

21

38 36

14

37

15

56

Notons que l'esp�ece XL

2

(A

L

) est asym�etrique, (le groupe d'automorphismes de chaque XL

2

(A

L

)-

structure est trivial). Ceci �equivaut �a dire que

�

XL

2

(A

L

)

�

�

(x) = (XL

2

(A

L

))(x):

De plus, sachant que A

L

= XL(A

L

), on trouve

(XL

2

(A

L

))(x) =

A

2

L

(x)

x

: (4)
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2.1 D�enombrement de cartes planes �a deux faces.

Soit M [n] l'ensemble des cartes planes �etiquet�ees �a deux faces.

�

Etant donn�e que la s�erie g�en�eratrice

des structures �etiquet�ees est exponentielle, on a

jM [n]j= n![x

n

]M (x);

o�u [x

n

]M (x) d�enote le coe�cient de x

n

dans M (x).

�

A partir de l'identit�e (3), et en utilisant les

�equations (1) et (4), on obtient

M (x) =

X


�1

A

2


L

(x)


x




:

Par inversion de Lagrange, on trouve

A

2


L

(x) =

X

m>





m � 


�

2m � 2


m

�

x

m

:

En combinant les deux derni�eres expressions, on obtient

jM [n]j= (n� 1)!

n

X


=1

�

2n

n+ 


�

;

et le r�esultat suivant s'ensuit:

Proposition 2 le nombre jM [n]j de cartes planes �etiquet�ees �a deux faces sur l'ensemble de sommets

[n] est donn�e par

jM [n]j=

(n� 1)!

2

�

2

2n

�

�

2n

n

��

: (5)

2

Pour obtenir la s�erie g�en�eratrice des types d'isomorphie dans le cas d'esp�eces compos�ees, on utilise

la formule de substitution bien connue suivante (voir Bergeron{Labelle{Leroux [1] et Robinson [9]):

Th�eor�eme 3 Soient F

w

et G

w

deux esp�eces pond�er�ees. La s�erie g�en�eratrice des F

w

�G

v

-structures

non �etiquet�ees est donn�ee par

(

g

F

w

�G

v

)(x) = Z

F

w

(

f

G

v

(x);

g

G

v

2
(x

2

);

g

G

v

3
(x

3

) : : :)

= Z

F

w

�

g

G

v

m

(x

m

)

�

m�1

(6)

2

Soit

f

M

n

l'ensemble des cartes planes non �etiquet�ees �a deux faces sur n sommets. On a

j

f

M

n

j = [x

n

]

f

M (x)

= [x

n

]Z

C

�

(XL

2

(A

L

)

�

(x

m

)

�

m�1

= [x

n

]Z

C

�

XL

2

(A

L

)(x

m

)

�

m�1

;

car l'esp�ece XL

2

(A

L

) est asym�etrique. En utilisant (2), et l'inversion de Lagrange, on obtient
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Proposition 4 Le nombre j

f

M

n

j de cartes planes non �etiquet�ees �a deux faces sur n sommets est donn�e

par

j

f

M

n

j =

1

2n

X

djn

�(

n

d

)

�

2

2d

�

�

2d

d

��

: (7)

2

2.2 D�enombrement de cartes planes �a deux faces selon la distribution des

degr�es des sommets.

Soit r

1

; r

2

; r

3

; : : : une suite in�nie de variables formelles et m une carte plane �a deux faces. On d�e�nit

la fonction de poids w

s

sur l'esp�ece M :

w

s

:M ! C[r

1

; r

2

; r

3

; : : :] : m 7! r

d

1

1

r

d

2

2

r

d

3

3

� � � ; (8)

o�u d

k

est le nombre de sommets de m de degr�e k. La carte de l'exemple courant admet le poids

r

24

1

r

4

2

r

6

3

r

4

4

r

2

7

. La distribution des degr�es des sommets d'une carte est caract�eris�ee par un vecteur

d = (d

1

; d

2

; d

3

; : : :). On pose

jdj =

X

k

d

k

et jjdjj=

X

k

kd

k

;

ainsi, jdj et jjdjj repr�esentent respectivement le nombre de sommets et le degr�e total d'une carte. On

a alors le lemme d'existence suivant:

Lemme 5 Soit d = (d

1

; d

2

; d

3

; : : :) 6= 0. Il existe une carte plane �a deux faces ayant d pour vecteur

de distribution des degr�es des sommets si et seulement si

jjdjj = 2jdj: (9)

2

Consid�erons maintenant le couple (j; h) de vecteurs:

j = (j

1

; j

2

; j

3

; : : :) et h = (h

1

; h

2

; h

3

; : : :);

o�u j correspond �a la distribution des degr�es des sommets se trouvant sur le cycle et h correspond �a la

distribution des degr�es des sommets se trouvant de part et d'autre du cycle. On a alors

Lemme 6 Supposons que d = (d

1

; d

2

; d

3

; : : :) 6= 0 satisfasse jjdjj = 2jdj et soit (j; h) un couple de

vecteurs tels que j + h = d. Il existe une carte plane �a deux faces ayant les distributions des degr�es

des sommets correspondantes si et seulement si

1: j 6= 0;

2: j

1

= 0;

3: jjjjj = 2jjj ) h = 0:

(10)

2
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La prochaine �etape consiste �a d�eterminer l'esp�ece pond�er�ee M

w

s

correspondant �a la fonction de

poids w

s

, donn�ee en (8). En fait, M

w

s

peut être exprim�ee comme la composition d'esp�eces pond�er�ees

suivante:

M

w

s

= C(

X

m;k�0

X

r

m+k+2

A

m+k

r

0

); (11)

o�u X

r

i

d�enote l'esp�ece des singletons de poids r

i

et A

r

0

est une version pond�er�ee de l'esp�ece des

arborescences ordonn�ees d�e�nie par

A

r

0

= XL

r

0

(A

r

0

)

o�u

L

r

0

= 1

r

1

+X

r

2

+X

2

r

3

+X

3

r

4

+ � � �

est l'esp�ece des listes pond�er�ees par r

i+1

pour une liste de longueur i.

Soit M

d

l'ensemble des cartes planes �a deux faces �etiquet�ees sur l'ensemble [jdj] et ayant d pour

vecteur de distribution des degr�es des sommets. On a

jM

d

j = jdj![r

d

x

jdj

]M

w

s

(x);

o�u r

d

= r

d

1

1

r

d

2

2

r

d

3

3

� � �. En d�eveloppant, on trouve

Proposition 7 Le nombre jM

d

j de cartes planes �a deux faces �etiquet�ees sur [jdj] et ayant d comme

vecteur de distribution des degr�es des sommets est donn�e par

jM

d

j =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0; si jjdjj 6= 2jdj;

(jdj � 1)!; si jdj = d

2

;

jdj!

X

j;h

jjjjj � 2jjj

jjjjhj

�

jjj

j

��

jhj

h

�

2

j

3

3

j

4

� � � autrement;

(12)

la somme �etant prise sur tous les couples (j; h) tels que j + h = d; j 6= 0 et j

1

= 0. 2

Soit

f

M

d

l'ensemble des cartes planes non �etiquet�ees �a deux faces sur jdj sommets et ayant d comme

distribution des degr�es des sommets. On a

j

f

M

d

j = [r

d

x

jdj

]

f

M

w

s

(x)

Il est clair que

j

f

M

d

j =

�

0; si jjdjj 6= 2jdj;

1; si jdj = d

2

:

Pour le cas restant, on utilise le Th�eor�eme 3 sur les esp�eces compos�ees, et on obtient

Proposition 8 Si jjdjj = 2jdj et jdj 6= d

2

, alors le nombre j

f

M

d

j de cartes planes �a deux faces non

�etiquet�ees ayant d comme vecteur de distribution des degr�es des sommets est donn�e par

j

f

M

d

j =

X

m;j;h

�(m)(jjjjj � 2jjj)

mjjjjhj

�

jjj

j

��

jhj

h

�

2

j

3

3

j

4

4

j

5

� � � ; (13)

la somme �etant prise sur tous les m 2 Div(d), l'ensemble des diviseurs communs aux composantes de

d et tous les couples (j; h) tels que j + h = d=m; j 6= 0 et j

1

= 0. 2
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2.3 D�enombrement des cartes planes �a deux faces selon les distributions

conjointes des degr�es des sommets et des faces.

Soit

s = (s

1

; s

2

; s

3

; : : :); t = (t

1

; t

2

; t

3

; : : :) et u = (u

1

; u

2

; u

3

; : : :)

trois suites in�nies de variables formelles et m une carte plane �a deux faces. On consid�ere la fonction

de poids w

sf

suivante:

w

sf

:M ! C[s; t; u] : m 7! s

j

t

h

u

k

; (14)

o�u

s

j

= s

j

1

1

s

j

2

2

s

j

3

3

� � � ; t

h

= t

h

1

1

t

h

2

2

t

h

3

3

� � � et u

k

= u

k

1

1

u

k

2

2

u

k

3

3

� � �

d�ecrivent respectivement les distributions des degr�es des sommets se trouvant sur, �a l'ext�erieur et �a

l'int�erieur du cycle. Par exemple la carte de l'exemple courant a le poids s

2

4

s

2

7

t

20

1

t

2

2

t

6

3

t

2

4

u

4

1

u

2

2

. Soit � le

degr�e de la face externe et �, le degr�e de la face interne. La donn�ee du triplet (j; h; k) est su�sante

pour connâ�tre les distributions des degr�es des sommets et des faces puisque

d = j + h+ k; � = 2jhj+ jjj; and � = 2jkj+ jjj:

Pour un vecteur h, on d�e�nit

res(h)

def

= 2jhj � jjhjj:

Le terme res(h) est appel�e degr�e r�esiduel de h. Il correspond au nombre d'arborescences ordonn�ees

externes. Il en va de même pour le vecteur k.

Lemme 9 Soit d = (d

1

; d

2

; : : :) 6= 0; � > 0; � > 0; j; h et k. Il existe une carte plane �a deux face

ayant d et (�; �) comme distributions conjointes des degr�es des sommets et des faces si et seulement

si

1. (�+ �)=2 = jdj

2. 2jdj= jjdjj

Dans ces conditions, il existe une carte dont les distributions des degr�es des sommets se trouvant sur,

�a l'ext�erieur et �a l'int�erieur du cycle sont respectivement donn�es par j; h et k si et seulement si

3. j + h+ k = d

4. 2jhj+ jjj = � et 2jkj+ jjj = �

5. j

1

= 0 et j 6= 0

6. h 6= 0) res(h) � 1 et k 6= 0) res(k) � 1

2

Proposition 10 Soit d, � > 0 et � > 0 satisfaisant les conditions 1 et 2 du lemme pr�ec�edent.

Le nombre jM

d;(�;�)

j de cartes planes �a deux faces �etiquet�ees ayant d et (�; �) comme distributions

conjointes des degr�es des sommets et des faces est donn�e par

jM

d;(�;�)

j = jdj!

X

j;h;k

�(h)�(k)�(j; h)

jjj

�

jjj

j

��

jhj

h

��

jkj

k

�

; (15)

la somme �etant prise sur tous les j; h et k satisfaisant les conditions 3, 4 et 5 du lemme pr�ec�edent, et

�(j; h) = [z

res(h)

](1 + z)

j

3

(1 + z + z

2

)

j

4

(1 + z + z

2

+ z

3

)

j

5

� � � ;
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et

�(h) =

8

<

:

res(h)=jhj; si res(h) � 1;

1; si h = 0;

0; autrement:

2

Dans le cas non �etiquet�e, on a le r�esultat suivant.

Proposition 11 Soit d, � > 0 et � > 0 satisfaisant les conditions 1 et 2 du lemme pr�ec�edent.

Le nombre j

f

M

d;(�;�)

j de cartes �a deux faces non �etiquet�ees ayant d et (�; �) comme distributions

conjointes des degr�es des sommets et des faces est donn�e par

j

f

M

d;(�;�)

j =

X

m;j;h;k

�(m)�(h

0

)�(k

0

)�(j

0

; h

0

)

jjj

�

jj

0

j

j

0

��

jh

0

j

h

0

��

jk

0

j

k

0

�

; (16)

o�u j

0

= j=m; h

0

= h=m et k

0

= k=m, la somme �etant prise sur tous les j; h; k satisfaisant les conditions

3,4,5 du lemme pr�ec�edent, et tous les m 2 Div(j; h; k). 2

3 Cartes sph�eriques.

Consid�erons les deux cartes suivantes.

τ

1
2

6

7

8

1012

9

11

3

4
5

8

6

1210
9

11
1

2

5
4

3

7

Plong�ees dans le plan, ces deux cartes sont distinctes. Toutefois, lorsque consid�er�ees plong�ees sur

la sph�ere orient�ee, les deux structures repr�esentent lamême carte. Observons que cette transformation

consiste essentiellement en une r�e
exion de la structure par rapport �a un axe, suivie d'une r�e
exion

interne{externe par rapport au cycle. Puisque les cartes planes sont consid�er�ees �a rotation pr�es,

n'importe quel axe de r�e
exion fera l'a�aire. Cette transformation est clairement involutive, on

l'appellera alors l'involution antipodale et sera d�enot�ee par � .

On consid�ere le groupe S

2

= fId; �g, o�u Id est la transformation identit�e, et �

2

= Id. Ce groupe

agit sur l'ensemble des cartes planes �a deux faces. De ce point de vue, pour chaque ensemble �ni U ,

l'ensemble des cartes sph�eriques �a deux faces sur U peut être consid�er�e comme �etant l'ensemble des

orbites de l'action du groupe S

2

sur l'ensemble M [U ]. L'esp�ece des cartes sph�eriques �a deux faces,

qu'on notera par M, est l'esp�ece quotient de M par le groupe S

2

, ce qu'on exprime par

M = M=S

2

: (17)
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La solution du probl�eme du d�enombrement de divers types de cartes sph�eriques: �etiquet�ees ou non, se-

lon divers param�etres de distribution des degr�es, est alors donn�ee par la formule de Cauchy-Frobenius,

(alias Lemme de Burnside):

�

Etant donn�e un groupe �ni G agissant sur un ensemble pond�er�e (Y;w),

le poids total des orbites de cette action est donn�e par

jY=Gj

w

=

1

jGj

X

g2G

jFix

Y

gj

w

: (18)

3.1 D�enombrement des cartes sph�eriques �etiquet�ees �a deux faces, selon la

distribution des degr�es des sommets et des faces.

Le d�enombrement des cartes sph�eriques �etiquet�ees �a deux faces selon divers param�etres de distribution

des degr�es est ais�e. Il su�t de remarquer que

� Les deux seules cartes planes �etiquet�ees �a deux faces laiss�ees �xes sous l'action de � sont l'unicycle

(1) et le 2-cycle (12).

� L'involution antipodale � pr�eserve la distribution des degr�es des sommets.

� L'involution antipodale � interchange les degr�es des faces.

En appliquant le lemme de Burnside �a l'ensemble M [n] des cartes planes �etiquet�ees �a deux faces

sur l'ensemble de sommets [n], on a

jM[n]j =

1

2

�

jFix

M [n]

Idj+ jFix

M [n]

� j

�

:

Comme les seules cartes planes �a deux faces �etiquet�ees laiss�ees �xes sous l'action de � sont l'unicycle

(1) et le 2-cycle (12), alors

Proposition 12 Le nombre jM[n]j de cartes sph�eriques �etiquet�ees �a deux faces sur l'ensemble [n] est

donn�e par jM[1]j= 1, jM[2]j= 3, et pour n � 3,

jM[n]j =

(n� 1)!

4

�

2

2n

�

�

2n

n

��

: (19)

2

Le raisonnement est le même en ce qui concerne les cartes �etiquet�ees selon la distribution des

degr�es des sommets et des faces. Pour la distribution des degr�es des faces dans le cas sph�erique, on

utilise la notation f�; �g plutôt que (�; �) car aucune face n'a pr�ec�eance su l'autre. On obtient alors

Proposition 13 Le nombre jM

d

j de cartes sph�eriques �etiquet�ees �a deux faces sur l'ensemble [jdj]

ayant d comme dstribution des degr�es des sommets est donn�e par

jM

d

j =

�

1; si d = (0; 1) ou (0; 2);

1

2

jM

d

j; autrement:

(20)

2
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Proposition 14 Le nombre jM

d;f�;�g

j de cartes sph�eriques �etiquet�ees �a deux faces sur l'ensemble

[jdj] dont les distributions conjointes des degr�es des sommets et des faces sont donn�ees par d et f�; �g

est donn�e par

jM

d;f�;�g

j =

8

<

:

jM

d;(�;�)

j; si � 6= �;

1; si � = � = 1 ou 2;

1

2

jM

d;(�;�)

j; autrement:

(21)

2

3.2 D�enombrement des cartes sph�eriques non �etiquet�ees �a deux faces, se-

lon la distribution des degr�es des sommets et des faces.

Soit

f

M

n

l'ensemble des cartes sph�eriques non �etiquet�ees �a deux faces sur n sommets. Si on applique

le lemme de Burnside, on obtient

j

f

M

n

j =

1

2

�

jFix

e

M

n

Idj+ jFix

e

M

n

� j

�

:

Le seul terme restant �a d�eterminer est le nombre jFix

e

M

n

� j de cartes planes non �etiquet�ees �a deux

faces laiss�ees �xes par � , c'est-�a-dire admettant une sym�etrie antipodale. Ce nombre peut être obtenu

par une approche alg�ebrique utilisant la Z-s�erie d'une esp�ece auxiliaire �a deux sortes H(X;Y ). On

trouve

X

n�1

jFix

M

n

� jx

n

=

1

2

�

�1 +

1+ 2x

p

1� 4x

2

�

: (22)

Observant que

L

+

(XL(A

L

(X

2

)))(x) =

1

2

�

�1 +

1 + 2x

p

1� 4x

2

�

; (23)

une autre m�ethode de d�emonstration consiste �a �etablir bijectivement une �equipotence

jFix

e

M

n

� j = jL

+

(XL(A

L

(X

2

)))

�

n

j

entre l'ensemble Fix

e

M

n

et l'ensemble des L

+

(XL(A

L

(X

2

)))-structures non �etiquet�ees sur n sommets.

Le lecteur int�eress�e trouvera une d�emonstration dans Bousquet{Labelle{Leroux [2]. En appliquant

les �equations (22) et (23), on trouve alors

Proposition 15 Le nombre j

f

M

n

j de cartes sph�eriques non �etiquet�ees sur n sommets est donn�e par

j

f

M

n

j =

1

2

j

f

M

n

j+

8

>

>

<

>

>

:

1

2

�

n� 1

(n� 1)=2

�

; si n est impair;

1

4

�

n

n=2

�

; autrement:

(24)

2

Soit

f

M

d

l'ensemble des cartes sph�eriques non �etiquet�ees �a deux faces admettant d comme distribution

des degr�es des sommets. On a

j

f

M

d

j =

1

2

�

jFix

e

M

d

Idj+ jFix

e

M

d

� j

�

;
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Le seul terme restant �a d�eterminer est jFix

e

M

d

� j, c'est-�a-dire le nombre de cartes planes non �etiquet�ees

�a deux faces ayant d comme distribution des degr�es des sommets et admettant une sym�etrie antipodale.

On a le lemme d'existence suivant:

Lemme 16 Il existe une carte plane �a deux faces ayant d comme distribution des degr�es des sommets

et admettant une sym�etrie antipodale, si et seulement si

1. jjdjj = 2jdj;

2. Le vecteur d admet au plus deux composantes impaires;

3. Les composantes impaires, s'il y en a, sont d'indice pair.

2

Proposition 17 Si d admet exactement une composante impaire et jdj 6= d

2

, alors jFix

e

M

d

� j, le

nombre de cartes planes non �etiquet�ees �a deux faces ayant d comme distribution des degr�es des sommets

et admettant une sym�etrie antipodale est donn�e par

jFix

e

M

d

� j =

X

j;h

jjjjj � 2jjj+ ` � 1

jhj

�

jjj

j

��

jhj

h

�

2

j

3

3

j

4

� � � ; (25)

la somme �etant prise sur tous les couples (j; h) tels que j + h = d

0

; h 6= 0 et j

1

= 0, o�u d

0

est donn�e

par

d

0

= (

d

1

2

;

d

2

2

; : : : ;

d

2`

� 1

2

; : : :):

Si d admet exactement deux composantes impaires d'indice 2k et 2`, avec k < l, alors le nombre

de cartes planes non �etiquet�ees �a deux faces ayant d comme distribution des degr�es des sommets et

admettant une sym�etrie antipodale est donn�e par

jFix

e

M

d

� j =

X

j;h

jjjjj � 2jjj+ k + `� 2

jhj

�

jjj

j

��

jhj

h

�

2

j

3

3

j

4

� � � ; (26)

la somme �etant prise sur tous les couples (j; h) tels que j +h = d

0

; h 6= 0; j

1

= 0, o�u d

0

est donn�e par

d

0

= (

d

1

2

;

d

2

2

; : : : ;

d

2k

� 1

2

; : : : ;

d

2`

� 1

2

; : : :):

Si d n'admet aucune composante impaire, alors le nombre de cartes planes non �etiquet�ees �a deux faces

ayant d comme distribution des degr�es des sommets et admettant une sym�etrie antipodale est donn�e

par

jFix

e

M

d

� j =

X

k;j;h

jjjjj � 2jjj+ k � 2

2jhj

�

jjj

j

��

jhj

h

�

2

j

3

3

j

4

� � �

+

X

j;h

jjjjj � 2jjj

2jhj

�

jjj

j

��

jhj

h

�

2

j

3

3

j

4

� � �;

(27)

la somme �etant prise sur tous les indices pairs k, correspondant aux composantes non nulles de d et

tous les couples (j; h) tels que j + h = d

0

, h 6= 0 et j

1

= 0, pour le premier terme, et tous les couples

11



(j; h) tels que j + h = d

00

, h 6= 0 et j

1

= 0, pour le second terme, d

0

et d

00

�etant respectivement donn�es

par

d

0

= (

1

2

d

1

;

1

2

d

2

; : : : ;

1

2

(d

k

� 2); : : :)

et

d

00

= (

1

2

d

1

;

1

2

d

2

; : : :):

2

Proposition 18 Le nombre j

f

M

d;f�;�g

j de cartes sph�eriques non �etiquet�ees �a deux faces ayant les

distributions conjointes des degr�es des sommets et des faces donn�ees par d et f�; �g est donn�e par

j

f

M

d;f�;�g

j =

(

j

f

M

d;(�;�)

j; if � 6= �;

1

2

j

f

M

d;(�;�)

j+

1

2

jFix

e

M

d

� j if � = �;

(28)

o�u jFix

e

M

d

� j peut être nul ou donn�e par la proposition 17, selon la distribution des composantes paires

et impaires de d. 2
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