
Exploration de parametres inconnus par des Q-grammaires

M. Delest et P. Duchon
LaBRl

University Bordeaux 1 and CNRS
351 cours de la Liberation

33405 Talence Cedex - France.
maylis, duchon@labri.u-bordeaux. fr

Resume. Nous d6finissons la notion de param&bre Q-comptable ^ partir d'une extension de la
m^thodologie DSV. Nous montrons qu'ils peuvent 6tre interpr6t6s comme comptant des families de
sommets dans des arbres. Nous donnons un exemple montrant qu'ils peuvent exprimer des statis-
tiques non algdbriques comme des aires ou des moments d'inertie.

Abstract. From the DSV methodology, we define what we call Q-countable parameters. We show
that they count some number of venex sets in certain families of trees. An example shows that
Q-countable parameters give a mean for catching inertia moments or area parameters.

1 Introduction

L'objet de la combinatoire 6num6rative peut 8tre r6sum6 ainsi : d6temiiner, de manifere exacte ou approch^e. Ie
nombre d'objets v6rifiant des propri6t6s donndes. Le plus souvent, on s'int&esse ̂  une classe infinie A d'objets
(figures planes, mots d'un langage, cartes, arbres... ), sur lesquels on d6finit un certain nombre de param6tres:
nombre de sommets, hauteur, largeur, nombre de sous-arbres v6rifiant telle ou telle propri6t6...

Savoir ce qui constitue une solution d'un problfeme d'^num^ration n'est pas forcdment dvident. La r6ponse
depend fortement de la complexity du probl6me d'6num6ration. Ce peut 6tre une formule donnant la s6rie g6n6-
ratrice, ou une autre donnant les coefficients de Taylor de cette s6rie; ou meme une simple equation ponant sur la
s6rie g6n6ratrice, ou une relation de rdcurrence v6rifi6e par ses coefficients de Taylor. De manifere approch6e, on
pourra se concentrer sur un equivalent asymptotique de la sdrie ou de ses coefficients. Lorsqu'on ne connait rien
sur un paramfetre plusieurs m6thodes permettent de 1'examiner. Des techniques d'approximation [4] recherchent,
^ partir de ses premieres valeurs, une equation alg^brique ou diff^rentielle susceptible d'etre satisfaite par la s6ne
g6n6ratrice. Dans la mdthodologie DSV, d6velopp6e initialement par Schiitzenberger dans [13, 14], Ie principe
est d'ftablir une bijection (ou codage) entre les objets & 6tudier et les mots d'un langage alg^brique, de telle
sorte que Ie paramfetre taille des objets conresponde & la longueur des mots. La notion de g-grammaire, introduite
par Delest et F6dou dans [6], repose sur 1'idte que Ie codage par les mots d'un langage alg6brique foumit en
fait une structure sur les objets cod6s. En adaptant la notion de grammaire d'attributs (Knuth [12]) utilisde en
compilation, il est parfois possible d'6crire des equations non alg^briques vdrifides par la s6rie g6n6ratrice suivant
un paramfetre suppl^mentaire, compt6 par une nouvelle variable q. Ces equations sont alors des ̂ -analogues des
6quations algdbriques de depart: une variable x est parfois remplac^e par xq dans cenaines series inconnues.

Le travail pr6sent6 dans cet article se situe dans ce cadre. Nous 6tendons la notion de q-grammaire et montrons
en quoi dies constituent un moyen d'approche de certains probl&mes d'6num6ration suivant plusieurs param&tres.
En particulier. Ie th6or6me 1 permet d'interprdter un paramfetre en fonction de param&tres plus 616mentaires.
Cette m^thode permet d'obtenir des g-6quations dont les fonctions g6n6ratrices sont solutions. On trouvera en
fin d'article, des exemples de g-6quations obtenues.

2 Mots, grammaires, arbres

Cette section est un brefr6sum6 des notions utiles pour comprendre la suite de ce texte. Des details plus complets
peuvent 6tre trouv6s dans [2], [11], [1].
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Pour tout ensemble X, X* d6signe 1'ensemble des suites finies d'616ments de X. Une teUe suite w est appel6e
un mot de X*, et sa longueur sera not6e \w\ . La suite de longueurnulle, appel6e mot vide, sera not6e e. L'op6ration
de concatdnation fait de X* un monoide. Soient weX\xeX, etAcX. Le nombre d'occurrences de x dans
w est not6 |w|,, et 6galement appel6 longueur de w en x. De meme, Ie nombre de lettres de w qui appartiennent ^
A est appel6 longueurde w en A, et not6 \W\A. Un mot w' est mfacteur d'un mot w s'il existe des mots u;i et wz
tels que w = wiw'w-i . Le mot w' est unfacteur gauche si wi = e, et mfacteur droit si tu? = e.

On SippeUelangage sur X une partie LdeX*;X est alors appel6 V alphabet de L. Dans ce travail, nous
nous intiresserons'plus particuliferement aux langages qui sont engendr6s par une grammaire algebrique. Une
grammaire algebrique est un quadruplet

G={X, N, H, S)

tel que X etN sont deux alphabets disjoints appel6s respectivement alphabet terminal st non terminal, S est un
symbole non terminal appeld axiome et 7Z est une partie finie de N x (X U TV)*, dont chaque 616ment est appeld
r^gle de d6rivation et not6 [7 -^ l^, avec E/   ATetW   (X UJV)*. U ensemble des mots engendr6s par S est
appel6 langage alg6brique engendr6 par G, on Ie note L(G). Nous nous int6ressons ̂  des grammaires non ambigues.
Definition 1 Soient S'i et 82 deux symboles non terminaux de G. On dira que S-i est accessible d partir de Si s'il
existe deuxmots W^W-i e (X U N}* tels que Si -'+ W^W^, avec W^W-i + e.

On dira que Si et S^ sont simultan6ment accessibles a partir de S s'il existe trois mots Wi, W^W3 de
{X U NY lets que S 4 W^WtS-iWy ou S-^ WiS-tW^SiWs.

Dutour donne dans [9] un algorithme permettant de d6cider si un symbole est ou non accessible ̂  partir d'un autre,
quant ̂  l'accessibiUt6 simultan6e, eUe peut etre calcul6e en adaptant aux couples de symboles 1'algorithme donn6
dans [9].

Exemplel [Langage de Dyck]
Un exemple fondamental de langage alg6brique est Ie langage de Dyck, qui servira ici d'exemple. Le langage

de Dyck est celui des systfemes correctement form6s de parenthfeses (Comtet [5]). Un mot w   {a, 6}* est un mot
de Dyck s'il v6rifie les conditions suivantes:

- |w|a = \W\b;
- pour tout facteur gauche w' dew, |w'|a >. \w'\b.

Le langage de Dyck est engendr6 par la grammaire C?i = ({a, b}, {D}, -R., D), ou 7Z contient les deux rfegles
de d6rivation

R^-. D-^e,
R-i:D-> aDbD.

A tout mot de Dyck, il est possible d' associer un chemin dans Ie plan. La lettre a se traduit par un pas Nord-Est,
et la lettre b se traduit par un pas Sud-Est. Le chemin part de (0,0) et se tennine alors sur la droite d' 6quadon y = 0,
sans avoir de sommet en-dessous de cette droite. Par definition, Vaire d'un chemin de Dyck est 1'aire comprise
entre ce chemin et 1'axe d'dquation y =0.

L'ensemble des noms des r^gles de d6rivadon peut etre identifid & un alphabet 7Z. Nous utiliserons la notion
suivante:

Definition 2 Une d6rivation point6e est me r6gle de dSrivation R dont on a distingu6 I'un des symboles non
termmauxdu membre droit. Si I'on a distinguS Ie k-&me symbole, on la notera Rw.

L'ensemble des noms des rfegles pointfes constitue un nouvel alphabet 7?^.

Exemple2 Dans la grammaire Gi del'exemplel, %= <Iii, %}. Larfegle-Ri (rfegle tenninale) ne donne aucune
ddrivation point6e, et la rfegle % (d'aritd 2) en donne deux. On a done TZp = {j^l), ̂ 2) }.
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Dans cet article, les arbres manipul6s sont exclusivement des arbres de derivation dans une grammaire. L'arbre
de ddrivation d'un mot est la representation arborescente de la suite de transitions qui permettent de passer d'un
symbole non terminal ̂  un mot du langage engendr6 par ce symbole. Dans Ie sens usuel,~l'arbre de d6rivation d'un
mot compone un nceud inteme par transition 6tiquet6 par des symboles non temiinaux. Les feuilles sont 6tiquet6es
par des lettres tenninales. Le mot associ6 ^ 1'arbre est obtenu en lisant les etiquettes des feuiUes dans I'ordre
sym6trique.

Dans cet article, nous 6tiquetons les noeuds des arbres de d6rivation par les "noms" des rtgles de d6rivation
ytilisdes. La connaissance des r6gles de ddrivation rendant alors superflues les feuilles et leurs dtiquettes, nous

les omettons syst6matiquement. Cette d6marche est b rapprocher de celle de Dutour-F^dou sur les'erammaires
d'objets [9].

Exemplc 3 Pour Ie langage de Dyck de 1'exemple 1, les arbres de ddrivation de Gl sont exactement les arbres
binaires complets(\es sommets intemes, 6tiquet6s R^ ont 2 fils, et les feuilles sont etiquettes R^). La figure 1
montre les deux formes possibles d'arbres de ddrivation pour Ie mot w = aababb dans la grammaire cl^sique
engendrant Ie langage de Dyck.

(a) Arbre de derivation classique (b) Arbre de derivation condense

Fig. 1. Examples d'arbres de derivation

Soil A un arbre de d6rivation de la grammaire G. Une chatne de longueur k de A est un fc-uplet (si,... , Sfc)
de noeuds de A tel que, pour tout z < k, s,+i soil un descendant de s,, distinct de s,-. Le rype d'une chame de
longueur k est Ie mot Rw.. . R[dk^Rk   %^-1%, ou R, est l'6tiquette de s, et ou s,+i appartient ̂ T'arbre
dont la racine est Ie di-bme fils de s,.

Exemple 4 Dans 1'arbre de d6rivation (b) de la figure 1, il y a deux chaines de type R^)R2.

3 Grammaires attribuees, Q-grammaires et parametres Q-comptables

Les grammaires attributes sont classiquement utiUsfes pour la constniction de compilateurs. Nous ne nous intdres-
sons ici qu'^ leurutilisation dans Ie domaine de la combinatoire, et nous nous lim'itons & des attributs synthetises
tels qu'ils sont dgfinis dans 1'article de Knuth [12].

Definitions Soil G = (X N, Ti, S) une grammaire. Une famiUe d'attributs dffinie sur G est la donn6e, pour
chaque symbole U & N, d'un ensemble fini Tu d'attributs ayant les caract6ristiques suivantes:
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- chaque attribut r e Tu poss^de un domaine de valeurs Dr, qui est un ensemble (fini ou non); Ie produit
cartSsien F[^gTy Dr est note T>u;

- pour chaqueattribut r ^Ty et chaque U-d6rivation R:U -> woUi.. . UkWk, on donneune r6gle de calcul
fr,R, quiest unefonction d6finie sur Vui x ... x ^ et d valeurs dans Dr. Si la r6gle R esl d'aritS 0, /r, fi
est simplement un 6l6ment de Dr.

Le couple (G, (?£/)(/e7v) est alors aPPele grammaire attribude.

Une grammaire attribu6e permet de calculer rdcursivement, pour chaque mot w de chaque langage LG(U)
engendrd par G, une valeur r(w)   Dr, et ce, pour chaque attribut ddfini sur U. Dans la suite, une r^gle de
d6rivation g6n6rique d'une grammaire sera not6e sous la forme

R:U -^ WoU^Wi . ..Wn-iUnWn,

avec w,   X* et [/,   A^. Dans cette notation, R est Ie nom de la r&gle de d6rivation, utilise pour 6tiqueter les
arbres de d6rivadon; n est I'aritd de la rfegle R.

Un mot u   La(U) est obtenu par I'utilisation de la r6gle R lorsque la racine de son arbre de d6rivation est
6dquet6e par R. Cela revient ̂  dire qu'il existe des mots 0,   ̂  pour l<, i^n, tels que

U = WQUlWl . . . Wn-lUnWn.

Soitp un paramfetre d6fini sur la reunion disjointe des langages engendr6s par G (m6me si p n'est d6fini a priori
que sur Ie langage L, nous supposerons qu'un prolongement ̂  cette reunion disjointe a 6t6 choisi).
Definition 4 Soit u un mot d'un langage engendr^par une U-d6rivation, on appelle terme de croissance de p pour
u, la quantity

n

ep{u)=pW-^p(ui). (D
1=1

Lorsque Ie mot u se trouve etre Ie membre droit d'une U-derivation d'arit6 0, Ie terme de croissance de p pour u
(dans Ie langage U) est simplement 0p(u) = p(u).

En termes d'arbres de d6rivation, et si 1'on considferep comme un attribut, 6p{u) est la difference entre 1'attribut
calculi sur 1'arbre tout entier, et la somme des valeurs attribufes aux sous-arbres issus des fils de la racine; c'est
pourquoi nous 1'appelons temie de croissance. Notre travail a pour cadre Ie cas ou chaque paramfetre 6tudi6 peut
etre "simplement" d6fini au moyen de ses termes de croissance. Cela exclut done les constructions utilisant des
fonctions maximum ou minimum.

Exemple 5 Consid&ons de nouveau Ie langage de Dyck, engendr6 par les deux grammau-es G'i (voir exemple 1)
etGs = ({a, b}, {D, E}, {R[, K,, R'3, R'^R'5, R'6}, D):

R[:D^e K^-. D^E
Rs-. E-^ab R'^-. E-^abE
R's-. E-^aEb Re-. E-f aEbE.

II est facile de voir que, dans la grammaire G-z, seules les rfegles ̂ 3 et R'^ font apparaTtre des facteurs ab
(les pics des chemins de Dyck correspondants); par consdquent, dans (?2, Ie terme de croissance du param^tre p1
("nombre de facteurs ab ") est 1 pour les rfegles R's et ̂ 4, et 0 pour les autres rfegles.

En revanche, dans G'i, la situation n'est pas aussi simple. Le terme de croissance de ce meme param^tre
p' pour la rfegle Rz est toujours positif ou nul; si Ie mot wi e. D a ki facteurs ab et Ie mot wz   I? en a
As, Ie mot awibw-i   D en a au mains fci + ^2. En fait, on a p'(awi&u;2) = p'(wi) + ^'(wz) si wi ^ e, et

p'(awi6u>2) = P'(wi) +p'(w2) + 1 = p'(w2) +lsiwi=e.

Le principe de la formation d'une Q-grammaire consiste ̂  ddfinir tous les paramfetres auxquels 1'on s'int6resse par
Ie moyen de leurs termes de croissance. Les "bons" paramfetres, que nous nommerons Q-comptables, sont ceux
dont les termes de croissance sont eux-memes ddfinis par d'autres paramfetres Q-comptables:

161



Definition 5 (parametre Q-comptable) Un param^tre p est dit:

- Q-comptable de rang 1, si, pour chaque r^gle de d6rivation R de G, il existe une constante entire CR > 0
telle que, pour tout mot u obtenu par V application de la r^gle R, 6p(u) = CR;

- Q-comptable de rang kjr 1, si, pour chaque rSgle de derivation R de G, il existe des param&tres Q-comptables
pi, ... pn, de rangs inftrieurs ou Sgaux d k, et me constante CH ̂  0, tels que, pour tout mot u obtenu par
V application de la r6gle R, on ait 6p{u) = CR +pi(ui) + . . . +pn(un).
De plus, unparam^tre de rang 1 a I'une au moins des constantes CR non nulle et un param^tre de rang fc + 1

a I un au mains des paramStres utilises exactement de rang k.
Un "param^tre " constamment 6gal d un nombre entier positif est consid6r6 comme Q-comptable de rang 0.

Un paramfetre Q-comptable est done un attribut synth6tis6 sur la grammaire G, avec des restrictions sur la forme
des rfegles de calcul de cet attribut, qui doivent ne faire intervenir que des combinaisons affines d'autres param6tres
Q-comptables. Notons que toute combinaison lindaire ̂  coefficients entiers posidfs de param^tres Q-comptables,
est un paramfetre Q-comptable dont Ie rang est Ie rang maximum des paramfetres concem^s.

La definition ci-dessous g6n6ralise celle des g-grammaires ddfinie dans [10, 6]:

Definition 6 On appelle Q-grammaire, une grammaire attribute (G;pt,... , pn), oil les attributs pi,..., pn sonl
des param&tres Q-comptables sur G et tels que, pour 1 <, i <, n, les termes de croissance de pi nefassent
intervenir que lesparam6tresp\,... , p, _i.

Exemple 6 Dans toute grammaire. Ie paramfetre "longueur" \w\ et, plus g6n6ralement, tout param&tre "longueur
en X'" ou X' c X, est Q-comptable de rang 1; en effet. Ie terme de croissance de chaque r6gle

R:U -> WoUiWi... UnWn

est la constante 0p=ca= |wou)i ... Wn\x'-

Exemple 7 Reprenons la grammaire Gi de I'exemple 1 (grammaire classique engendrant Ie langage de Dyck).
L'aire des chemins de Dyck qui est 1'aire comprise entre ce chemin et I'axe d'6quation y = 0, est Q-comptable

pour cene grammaire, avec les termes de croissance ainsi ddfinis :

- Pour la rfegle D -> e: A(e) = 0 (1'aire du chemin vide est nuUe);
- Pour la r^gle -D -». aDbD : A{ad^bd-i) = A(di) + A{d-i) + 1 + |di |, done Ie terme de croissance est 1 + \di \.

La figure 2 illustre cene rfegle de calcul.

Puisque la longueur est elle-m6me Q-comptable de rang 1, 1'aire est alors Q-comptable de rang 2.
Dgfinissons pour un mot de Dyck son moment d'inertie de la mani6re suivante : M(w) est la somme des

ordonn6es des points ̂  coordonn6es entires positives situ6s (au sens large) sous Ie chemin cod6 par w. Ainsi, la
contribution ^ M{w) des points situ6s sous un sommet de hauteur h, estl+---+h == h{h+ 1)/2.

Le moment d'inertie M est un paramfetre Q-comptable donn6 par
- Pour la r^gle D -^e: M(e) = 0;
- Pour la r6gle D -> aDbD : M{adibd^ = M(di) + ^(dz) + A(di) + |di| + 1; Ie terme de croissance est

A(c?i)+|di[+l

L'aire 6tant un paramfetre de rang 2 et la longueur de rang 1, Ie moment d'inertie a pour rang 3.

4 Interpretation de parametres Q-comptables

II est naturel de rechercher une description atomique des paramfetres Q-comptables.

Definition 7 Si p est un param^tre Q-comptable de rang 1, p est 616mentaire s'il existe une r^gle RQ   %, lelle
que Ie terme de croissance de p soil 0 pour toute autre r6gle que Ry, et 1 pour Ry.

R6cursivement^ si un param6tre p est Q-comptable de rang fc+1, p est 616mentaire 5'z7 existe une r6gle Ro^Ti,
un entier i <, a{Ro), et un param^tre p', 6l6mentaire de rang k. tels que Ie terme de croissance de p soil 0 pour
toute autre r^gle que RQ, etp'{ui) pour la r&gle RQ.
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d = adibds

=|di|

=A(di)

=A(d2)

=1

Fig. 2. Regle de calcul de 1'aire d'un chemin de Dyck

Nous avons alors la

Proposition 1. Tout paramStre 6l6mentaire peut Stre d6crit par un mot de Ti*pR..
Preuve. Soit p un paramfetre 616mentaire. Le nom de p est d6fini r6cursivement de la manifere suivante:

- Si p est de rang 1, Ie nom de p est R, ou R est 1'unique r^gle de d^rivadon telle que CR = 1;
-sip est de rang fc +1, il existe un param6tre 616mentaire p', de rang k, une rfegle I?   7Z, et un entier 2 ^ a{R),

tel que 1'unique terme de croissance non identiquement nul de p soil, pour la r&gle R, p'(uz). Alors, si Ie nom
de p' est W\ Ie nom de p est IV = J?(l)Ty/.

Notons que la longueur du nom d'un param6tre 616mentaire, est 6galement Ie rang de ce param^tre. Le param6tre
616mentaire dont Ie nom est W est not6 pw-On a. alors la proposition suivante:

Proposition 2. Tout paramStre Q-comptable de rang k s'Scrit comme combinaison lineaire a coefficients entiers
positifs de param^tres elementaires de rangs inferieurs ou Sgaux a k, I'un au moins 6tant de rang exactement k.
Preuve. La preuve, par r6currence sur k, est sans difficultd. Si fc = 1, Ie paramfetrep est entiferement d6fini par les
constantes (.ca) sen-II est alors immddiat que 1'on a la ddcomposition

P=^, CRPR.
Re-R.

Supposons maintenaiit la propri6t6 vraie pour k, et soit p un param6tre Q-comptable de rang k+1. Pour chaque
r6gle J? G %, Ie terme de croissance de p est de la forme

0p(WQUl . . . Ua(fi)Wa(fl)) =CR+^ PR, i[Ui~),
a(fl)

E.
t=l
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ou chaquep^,, est un parambtre Q-comptable de rang au plus k (6ventuellement, identiquement nul).
D'aprfes 1'hypothfese de r6currence, chaque param&trepfl,, peut s'&rirepfi,, = pwj i. i , ou chaque WH^ est une

combinaison lin^aire de mots de ̂ T?.. II est alors imm6diat que 1'on peut d6composerp de la manifere suivante:

a(R)
P=^L { CKPR + Z^ PRWWn,.

Ren \ i=i

a

Nous aUons donner une inteqprftation formeUe de tout param&tre 616mentaire et done, par suite, nous aurons
une interpretation de tout paramfetre Q-comptable.

Proposition 3. Soil w un mot engendrg par la grammaire G, et soil pw un param^tre 6Umentaire (W c TZ^TZJ.
Alorspw(w) est Ie nombre de chatnes de type W de I'arbre de d6rivation de w.

Preuve. Dans Ie cas ou Ie param6tre est de rang 1 c'est imm6diat.
Supposons maintenant que pw soit de rang k> 1; TV est alors de longueur k, etW = R^W oii ̂    %et

\w\= k ~ 1. Toute chalne de type W est compose d'un premier noeud si, 6tiquet6 R, et d'une chaTne de type
W du sous-arbre dont la racine est Ie z-6me fils de si. Le nombre de chaines de type W dont Ie premier nceud
est si, est done Ie terme de croissancep'(si). Par suite, pw(w) est Ie nombre de chaTnes de type W de 1'arbre de
ddrivation de lu. l-j

5 Proprietes des parametres Q-comptables

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques propri6tes qui permettent pour un param^tre inconnu a priori de retrou-
ver sa d&omposition en param6tres 616mentaires. Le lecteur trouvera dans [8] la nature des calculs asymptotiques
que 1'on peut effectuer sur des paramfetres Q-comptables.

Nous commen^ons par donnerune majoration 616mentaire de 1'ordre de grandeur d'un param&tre Q-comptable
de rang connu.

Proposition 4. Soil p un paramStre Q-comptable de rang k. II existe me constante K telle que, pour tout mot non
vide engendrepar la grammaire,

p(w) $ AT|w|ii;. (2)

Preuve. Dans Ie cas d'un paramfetre ̂ l^mentaire de rang k, cela ddcoule immddiatement du fait que Ie nombre de
chaines est forc6ment inf6rieur au nombre de fc-uplets de sommets de 1'arbre; la d6composition en combinaison
lin6aire de paramfetres 616mentaires permet d'dtendre la proposition b tout param6tre Q-comptable. 0

On appellera rang minimal d'un param&tre Q-comptable, la plus petite constante positive k.
Le rang minimal d'un paramfetre Q-comptable quelconquepeut ebre ddtermind assez ais6ment par la proposition

suivante:

Th6ortme 1 Soitp = pw unparamStre Slementaire de rang k, non identiquement nul, avec

W=R[d^... R[yRk.

Notons, pour chaque i<k, Si Ie symbole non terminal du membre gauche de R}, et, pour i < k, S', Ie di-6me
symbole du membre droit de Rf. So designe I'axiome de la grammaire.

Le rang minimal de p est obtenu en comptant, parmi les indices i < k, ceuxpour lesquels Si est accessible
depuis Si; a ce total, il convient d'ajouter 1 si et seulement sipa^ est de rang minimal 1.
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Ce th6or6me se ddmontre en 6tudiant les propri6t6s d'accessibilit6 des symboles dans la grammaire. Calculer Ie
rang minimal d'un paramfetre se ramfene alors ̂  ddtenniner quels symboles sont accessibles ^ partir desquels, et
quels couples de symboles sont accessibles ̂  partir desquels.

Soit p un paramfetre d6fini sur un langage ind6pendament de toute grammaire. Supposons de plus que la dis-
tribution de ce paramfetre ne soil pas connue. Le th6orfeme 1 permet dans la pratique de d6terminer si p, est Q-
comptable dans une grammaire donnde. Si Ie rang minimal de p est connu, les paramfetres 616mentaires pou-
vant intervenir dans une ddcomposition de p sont en nombre fini. En calculant, pour un assez grand nombre
de mots, les valeurs de chacun de ces param&tres 616mentaires pi,.. ., pjv, il est possible, soil de montrer que

p ne peut pas s'6crire comme combinaison lin6aire de tels paramfetres (parce que, par exemple, pour M mots
wi,..., WM, Ie vecteur (p(wj))i<j<Af nepeut s'6crire comme combinaison lin6aire des vecteurs (pi (w^))i^j<Af,
pour 1 <:i <. N), soil de restreindre les choix possibles de telles combinaisons lin6airesjusqu'& ce qu'une preuve
directe de la Q-comptabilit6 de p soit envisageable. Le principal obstacle ^ 1'automatisation de ce genre de cal-
culs reside dans Ie choix judicieux des mots pour lesqueLs effectuer les calculs; Ie nombre de mots d'un langage
croit g6n6ralement de manure exponentielle avec leur longueur. Dans les cas simples, toutefois, il est fr6quent que
I'examen de quelques mots courts du langage engendrd soit suffisant pour montrer qu'un paramfetre donn6 n'est
pas Q-comptable.

Exemple 8 Consid^rons, pour Ie langage de Dyck engendr6 par la grammaire G'2, Ie param^tre hauteur maximale
hm, d6fini par

hrn(w) = max {|w'|o - \w'\b .. w' facteur gauche de w}

(Ie nom de hauteur maximale provient de I'interprdtation des mots de Dyck comme chemins : hm{w) est alors la
plus grande hauteur atteinte par Ie chemin).

Le rang minimal de ce param^tre est 1 : en effet, /im(a"6") = n, et n est la plus grande hauteur que puisse
atteindre un mot de Dyck de longueur 2n. II convient done, pour d^temiiner si hm est ou non un paramfetre Q-
comptable, de chercher panni les combinaisons lin^aires de param6tres 616mentaires de rang 1. Le tableau des
valeurs de ces paramfetres, pour les mots de Dyck de longueurs 0, 2, 4 et 6, ainsi que Ie mot w == aabbaabb, est Ie
suivant:

w

ab
abab
aabb

ababab
abaabb
aababb
aabbab
aaabbb

aabbaabb

^
0

!PAl \PRi

0

PRa
0

\PRt
0

\PRs \PRe
0

0

0 0

Les 9 premieres lignes ne laissent comme seules possibilitds de ddcomposirion de hm, que p^ + pfl; + pRy 
et

PRs + PRs (ces deux possibilitds n'en font qu'une, carp^g est identiquement 6gal ^ ̂ 2 +pRy.
La. demifere ligne

suffit ̂  61iminer ces deux possibilit6s, et par consequent hm n'est pas un paramfetre Q-comptable de la grammaire
G-2. Ce r6sultat confirme l'id6e qu'un paramfetre d6fini au moyen d'une fonction maximum a peu de chances d'etre
Q-comptable.

Un autre exemple est celui du param6tre somme des hauteurs de pics, d6fini comme la somme des ordonndes
des "pics" (sommets situ6s entre un pas Nord-Est et un pas Sud-Est) des chemins de Dyck. Ce paramfetre cor-
respond, pour un codage classique des polyominos paralldlogrammes par les mots de Dyck, b 1'em aire de ces
polyominos. Ce paramfetre, similaire ̂  1'aire, est de rang minimal 2 (Ie mot w = an-l(a&)"&n-l, de longueur
4ra - 2, a pour somme des hauteurs de pics n2), et par cons6quent il convient de lui chercher une ddcomposition
comme combinaison lin6aire des paramfetres 616mentaires de rangs 1 et 2. Aprfes elimination des redondances
immddiates (pj;(i)^ = PRs, etc. ). Ie nombre de ces paramfetres 6I6mentaires est 22.
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En construisant un tableau similaire au pr6c6dent, incorporant les mots de longueur inftrieure ou dgale ̂  10,
on obtient pour ce paramfetre une seule d6composition possible:

PR, +PJ?4 +P^lfi3 +^)^ +^l)fi3 +^l)fl4-
II est alors imm6diat, en procddant comme dans 1'exemple 7, de v6rifier que les r6gles de croissance correspon-

dant ̂  cene d6composition d6finissent bien la somme des hauteurs des pics.

6 Q-equations liees aux Q-granunaires

Nous consid6rons ici un ensemble ordonnd (a-i,..., a;n) de variables fomielles, et des sdries fomielles F(2:i ,... ,a;n),
^ coefficients entiers (Ie plus souvent positifs ou nuls).

Dans de nombreux problfemes d'enumeration suivant plus d'un param6tre, on rencontre des dquations portant
sur des series formelles et qui font intervenir, au lieu de la s6rie b une variable F(x), une s6rie bivaride F(x, q) et la
sdrie F(xq, q), ou la variable x a 6t6 multipli6e par q; voir par exemple [10, 3, 6]. Nous d6crivons une g6n6ralisation
de ce genre de transformation, dans Ie cas ou les variables formelles sont plus nombreuses.

Definition 1. Soil, pour tout i <, n, Ai = XiX^+l... x^i'n un mon6me nefaisant intervenir que les variables
formelles Xj telles que i < j (et dans lequel xi n'apparatt qu'au degr61).

Nous noterons o-(a;, <-A. ) I'operateur lineaire defini sur I'alg&bre de sSries formelles Q[[a;i,..., Xn}} par

0-(z, <-A, )^(2:l,. .. , 3;n) = ^(AI, . . . , A»).

Nous appellemns une telle transformation une substitution des variables Xi,..., Xn.

(3)

Le th6or6me suivant indique dans toute sa g6n6ralit6 Ie lien entre Q-grammaires et Q-analogues de systfemes
d'equations:

Theoreme 2 Soil G une grammaire engendrant k langages Li,..., Lk, et soil (5) Ie syst&me d'equations alge-
briques correspondant a G.

- Les solutions de tout Q-analogue du syst&me S, sont les series generatrices d'une Q-grammaire basee sur la
grammaire G;

- r^ciproquement. les series g6n6ratrices de toute Q-grammaire bas6e sur G sont les solutions d'un Q-c
de(S\

Preuve.

Nous donnons ici la m6thode pour obtenir ̂  partir d'une Q-grammaire, un systfeme d'^quations qui est un
Q-analogue du systeme alg6brique (5).

Notons gi,... , gjv les lettres de la grammaire G, et QN+I, - . ., QN+M les M lettres suppldmentaires. Soient
pi,... ,PN+M les paramfetres suivant lesquels s'effectue l'6num6ration (les N premiers 6tant de rang 1), et notons,
pour chaque regle Ret chaque param&trepm, les r^gles de calcul

a(R)
R: p^w) = ^ Pm(^t) + Cli, m + ^ CR,m, i, j.Pj(Wi).

Kj<">
Ki$a(J[i)

z-^
1=1

(4)

Les N premiers paramfetres 6tant de rang 1, pour m <, N \es coefficients CR, m, i, j sont tous nuls, et Cfi,m =
\VoVi... Va(R)\y^.

Notons encore, pour w   LG(U),
"w= n 9%"(w) (5)

Km<N+M

la valuation donn6e au mot w par ces paramfetres. Si w appartient ^ plusieurs langages La(U) diff&ents, on
distinguera Ie langage, en notant v(w, U) etpm(w, U).
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Les r6gles de calcul sommatoire pour les param&tres se transforment en produits. Posons

VR,i = V(,.(^^. n^M^^R""-0" (6)

Les conditions sur les coefficients CR, m, i, j qui d6finissent les termes de croissance des paramfetres, sont ex-
actement celles qui font de chaque 0-^,1 une substitution de variables. On a:

'N+M \ k

v{w, U) = ( H qgR- i n^,, ^^, c/, )).
m=l / i=l

(7)

Pour obtenir la s6rie gdndratrice C/(gi,..., gjv+Ar) d'un langage Lc(U), il suffit alors de sommer suivant
toutes les [/-ddrivations. Nous avons done,

/N+M \ a(R)

U[q,,..., g^+M) = E I II ̂ 'm I H ̂ . i (d^'t)) .
ReTi(U) \m=l / i=l

(8)

Le syst^me form6 des dquations (8) (pour U   TV), est un Q-analogue du systfeme alg^brique foumi par la
grammaire. D

Des ddtails de la preuve peuvent etre consults dans [7].

Exemple 9 Reprenons la grammaire Gi de 1'exemple 5. Dans les Q-6quations, les variables suivantes comptent
des paramfetres ayant un sens g6om6trique sur les chemins de Dyck: q compte / 'aire, r compte les pics, et s compte
la somme des hauteurs des pics.

D(x, q, r, s)=l+E(x, q, r, s),
E(x, q, r, s) = xqrs + xqrsE{x, q, r, s) + xqE(xq2, q, rs, s)

+xqE(xq^, q, TS, s~}E(x, q, r, s).

A partir de la grammaire G'i de 1'exemple 1, en utilisant les r6sultats de 1'exemple 7, on obtient en codsntl'aire
par q et Ie moment d'inertie par r:

D(x, q, r) =l+xqrD(x,q, r~)D{xqr, qr, r}
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