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ABSTRACT - Generalized polylogarithms are defined as iterated integrals with
respect to the two differential forms u° = dz/z and u1 = c?2/(l - 2-). We compute
the polylogarithms in h(z) from their values in z for every transformation h belon-
ging to the group generated by the two transformations z ->. 1- z and z -f 1/z.
These formulae utilize a certain series in non-commutative variables which turns
out to be the ̂ KZ series of Drinfel'd.

RESUME - Les polylogarithmes generalises sont des fonctions obtenues comme
des integrates iterees par rapport aux deux formes differentielles u0 = dz/z et
UJ1 = d2~/{l -z). On calcule les polylogarithmes en ,1(2) en fonction de leur valeur
en z pour toute transformation h appartenant au groupe engendre par les deux
transformations z-^-l-zetz^- 1/z. Dans ces formules apparait une certaine
serie en variables non commutatives qui se trouve etre la serie ^KZ de Drinfel'd
et que 1'on calcule a partir des mots de Lyndon.

Keywords: polylogarithms, multiple zeta values, monodromy, Lyndon words.

1 Introduction

Les fonctions polylogarithmes jouent un role crucial dans la theorie des nombres, en phy-
sique statistique (theorie des noeuds) , dans la resolution des equations differentielles (etude
des singularites [9]). Dans cet article, on generalise certaines identites fonctionnelles (yoir

formules de Landen dans Lewin [17]) en utilisant la combinatoire des exponentielles de Lie.
On retrouve une telle approche dans [5, 7, 8, 22, 19, 23, 1, 10]

Suivant Drinfel'd [8], on etudie les solutions de 1'equation diflferentielle:

T, s^ = a;o , 2;i
z ' \-z S(z) (1)
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dans laquelle z est un nombre complexe appartenant a C - {0, 1} et 5(z) une serie en les
variables non commutatives sur 1'alphabet X = {xo, x^}. Si 1'on note S^[z} Ie coeflRcient du
mot w dans S(z), 1'equation (1) est equivalents au systeme differentiel triangulaire:

^sz ow(z)

dzsxlw{z)

-Sw{z)

-^^(z)
(2)

Soit L{z) 1'unique solution de 1'equation (1) qui verifie la condition a la limite :

L(s) = exolos£+0(Ve) pour £-> 0+. (3)

On appelera L{z) la serie generatrice des polylogarithmes. Notons u0 = df et uj1 = ^.
On a montre dans [14] que L(z) est une exponentielle de Lie. Ses coefRcients Lw{z) sont des
fonctions multivaluees C-lineairement independantes (voir thm 1) qui sent donnees par les
formules - voir [14]:

£i(z) =1
L^(z) = I ^0 =\ogz

hr^ ,
L^(z) = / ^ =-log(l-^).

'0

(4)

Lorsque 1c mot w se termine par la lettre a-i, la fonction L^{z) s'annule en la singularit^
z=0. Soit X = {xo, xi}. On a [12, 13], Vw G ^*a;i:

L^(z} = / ^L^, z= 0,1
'0

Tout mot w   X* xi s'ecrit de fa^on unique :

. SI-IT. ^T. SZ-I^^ . . . Tsk~1
w = X0~ XIXQ~ x'l'''xo~ . tl-

(5)

(6)

On lui associe Ie multi-indice s = (si, S2,.. ., SA:) forme d'entiers positifs. Un tel multi-indice
est appele une composition de longueur k et de poids si +53 + ... + Sfc. On a:

def
L^(z) "= Lis(z) = E

y"l

Sl^S2 . . . ^, S* .
, n^ny ... n^

ni>n2>->"A>0

(7)

Cette serie entiere est convergente |z| < 1. Les fonctions Li, sont done mono-valuees a Vinte-
rieur du disque unite.

En evaluant ces polylogarithmes [18, 24, 2, 15, 16, 3] en 2- = 1, on obtient les Multiple
Zeta Values (MZV):

C(5)d^Li, (l)= E
1

£l-r>s2 ... ^sk-f-^. ^n^ny---n',
ni>n2>->"*>0

(8)

C(s) est convergente pour si ^ 2 ie. pour w   a:o^*^i- On propose dans [11] un proc^d^
combinatoire simple pour engendrer les relations Q-polynomiales entre les C(s). On conjecture
que ce precede est complet.
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L'etude de la monodromie des polylogarithmes (prolongement analytique sur un chemin
ferme) fournit un autre moyen pour calculer les relations entre les MZV. La serie de Chen
Szo^z est par definition 1'unique solution sur Ie chemin zo^->2 de 1'equation (1) verifiant la
condition initiale .S'(-zo) = 1. Le prolongement analytique de la serie L Ie long d'un chemin
quelconque ZQ^->Z dans C - {0, 1} est donne par la formule [6, 4]:

L{z) = S^M^}- (9)

Toutes les formules presentees dans cet article reposent sur 1c calcul d'une certaine serie
Z qui est une exponentielle de Lie sur 1'alphabet X et dont les coefficients sont des MZV.
Comme 1c montre la formule :

'e-*l-£ e-rllo6£ Ze-2:olos£, poure->0 + (10)

la serie Z regularise la serie de Chen Se-^i-e attachee au chemin de 1'axe reel e-^l-£ lorsque
£ -). 0+. Cette serie Z correspond a la serie ̂ v^z introduite par Drinfel'd [8] dans 1'etude du
systeme KZ^ de Knizhnik-Zamolodchikov.

Le calcul de la serie Z a un ordre n donne figure dans [14]; il est est efTectue dans Ie
systeme de calcul formel AXIOM en utilisant la combinatoire des mots de Lyndon.

Nous etablissons les formules - voir section 3 - permettant de calculer la serie L(h(z)) en
fonction de L(z) lorsque la transformation z -^ h[z) appartient au groupe de transformations
engendre par les deux transformations z^-l-zetz-^- \fz.

2 Approche conibinatoire de la regularisation

Les notations sont celles de [14]. La serie generatrice L(z) est une exponentielle de Lie
que 1'on peut factoriser en utilisant une factorisation classique de la serie double [20] dans
ShQ{X)®Q(X) grace a deux bases duales liees aux mots de Lyndon. Les polynomes de Lie
P(l) ferment une base de 1'algebre de Lie libre sur X et les polynomes P*(l) une base de
transcendance de ShQ(X).

E
w£X'

w i^iw = n <
leCyndon(X)

^P'WSPW (11)

Proposition 1 ([14]) Soit L la serie generatrice des polylogarithmes definie par les equa-
tions (1) et (3). Alors lorsque e -^ 0+, on a Ie developpement asymptotique :

L(l - £) ~ e-a:l los£ Z avec Z= ]~J e^-(OPC)
leCyndon(X)-{xo, xi}

(12)

Lemme 1 ([14]) Z est I'unique exponentielle de Lie telle que

(Z I w) == <(5), w 6 xoX*xi
(Z\xo) =(Z|^)=0,

la composition s etant definie comme en (6).

(13)
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On considere Ie C-morphisme (regularisation) p : C[e, loge-j -^ C qui a. tout polynome de
C[^, log£] associe son terme constant. Ce morphisme s'etend de maniere naturelle aux series
en un C-morphisme :

p:C[^\og£]({X})-^C{(X}}.

En ce sens, la serie Z regularise la serie de Chen (voir formule (10)) Se-^\-e ie.

Z=p{S^^}.
On obtient a 1'ordre 4 :

log Z = C(2) [a;o, .ci] + C(3) [a;o, [^o, a^i]] + C(3) [[a;o, ̂ i], ̂ i]
2

5(+JC(2)2 [xo, [xo, [xo, x,]]] + ^C(2)2 [.so, [[xo, x,], x,]]

+^W2[[[xo, x^x^x,]+---

(14)

(15)

(16)

3 Identites fonctionnelles entre polylogarithmes

Le thm suivant demontre dans [14] ramene Ie test d'egalite a zero d'une expression poly-
nomiale en les Liu{t) a un simple test d'egalite a zero dans 1'algebre des polynomes C{X}.

Theoreme 1 Soit Lie /o C-algebre engendree par la fonction constante 1, la fonction log et
les fonctions L\s ou s est une composition quelconque. Soil She (J^) I'algebre des polynomes
C{X} munie du produit de melange. L'application gui, a XQ associe la fonction log et a us =
XQI~ x-i.. . x^k~ x-i la fonction Lis^..., s^ se prolonge par linearite en un unique isomorphisme
LIc^ShcW.

La generalisation de ce thm. lorsque 1'on prend C[z] comme anneau des coefficients est facile.

3. 1 Changement de variables dans une serie de Chen

On considere Ie groupe G a 6 elements engendre par les transformations projectives de la
droite complexe P1C qui laissent globalement invariants les trois points 0, l, oo. Un element
h ^ G est determine par son action sur ces trois points; done G ^ ©3. G est engendre par
les deux transformations z -f 1/z et z -^ 1-z. Ce groupe opere sur les formes et les chemins
definis sur C - {0, 1}. Le pull-back des formes u0 et U1 vaut /i^° d£f ^ = 4^ri2 et

^zl rt(z,

A-"' d=' ,% = !%^.
Un chemin 7 est une application differentiable de [0, 1] dans C - {0, 1}. On pose h'tj ^

/i-l o 7. On a: V/ii, /»2   G, (^1^2)* = /i^^. L'integrale d'une 1-forme (^ sur un chemin 7
verifie f ^ = J^ h*u. Cette formule se generalise aux integrales iterees:

'u11---^ = / (/l*a;tl)... (^^).
'7 Jh"'

(17)
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Considerons 1'action a gauche de GL(2, C) sur les series de C((X)). On pose pour /   GL(2, C)
et w = x^ a-,, . . -xik   -^ '.

def (18)f(w) ^ /(^)/(^)... /(^)

On prolonge par linearite 1'action de / aux series en posant

/(^;(5|w)w)^^(5|w)/(w).
w / w

On a clairement f{S + T) = /(5) + f(T) et /(5T) = /(5)/(T).

Soit (Hi} . la matrice de 1'application lineaire h* ie. h*u' "=i ̂ ^ H^ . Cette actiondef

i, je{o. i}
sur les 1-formes est interpretee comme une substitution lineaire sur les lettres de X en posant
h^xj = ^,, XiHJ, substitution qui se prolonge en une action a gauche sur des series de C{{X}}
grace a (18). On a: V/ii, ^   G, (^1/12)* = ^i*^2».

a e ©3

Id

r0,l

^1, 00

TO, OO

(0, 1, ^)

(0, 00, 1)

~h^G

z -> z

z-^- 1 - z

z-1
1

z ->. -

z -^
1-2

Z-t
z-1

H eGL(2, C)
1 0
0 1

0 -1
-1 0
1 1
0 -1
-1 0
1 1
0 1

-1 -1
-1 -1
1 0

Theoreme 2 Soit h une transformation du groupe G ^ Gz et S^ la serie de Chen associ^e
d un chemin 7 de C - {0, 1}. Avec les conventions precedentes, on a:

-*^-y; - '^'/lO-y .

PREUVE - Convention de notations d'Einstein sur les indices repetes.

(19)

fco-y
^ ... ^k ) a;,, ... a;^ =

h'(hof)
(^21)... (^^))^...^

^... ff]^... ^)^... ^=(^1---^)^... ^^---^
^i... ^k )h^{xj, ... x^)=h^{S^

D
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yt\
1-1/t

-^-^
1-£ 1 1+£ lit

FIG. 1- FIG. 2-

3. 2 Calcul des polylogs en 1 - < pour 0 <t < 1

D'apres (9) on a:
L(l-()=5i-^i_( £(!-£). (20)

Soit h(z) = 1-z. On a h^xo = -a-i et /i».z;i = -a;o. Le thm. 2 donne

5i-^i_( = h^S^=h^(L{t)L-l(£))

~ h^L[t) ̂ (e-zolos£).
Dans la suite, on note h^L(t) par L(-XI, -XQ \ t}. D'autre part, /i* (e-a:olos£) = e:rllog£.
Finalement, reprenant (20) en passant a la limite lorsque f -). 0+, on obtient la proposition
(voir formules en annexe) :

Proposition 2

It  ]0, 1[, L{XQ, Ti | 1-() = £(-a-i, -3:0 I ̂  ^(a;o, a;i) (21)

3. 3 Calcul des polylogs en 1 - 1/f pour 0 <t < 1

D'apres (9) en suivant Ie chemin de la figure 1 (Ie contournement de 0 par Ie haut est
arbitraire), on a:

L(l - 1/t) = 5_^i_i/< 5^_, L(£) = 5_^i_i/< e2 7ra:o exo}0^

defOn pose h{z) = 1 - 1/z. On a /i*a;o = -XQ + a-i et h^x-i = -XQ. Le thm. 2 donne

5_^i_i/< = ^5i_^=A, (£(^£-l(l-£))=/i. (L(^Z-lerllos£).

On obtient finalement, en passant a la limite lorsque £- -^ 0+ la proposition (voir formules en
annexe) :

Proposition 3

Vt  [0, 1[, L(xo, xi | l-l/^)=L(-a;o+2'i, -a;o|Q Z-I{-XQ + xi, -xo) ei7rxo (22)

REMARQUE - Pour tout w   X*x-i, la formule donnant Lu/(l - 1/t) ne comporte pas Ie
terme en !TT et generalise la formule de Landen pour Ie trilogarithm [17].
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3.3. 1 Developpement asymptotique en -oo

Lorsque dans (22), on fait tendre t vers 0+, on obtient, compte-tenu de (3):

L(xo, xi\ -l/e) = e(-xo+xl)losE Z-l(-xo+xi, -xo) ewo + 0 (Ve), pour ^ ^ 0+. (23)

Proposition 4 Lorsque e -r Q+, pour tout w ^. X* de longueur n, la partie dominante du
polylogarithme Lw{t) lorsque t ->. -oo est donnee par:

L^-l/e) ~ (-1)1.
n\

-log"£. (24)

Ie nombre d'occurrences de XQ dans Ie mot w etant designe par \w\j:o.

La preuve decoule directement de la formule (23). Ce thm. generalise et precise une majoration
de Wechsung dans [21].

3. 4 Calcul des polylogs en 1/< pour 0 <t < 1

D'apres (9), en suivant Ie chemin de la figure 2 (Ie contournement de 1 par Ie haut est
arbitraire), on a:

L{l/t) = 5i+e-*l/t 5l_£^l+e 5e^. l_£ L{e)
= S^^i, ei^e-x^e Z.

defOn pose h(z) = 1/z. On a h^xo = -xo + xi et ft»a-i = a;i. Le thm. 2 donne

S^^/t = h^Si-^t=h. (L{t)L-1 {!-£))
= h^L(t) Z-1 exllos£Y

On obtient finalement, en passant a la limite lorsque £ -^ 0+ la proposition (voir formules en
annexe):

Proposition 5

Vt  [0, 1[, L{xo, xi | l/t)=£(-a;o+a;i, a-i \t) Z-\-XQ+X^X^ e"xl Z(xo, xi) (25)

4 Proprietes de la serie Z

4. 1 Dualite

Designons par w 1'image miroir de w C X*. On sait que 1'inverse d'une exponentielle
de Lie 5 est egale a son antipode: a(5) = ^^(5 | u;)(-l)lwlw. Le changement de variable
z ->. 1- z applique a la serie de Chen St-^i-t donne:

5'^i-t(a;o,. Ei) = 5i-(^t(-a;i, -a;o) = 5^i_((-a-i, -a;o)
ff(5t^i-i(-a;i, -a;o)).

(26)
(27)
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FIG. 3 - Relation hexagonale

Soit w Ie mot obtenu en appliquant la substitution a"o ->. 2'! et a-i -> XQ au mot w miroir de
w. On prolonge par linearite aux series de C((X)). On deduit de (26) que pour tout t  ]0, l[,
St^i-t = Sf^i-t. En posant ( = £ avec £ -> Q+ et en appliquant la regularisation (15), on en
deduit la relation de dualite.

Proposition 6

z = z (28)

En combinant les formules (21) et (28), on en deduit Ie corrollaire

Corollaire 1 Pour tout t 6]0, 1[;

L(l - t) L[t} = Z. (29)

En particulier, pour t = 1/2, on a: L(^) -L(^) = Z.

4. 2 Relation hexagonale

Le chemin de la fig. 3 n'entoure aucune singularite done la serie de Chen sur ce chemin
est egale a 1. Adoptons Ie raccourci de notation S = Se-^i-e- Soit h: z -> 1- 1/z 1 element
de G qui permute circulairement les 3 singularites 0, 1 et oo dans Ie sens retrograde. On a :

(Se^xo) x h^ [Setvxo ) x h2, {Sel7TXO) = 1 + O(^). (30)

En regularisant, d'apres (15), 5 par Z et compte-tenu du fait que h^XQ = -XQ + a-i et
h^x-i = -XQ, on en deduit la proposition :

Proposition 7

Z[xo, xi)el7rxo Z(-xo+x^-xo)et7r(-:co+x^ Z(-X,, XQ-X,) e-wxl = 1 (31)

Le calcul sur les crochets de Lie de longueur 2 dans la formule de Campbell-HausdorfF permet
de retrouver la relation C(2) = 7r2/6. D'autre part, il est clair que 1'on peut remplacer i par
-i dans la formule (31).
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5 Conclusion

Nous avons prouve que de nombreuses identites fonctionnelles sur les polylogarithmes
s'expriment simplement dans Ie cadre des series formelles non commutatives ; toutes ces series
sont en fait des exponentielles de Lie que 1'on peut multiplier en utilisant la formule de Baker-
Campbell-Hausdorff tronquee a un ordre donne. Dans les resultats figurant en annexe, seuls
figurent les polylogarithmes codes par des mots de Lyndon car ces fonctions engendrent
librement toute 1'algebre des polylogarithmes.

Remerciements Merci a P. Cartier, M. Gergondey, G. Jacob et P. Lochak pour d'utiles
discussions.

Les calculs ont ete menes en utilisant 1c logiciel de calcul formel AXIOM sur les machines
du centre MlEDlcis installe a 1'Ecole Polytechnique de Palaiseau.

A Relations entre polylogs

A. l Polylogs en 1 -t

log(l-() = -Lii(t)
Lii(l-t) = -log (t)
Li2(l-t) = -Li2(Q+log(t)Lii(Q+C(2)
Li3 (1-t) = -Liz, i (t) + Lii (t~)L\2 {t) - ^log (f)Lii (Q2

C(2)Lh(f)+C(3)
Li2, i(l-t) = -Li3(Q+log(QLi2(^-^og(t)2Lii(^)

+ C(3)
Li4(l-f) - -Li2, i, i(f)+Lii(^)Li2, i(Q-^Lii(t)2Li2M

+ Jlog (t)Lii N3 + JC (2)Lii (t)2 - C (3)Lii (t)

+ |<(2)2
Li3, i(l-Q = -Li3, i(t)+log(t)Li2, iW+Lii(t)Li3(f)

- log (f)Lii (t)L\2 (t) + ^log (f)2Lii (t)2 - C (3)Lii (t)
+ ^(2':

, 2T:Liz, 1. 1 (1 - ^) = -Li4 {t) + log (t)Lis (t) - Jlog (t)'Li2 (t)
+ Jlog(Q3Lii(t)+JC (2)2

(32)
(33)
(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)
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A. 2 Polylogs en 1 - 1/<

log

Lii

Liz

Lis

t-1
t

t-1
t

t- 1
t

t-\
t

Li2,1

Li.

t-1

t-1

(w) - Lii (t) - log (f) (40)

= log (f) (41)

= Li2(()-log(^LiiM-C(2)-|log^2 (42)
= Us, i (t) - Us (<) - Lii (t)Li2 (() + Jlog (QLii (t)2

+ ^(2)+Jl og(t)2)Lii(^)+log(t)C(2)
+ ^log^)3 (43)
= -Li3 {t) + log (^)Li2 (Q - Jlog (t)2Lii (t)

+ C(3)-^log(f)3 (44)
= Lis, i, i {t) - Us, i {t) - Lii (f)Li2, i (t) + Li^ (t)

+ Lii (t)L\3 (t) + JLii (Q2 Li2 {t) - Jlog (^Lii (f)3

+ (-JC (2) - ^log (t)2)Lii (f)2 + (^-log (t)C(2) - ^log (t)3)Lii (f)

- ^C(2)2-^°g(<)2C(2)-^log(^)47

10'
1

24' (45)

Li3,1
t-1

-Lis, i {t) + log (^)Li2, i (t) + 2L;4 (t) + (Lii (^) - log (t))L;3 (()

- log (f)Lii (f)Li2 (() + ^log (()2Lii (t)2 + (-C (3) + Jlog (()3)Lii (t)

(46)- l°g(*)C(3)-^C(2)2+^log(t)47

10'

Li2, l,:
t-1

24'
2r . /^. \ i - _ yj. \3= Li4 (f) - log (f)Li3 (t) + ^log (i)^Li2 (t) - ^log (t)3Lii (^

- JC (2)2-^ogW- (47)

A.3 Polylogs en l/^

log ^

uld

-log (t)

(^) + Lii (t) + log (t)

(48)

(49)
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Li2l7
Li,Jl

Li2'll7

Li4 (^

Li,, [-,

Li2, 1,1

= -log(t)(z7r)-Li2(Q+2C(2)-|log(^2
= ^iQg (Q2 (Z-7T) + Li3 (t) - 21og (f)C(2) + Jlog (Q3

= -Jlog {t) (ZTT)2 + (^-Li2 (t) + C (2) - Jbg (f)2) (^)

- Liz, i (t) + Lis (t) - log (^)Li2 (t) + C (3) - jl og (f)3

= -^log (t)3W - Li4 (t) + JC (2)2 + log (Q2 C (2)

- ^Iog(t)4
= ^iQg ^2(^)2 + ^3 (t) - C (3) - log (QC (2) + Jlog (i)3) (^)

+ Lis, i (f) - 2Li4 (Q + log (QLis {t) - log (t)C (3)

+ JC (2)2+^log(()4
= -Jlog (Q(ZTT)3 + (^-JL i2 (t) + JC (2) - ^iQg (()2) (t'TT)2

+ (^-Li2, i (t) + Lis (t) - log (t)Li2 (<) - ^log (f)3') (z7r)
- Li2, i, i (t) + Lis, i (t} - log (^)Li2, i (t) - L^ (t)
+ log (f)Li3 {t) - Jlog (t)2Li2 (f) + ^C(2)2
- ^1°6W<

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)
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