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Resume

Le resultat principal de cet article est un algorithme qui engendre de fason al6atoire et uniforme un
mot de Dyck a pics croissants en temps quasi-lin6aire. Nous montrons que Ie rapport entre Ie nombre de
mots de Dyck a vallees decroissaiites et Ie nombre de mots de Dyck & pics croissants, de taille fixee, tend
vers une constante c = 2. 303727 ... Nous donnons ensuite un algorithme de generation des mots de Dyck
a vallees decroissantes en temps quasi-lineaire, en codant ces mots par les mots d'un langage rationnel.
Enfin, nous en d6duisons un algorithme a rejet pour engendrer les mots de Dyck & pics croissants, avec en
moyenne nioins de trois echecs.

Abstract

The main result of this paper is an algorithm which generates uniformly at random a Dyck word with
increasing peaks, in quasi-linear time. First, we show that the ratio between the number of Dyck words
with decreasing vaJleys and the number of Dyck words with increasing pealcs, of a given size, tends to a
constant c = 2. 303727 . .. Then, we give an algorithm for the generation of Dyck words with decreasing
valleys by codmg these words with words of a rational language. This leads to a reject algorithm for the
generation of Dyck words with increasing peaks, with less than three failures, in average.

Introduction

On s'interesse a une famille de mots de Dyck avec des contraintes sur les pics, les mots dont
la hauteur des pics est croissante, de gauche §. droite. Cette contrainte sur les pics rend Ie laagage
non algebrique. Intuitivement, on ne peut pas satisfaire cette contrainte avec un automated
pile. Ainsi, les methodes recursives ([NW78], [WU77]) de generation, automatisees par Flajolet,
Zimmerman et Van Cutsem ([FZC94]) ne sent pas applicables et 1'algorithme & rejet que nous
proposons^est une approche efficace pour resoudre Ie probleme. Dans la deuxieme section, nous
calculons la serie generatrice de ces mots en utilisant une methode, dite methode Temperley.
L'idee prmcipale est de construire a partir d'un mot de Dyck & pics croissants w, un ensemble de
mots de Dyck a pics croissants en concatenant a w une pyramide de toutes les fa^ons possibles,
de maniere a ce que Ie mot obtenu soit un mot de Dyck & pics croissants. On obtient ainsi
une equation, pour la serie generatrice, que 1'on sait resoudre ([BM96]). On montre ensuite que
les coefficients de cette serie generatrice croissent exponentiellement comme les coefficients de la
serie generatrice des mots de Dyck a vallees decroissantes, etudies dans [BLFP97], et que leurs
rapport tend vers 2 303727.. Ceci va nous permettre de concevoir un algorithme a rejet pour
engendrer des mots de Dyck a pics croissants. Remarquons que comme cas particulier de la bijection
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entre les mots de Dyck de longueur 2n et les polyominos parallelogramme de perimetre 2n + 2
pGBV87], les mots de Dyck a pics croissants de longueur 2n sont en bijection avec les Polyommos

parallelogramme de perimetre 2n+2 dont 1'aire des colonnes successives est croissante. Par contre^
[es mots de Dyck de'longueur 2n & pics et vallees croissants sont en bijection avec les polyominos
parallelogrammes d'airen, etudies par Klarner et mvest ([KR74]). Dans la section 3, nous donnons
un algorithme de generation aleatoire et uniforme (a. e. u) des mots de Dyck a vallees decroissantes
en construisant un automate dont les mots du langage qu'il reconnait sont en bijection avec les
mots de Dyck a vsdlees decroissantes. Nous montrons que cet automate satisfait certaines propri6t6s
et'nous'utilisons les resultats de [Den96] pour engendrer de fason aleatoire et uniforme les mots du
langage reconnu par 1'automate'en temps quasi-lin6aire. Dans la demiere section, nous donnons
une^byection entre les mots de Dyck a pics croissants et les mots de Dyck a vall6es decroissantes
dont Ie premier pic est dominant. Ceci conduit a un algorithme a rejet qui engendre de fason
aleatoire et uniforme un mots de Dyck & pics croissants en temps quasi-lineaire.

1 Notations et Definitions

Soit X un alphabet et X* 1'ensemble des mots sur X. Soient u= ui ... Ufcet f =ui ... ^ deux
mots de X*, (u'., Uj   X pour 1 ^t $ fe, 1 ^J ̂  Q, on definit la concatenation de u a u^par
y, ^^, ^^^ ... UfcVi... ^et u estappeleun /acteur ffaucAe de w. On note |w| la longueur de w
et |w|a Ie nombre d'occurrences de la lettre a de X dans w. Soit X = {x, x}, 1'ensemble des mots
de Dyck est 1'ensemble des mots w de X* tels que jw|» = |w|s et pour tout facteur gauche u de u^
\u\x ^ |u|s. Soit w = wi ... W2n un mot de Dyck Un pic dans un mot de Dyck w est un facteur xx
dans'w; une pyramide est un facteur xiSi (^1); une vallee est un facteur xx. Un chermn est me
suite de points (i, j) de N x N. Un pas est un couple de deux pomts consecutifs. Un pas Nord-Est
est'unpas ((z,. ?), "(» + T^J + 1))- Un pas Sud-Est est un pas ((z, j), (t + 1,.? - 1)). Tout mot de
Dyck w de iongueur 2n peut etre represente par un chemin de Dyckp = Po- . -^2" commeasant
au point (0, 0) et se terminant au point (2n, 0), en associant un pas Nord-Est a chaque lettre x
de w et im pas Sud-Est a chaque lettre x de w.

Vu pic dans un chemin de Dyck p est un pomt pk tel que (pk--i., Pk) est un pas Nord-Est et
(pftiPfc+i) est un Pas Sud-Est.
-Une va«eri dans un chemin de Dyck p est un point pk tel que (pk-i, Pk) est un pas Sud-Est et
(pfc, Pfc+i) est un pas Nord-Est. _ ^ ^ ., , .
Une pyramide dans un chemin de Dyck p est une suite de points (po,.. ., pk, . . . , P-2k) teis que pk
est un'ptc et (po, Pi). .. (pk-i, Pk) sont des pas Nord-Est et (pk, Pk+i) . . . (p2 fc-i,P2k) sont des pas

Sud-Est.
La hauteur h d'un point (i, j) de p est egale & j.
On note P 1'ensemble des mots de Dyck. On note Vpc 1'ensemble des mots de Dyck dont lahauteur
des pics est croissante, de gauche a droite. On note Pod I'ensemble des mots deDjck dont la hauteur
des vallees est decroissante, de gauche a droite. Pour simplifier, on parlera indifferemment de mots
ou de chemias.

Definition 1

Vpc={p^V I A(pki)^... ^/iCPfcJ oupk,,.. -, Pk, sontlespics dep.
Definition 2

I>t,d = {p  D | h(pfc, ) ^ ... ̂  /i(Pfc, } ou pifc,,... , pk, sont ;es vallees de p.
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2 Serie generatrice et asymptotique de Vpc
2. 1 Serie g6n6ratrice

Pour trouver la sene generatrice des chemins de Dyck dont la hauteur des pics est croissante,
nous utilisons une methode, dite methode Temperley, notamment etudi6e dans [BM96] pour 1'enu-
meration d'une certaine classe de polyominos. L'idee principale consiste a construire a partir d'un
chemin p de Ppc, un ensemble /Dpc(p) obtenu en concatenant £L p, de toutes les fa^oas possibles,
une pyramide de hauteur telle que Ie nouveau chemin obtenu appartienne & 'Dpc (figure 1).

ff(p)

a; x xkl

FIG. 1: Construction de T>pc(p).

Soit q un chemin de Vpc[p), la construction mentionnee ci-dessus verifie les proprietes suivantes:
- Si on enleve la dernigre pyramide de g, on obtient p.

- La hauteur du dernier pic de q esb sup6rieure ou egale a la hauteur du dernier pic de p.
On remarquera que cette construction donne tous les cheinins de Z?p<. qui ont au moins deux pics.

De fa^on plus fonnelle, on definit 1'operation Tde 2? x N dans 1'ensemble des parties de -Z? par :
T(w, l) = {w' = uxxxklxkl+lxlxlxk I fc> &i ̂  0},

ou w = uxxk   25.

Fait: si w   Ppe alors U, >o T(w, ̂  = 25pc(w) C -Dpc.

Soit F(s, x), '[a, serie generatrice bivariee des mots de Vpc ou H(w) est la hauteur du dernier
pic de w et L(w) est la demi-longueur de w :

F(s, x)= ^ sH(w)xL(w\
weSpc

La serie generatrice des pyramides de hauteur superieure ou egale & r est
(sx)r
1- sx
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H(w)
F(^> = T^+ 5 ."<">^")E'a:>T2S-

we'Dpc fc=l

X - XHW+1sx 
i V Sff(u')2;£(u))-'l-:47--,= i-:^+A s"^'x'"~'^-x^i-sxr

VI^DT,^
sx

+
1-S2; ' (1-X)(1-SX)

Ou encore,

F(s, x) = e(s, a-) + g(s, x)F(sx, x),

avec

(1 - x)sxe{svx)= {l-x)(l-sx)-xf

(F{s, x)-F(sx, x)).

et
-X

9(s'x) = (l-x)(l-sx)-x'
En appliquant la technique de [BM96], on remplace s par sx dans F(s, x) et on obtientj-me ex-

pression de F(sa;, a;) en fonction de F{sx2x). Puis on remplace la nouvelle expression de F{sx, x)
dans F{s, x). En iterant ce precede a 1'infim, on obtient :

^ (-l)nsx2n+l(l-x)
's'a:;=^nsl ((l-a;)(l-s2;i)-a;)

et en substituant s par 1, on peut etablir Ie theoreme suivant:

Theoreme 1 La serie generatrice des chemins de Dyck comptes selon la demi-longueur et dont
la hauteur des pics est croissante est:

^_^ (-1)»^2"+1(1-^)
1) x) = ^o n^ ((i-^i-^)-^'

2.2 Etude asymptotique
On evalue Ie comportement asymptotique des coefEcients de la serie F(l, x). On a:

Theoreme 2

^=[^]F(l, rr)~0. 11997... [3-^5
Preuve:
PosonsPiW = (1 -2;)(1 - a-1) -xet H(x) = Sn>o n^-J^)' OI1 a alors:

^-^^-^Hw-
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L'etude des racines des P, (a;) montre que H{x) converge pour |a;| <V2-1. Comme 3-/5 est la
plus petite racme de P^x) et que AT(3^5) ̂  0, on peut alors condure que c'est la singularite
dominante de F(l, x). Ceci permet d'6cri~re

fn ~K
'3+V5'

et de calculer K par un simple passage a la limite. On trouve alors K = v^-3J?f3-y?1 =
0.11997.... - - - -----.--". -. - ^g_5"<. 2 ^ -

3 Chemins de Dyck a vallees decroissantes et generation alea-
toire

D est 6tabli dans [BLFP97] que la s6rie gengratrice des chemins de Dyck & vallees decroissantes
comptfe selon la demi-longueur est rationnelle et satisfait:

G(x) = ^(l~x\.
1 - 3x +x2'

On en deduit immediatement que :

,. =^ ). ^^y
II apparait alors clairement que /" et gn croissent exponentiellement de la meme fason. II s'en

suit que leur rapport tend vers une constante, ce qui fait 1'objet du theoreme ci-dessoi^.
Theoreme 3

5-v/59n
}n 10x0.11997... =2.303727...

Les deux tableaux suivants montrent quelques valeurs de /" et pn et leurs rapports.
n

10

21
51

126
316
800
2040

13
34
89

233
610
1597
4181

n

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

5230
13464
34773
90035

233590
607011
1579438-
4114014
10725109
27979704

ffn.
10946
2865T
75025
196418
514229

1346269
3524578
9227465"

24157817^
63245986^

n

10
20
30
40
50

100
150
300

^^
/"

2. 049509
2.260423
2. 295289
2.301988
2.303359

2. 303727
2.303727
2. 303727

Ce r6sultat conduit a I'observation suivante: la serie generatrice des chemins de Dyck & vallees
decroissantes^etant rationnelle, il est possible de trouver un algorithme de generation aleato"ire
et uniforme de ces chemms. D'autre part, supposons que 1'on sache associeT de fason mjective
& chaque chemin de Dyck a pics croissants un chemin'de Dyck a vallees decroissantes, "alors'Ie
theor6me 3 montre qu'il est tout a fait envisageable en terme de complexite temporellede concevoir
^.-alloflt ll^!^irejet. qui, ensendre a-e-u un chemin de P^, pms construit Ie chemin'de'Ppc
correspondant s'il existe, et recommence dans Ie cas contraire. En moyenne, un tel algorithme aura
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mains de trois 6checs. Pour que cet algorithme soit efficace, il faut que 1'algorithme de genfa-ation
des chemins de Vvd et 1'algorithme de construction d'un chemin de Vpc a partir de celui de Vvd
soient efficaces.

3.1 Generation

Alain Denise a donne dans [Den96] un precede systematique de generation aleatoire et uniforme
des mots d'un langage rationnel reconnu par un automate dont les series gen6ratrices des langages
associes a chaque etat satisfont certaines proprietes. Apres avoir enonc6 une grammaire^d'objets
pour les chemins de Vvd ([BLFP97]), nous construirons un automate dont les mots sont en bijection
avec les chemins de Vyd- Enfin nous montrerons que cet automate satisfait les proprietes requises
dans [Den96] et nous expliciterons un algorithme lineaire permettant de construire un chemin de
T>vd a partir d'un mot de 1'automate.

"La figure 2 montre une grammaire d'objets pour les chemins de Dyck & vallees decroissantes.
On pourra consulter par exemple [Dut96] pour des details sur les grammaires d'objets.

FIG. 2: Une grammaire d'objets pour T>vd-

II est suffisant de remarquer que tout chemin de V^d est soit un chemin primitif (i. e un chemin
ne coupant 1'axe origine qu'au premier et dernier point), soit un chemin se terminaiit par une
pyramide, pour prouver que la grammaire de la figure 2 est une grammaire d'objets non ambigue
pour P^d. On en deduit Ie systeme d'equations en variables non commutatives de ces chemins.

V^d = xx + xV^dS + V^P
P = XX + XPS

La serie g6neratrice G(x) de Vyd est uae solution de ce systeme, en variables commutatives :

^)=^^)+l^G(a;)=l^^-
Bien que V^d soit un langage algebrique, il est possible de Ie decrire par un langage rationnel

puisque la concatenation d'une pyramide ou d'une semelle (rf. ci-dessous) ont des operations
clairement rationnelles.

La figure 3 montre 1'automate A sur un alphabet a trois lettres {a, s, 5} qui code les construc-
tions mise en oeuvre par la grammaire d'objets.

Un mot reconnu par 1'automate s'interprete de la fa^on suivante : Un a code un facteur xx. Un
S correspond a 1'ajout d'une "grande semeUe" au mot courant non vide: si a une certaine 6tape,
1'automate a lu un mot u, non vide, alors uS correspond au mot xu'x ou u' est Ie mot de Vdv
correspondant a u. Un mot as*-1 correspond a la concatenation d'une pyramide de taille fc au
mot courant non vide, (s reprfeentant une "petite semelle" qui sureleve un facteur xx) ̂  si^ a une
certaineetape 1'automate a lu un mot u, non vide, alors uasfc-1 correspond au mot u'x{exk ou u'
est Ie mot de Vdv correspondant & u.

Reinarque:
Une pyramids de taiUe k dans un mot w de Vvd est codee par aSk~1 si la pyramide se trouve en
t@te de w, et par as'1 sinon.
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a,s

FIG. 3: L'automateA.

La proposition suivante est la de de notre algorithme de gfeneration. EUe s'enonce ainsi:

Proposition ̂ -^Soient A = (A, Q, q^T, S) I'automate fini detenniniste de la figure 3 avec A =
fcs^tL?.:=_J,°'^'2^ <?? ̂  ^'.,:r=^1'2^ etr(-4) fc langage reconnu par cet automate. Soit

I'ensemble des mots de C(A) de longueurn etV^ I'ensemble des mots de^de\
i, aiors:

Les mots de £.n(A) sont en bijection avec les mots de V^, pour tout n.
D est clair que 1'automate ̂4 code exactement les constructions mise en oeuvre par la grammaire

d'objets ce qui prouve la byection tooncee a la proposition 1. La figure 4 montrepourn=41e
codage des mots de % par les mots de £,n(A). Nous presentons maintenant unalgoriAmemettant

FIG. 4: Codage des mots de T>vd-

en oeuvre la construction d'un mot w' de P^ a partir d'un mot w de £n(A). L'algorithme 1
construit w' en partant de la fin de w pour ne'pas avoir a redescendre dans w'/lors^ue"un'5'est
rencontre dans w. Le principe est Ie suivant: lorsqu'un a est rencontre, on ajoute'simplement 'xx
au debutdumot courant- Lorsqu'une suite de cmnpteur.pyramide s consecutifs est'rencontrte,
on ecnt au debut de w' compteur. pyramide_x consecutifs puis des qu'un a est rencontre, ~onecnt
xxpwscompteur-pyramidex consecutifs. Enfin chaque fois que 1'on rencontre un S, onecrit'un
^audebut dew/' LOTS<lue ron a fini de lire w, on ecrit en debut de w', auta,nt~de'a;~queTon"a
rencontre de S dans w, cette valeur etant memorisee dans la variable wmpteurJtautewr
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Algorithme 1 Decodage d'un mot de jC"(A)
Entree w   £.n{A)
Sortie w'   %

i .(- ra

k<-2n
cmnpteur-pyramide <- 0
compteur-hauteur . (- 0
tant que i > 0 faire

si w(i) = s alors
w'{k) .(- x
cwnpteur-pyramide . <- compteur-pyramide + 1
fc<-fc-l; i^-i-1

sinon

si w(i) = a alors
w'(k) .(- x ; w'(fc - 1) .(- a;
k-i-k-2;i-<-i-l
tant que compteur-pyramide > 0 faire

w'(fc) ^- a;
k^-k-1
compteur-pyramide .(- compteur-pyramide - 1

fin tant que
slnon

/* w(i)=S */
w'(fc) ^- x
ki- k-1; i'<-i-l
compteur-hauteur .<- compteur Jiauteur + 1

fin si
fin si

fin tant que
tant que compteurJiauteur > 0 faire

w'(fc) ^-x
k^-k-1
compteur Jiauteur <- compteur-hauteur - 1

fin taat que

La complexite temporelle de 1'algorithme 1 est clairement lin^aire puisque w et .w ne sont
parcourus qu'une seule fois, de droite a gauche. La complexite spatiale est la place n6cessaire pour
stocker w et u;', soit 3ra.

II nous reste a expliciter 1'algorithme de generation al6atoire et uniforme d'un mot de £n(A) en
utilisant les resultats de [Den96]. D'abord, nous rappelons im algorithme classique de generation
des mots d'un langage rationnel, puis on montrera que notre langage satisfait certaines propri6tes
qui permettent de realiser de fa^on efficace I'algorithme de generation, en evitant la manipulation
de grand nombres et des calciils coflteiix. Ceci est precisement Ie contenu de [Den96].

Soient li un langage rationnel et A = (A, (9, $o, 7', 5) ou A = {01, 02,... , afc}. Le principe de
1'algorithme 2 est de choisir, a chaque etape de la construction du mot w, une lettre a concatener
a w de fa^on al6atoire et uniforme parmi les lettres possibles, ou de fagon fequivalente de choisir
une lettre aj avec la probability

p(i, q, a,) =
i4-li
141

ou q' = 6{q, aj) et £.[ est 1'ensemble de mots de longueur i reconnus par A en prenant q comme
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AIgorithme 2 Generation des mots d'un langage rationnel
Entree Un automate A de £(A), un entier n
Sortie un mot w   £n(A)

w .<- e

9^-9o
tant que \w\ < n faire

a ^- une lettre tiree avec la probabilite p{n - \w\, q, a)
w i-wa

q^-S(q, a)
fin tant que

6tat initial.

Le choix d'une lettre avec une probabilit6 donnee se fait avec un algorithme classique, appele
parfois algorithme d'inversion (voir par exemple [Dev86]). L'algorithme 3 tire a. e. u un'nombre
Algorithme 3 Algorithme d'inversion
Entree Un etat q £ Q, un entier i
Sortie Une lettre a   A choisie avec la probabUite p(i, q, a)

h-t- un. nombre aleatoire entre 0 et 1
J^l
TT -<-p(i, q, aj)
tant que TT < /i faire

J ^-J +1
7T .(- 7T +p(i, q, 0j)

fin tant que
Retourner aj

h compris entre 0 et 1 et somme les probabilites jusqu'a majorer h. Vn probl6me apparalt im-
m6dlatement ;, l'alSorithme 3^ecessite de calculer p(i, ~q, a, ) pour tous j tels'que7(^)~e7t une
transition de 1'automate, et done de manipuler de tres grands nombres des lors que Ie nombre de
mots de taille n d'un langage rationnel croit exponentiellement avec n. C'est Ie cas delapTupart
des langages "interessants" et c'est precisement Ie cas de C(A). Bien heureusement7il"e3dste"un
moyen d'eviter ces calculs codteux pour une certaine classe de iangages:
Proposition 2 (Denise {Den96j} Soient £ un langage rationnel etA= {A, Q, qo, T, 6) un auto-
mate fini deterministe de C. Si pour tout q^Q, il existe un unique p6le de module minimum dans
Ly{t), et sz ce p6le est simple, alors la probabilite pour que a e A soil la premiere lettred'mmot
de £.g de longueur n^N engendre par I'algorithme de generation aleatoire s'ecrit

p(n, q, a) =p(q, a)+e(n)

oup{q, a) est un nombre algebrique independant de n, et il existe no   ^V, /z   [0, 1[ et un polynSme
P tels que pour tout nE N, q^Q, a^ A,

n ^ no => |e(n)| < P(n)/i".

onnlontre_facilement que £(-A) satisfait la Proposition 2: Soient Lo(x), Li(x), L^x) les sen
generatrices des langages associes a 1'automate A avec respectivement 0', let 2vcomme~etat~uuti;
on a:

series
initial,

Lo(x) = xLi{x),
Li(x) = 1 + x Li (x) + xLy (x),
L^x) = l+xL^(x)+2xL.i(x),
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ce qui donne fiaalement

x(l-x)
W = i-33-+^'

Ll(a:) = 1-^+^'
L2W = T-3^^^-

Lo(x), L, (x) et L2(x) out 1 - 3^ +^2 = (1 - 3d^a-)(l - ^2;) comme denominateur et
_L^, = 3-y/5 egt 1'unique p6le de module minimum. Ainsi, Ie langage £(A) reconnu par 1'au-

tomate A de la figure 3 satisfait les conditions de la proposition 2.

L'efficacite de 1'algorithme 2 reside exclusivement dans 1'efficacite de 1'algorithme d'mversion
qui peut-@tre optimist ainsi: supposons pour simplifier qu'a une 6tape de 1'algorithme, on doit
choisir une lettre parmi deux possibles, ai, 02 et notons p, la probabilite de choisir la lettre ai.
Supposons que 1'on connaisse un intervalle \pm in, Pmax\ contenant p. Alors pour choisir la lettre &

concat6ner au mot courant, on tire un nombre h dans [0, 1]; si /i < pmin ouh> pma. v on choisit
respectivement ai ou 02, sinon il faut calculer precisement p pour pouvoir decider. Pour que cette
methode soit efficace, il faut gtre capable de calculer tres rapidement pmin et prnax, et que la largeur
de I'intervalle soit assez petite pour que Ie calcul exact de p ne s'eiFectue que tres rarement. Ceci
est realisable pour les langages satisfaisant la propriete 2 [Den96], et done pour notre langage.

Nous toongons maintenant Ie theoreme [Den96] qui va nous permettre de conclure sur la
complexite de 1'algorithme de generation des mots de £(A).

Theoreme 4 (Denise [Den96]) Soient £. un langage rationnel etA= (A, Q, qo, T, 8} un automate
fini deterministe de £. Si pour tout g   Q, il existe un unique p6le de module minimum dans Lg(t),
'et si ce p6le est simple. Alors la complexite moyenne en temps de I'algorithme de generation pour
generer m mots de C. de longueur n est

J"(n) ~ /(n) + 4mn,

ou /(n) e5t une fonction d'ordre polyn6mial en n. Sa complexite moyenne en espace est
A<l(m, ra)=0(n).

La fonction f(n) represente Ie temps de calcul de no, fi et d'une certaine constante K nteessaire
a la mise en ceuvre'de 1'algorithme d'inversion efficace. Dans Ie cas du langage de Fibonacci, Alain
Denise a montre dans [Den96] que /(n) = 0(n2). C'est egalement Ie cas de notre langage enumere
par les nombres de Fibonacci d'indice impair. On pourra consulter [Knu69] pour des algorithmes
numeriques faisant intervenir les nombres de Fiboaacci et Ie nombre d'or et qui sont utilises pour
la mise en oeuvre efficace de 1'algorithme d'inversion.

Nous avons donne plus haut, un algorithme lin6aire en temps et en espace pour transformer
un mot de r"(A) en un mot de %. On peut done conclure par la proposition suivante:

Proposition 3 La complexite temporelle pour engendrer de fa§on aleatoire et uniforme m mots
de Dyck a vallees decroissantes de longueur 2n est 0(mn) apres un pre-traitement de complexite
logarithmique en 0{n ).
La complexite spatiale est 0(n).

Reinarque:
La complexite logarithmique est une mesure de complexity qui suppose qu'une operation arithme-
tique simple sur un nombre n s'effectue en 0(log(n)) ([Den96]).
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4 Un algorithme a rejet pour la generation des mots de Dyck
a pics croissants

Nous avons donae a la section precedente, un algorithme de complexite temporelle quasi-lin6aire
pour la generation aleatoire et uniforme des mots de Dyck a vallees d6croissantes. Nous allons
maintenant donner une construction bijective entre les chemins de Dyck a pics croissants et un
sous-ensemble des chemins de Dyck a values decroissantes, puis nous conclurons par 1'algorithme
de generation.

Soit p, un chemin de Dyck & pics croissants et p son image miroir par rapport & 1'axe horizontal
(figure 5). Alors, p est un chemin a vallees decroissantes dont la derniere vallee a la plus petite
ordonn^e. En coupant p a cette vallee et en recollant Ie morceau au d6but du chemin, on obtient
un chemin de Dyck a vallees decroissantes dont aucun pic n'est plus haut que Ie premier pic (a
premier pic dominant), _pl. L'operation inverse consistant a couper p' au premier pic et a recoller
Ie morceau ala fin de p/, donne p et done p.

FIG. 5: Bijection entre les chemin de Vpc et les chemins de T>vd a, premier pic dominant.

Proposition 4 Les chemins de Dyck a pics croissants de longueur 2n sont en bijection avec les
chemins de Dyck a vallees decroissantes de longueur 2n dont Ie premier pic est dominant.

On peut maintenant enoncer 1'algorithme de generation aleatoire et uniforme des chemins de
Dyck a pics croissajits (algorithme 4).

Algorithme 4 Generation a. e. u des mots de Vpc
Entree un entier n
Sortie un mot de 1?^.
l: Choisir a. e. u un mot w de %
2: si Ie premier pic de w esk dominant alors
3: Construire Ie mot a pics croissants correspoadant
4: sinon

5: Recommencer
6: fin si

Soit w, un mot de ?"<;, Ie test qui determine si Ie premier pic de w est dominant consiste
simplement a parcourir w, a stocker dans one variable la hauteur du premier pic, puis a comparer
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cette valeur a la hauteur des autres pics (on s'arr^te bien sflr lorsque 1'on a trouve un pic plus
haut). Ce test s'effectue en 0(n). Remarquons que ce test peut-@tre effectue directement lors de
la generation du mot de jC. {A).

"La construction du mot a pic croissant peut s'impl6menter aisement en temps lineaire en
utilisant des operations binaires elementaires. Supposons que w soit un mot binaire ou 0 code la
lettre a; et 1 code x. On compte Ie nombre fc de 0 consecutifs de w en partant du debut (de gauche
a droite), puis on efFectue k decalages a gauche. Enfin on calcule 1'image miroir de w en inversant
les bits de w.

Apres ces observations et Ie th6oreme 3 on conclue par la proposition suivante:

Proposition 5 L'algorithme 4 engendre de fagon aleatoire et uniforme m mots de Dyck de lon-
gueur In en 0(mn) (complexite temporelle) apres un pre-traitement de complexite logarithmique
en 0(n2). La complexite spatiale est 0(n).
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