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Abstract

The main goal of this work is to extend the combinatorial theory of differential equations
of Leroux-Viennot ([7], [8], [9]) to the case of partial differential equations of the form {9jY =
F^(Y); j = 1,... , 'n;' y(0,'0,... , 0) = Z} where 9j = gj^. It is also motivated by works of
G. Labelle ([6]) and of F. Bergeron and U. Sattler ([3], [12]), "where this question is mentionned.
In addition to the necessary existence of isomorphisms ^ : FfFj-^F^Fi, some coherence
conditions appear, which can be exxpressed in terms of commutative hexagons ofisomorphisms,
to ensure existence and unicity of the combinatorial solution. This solution is expressed in
terms of increasing enriched rooted trees on n sorts of points. The case of non autonomous
partial differential equations is also covered.

Resume

Le but principal de ce travail est d'etendre la theorie combinatoire des equations differentielles
de Leroux-Viennot ([7], [8], [9]) au cas des equations aux derivees partielles de la forme {9jY =
Fj(Y); j = l,... ^n;^ Y(0, 0,..., 0) = Z} ou 9j = 9^. D fait egalement suite aux tra-
vaux de G. Labelle ([6]) et de F. Bergeron et U. Sattler ([3], [12]) ou cette_question^^est
evoquee. En plus de la condition necessaire d'existence d'isomorphisme 0y : F^Fj-rF'^Fi,
des conditions supplementaires de coherence apparaissent, sous forme d'hexagones commu-
tatifs d'isomorphismes, pour assurer 1'existence et 1'unicite de la solution combinatoire, qui
s'exprime en termes d'arborescences enrichies croissantes a plusieurs sortes de points. Le cas
des equations aux derivees partielles non autonomes est egalement trait^.

1 Introduction
Soit L la categorie des ensembles totalement ordonnes finis et bijections croissantes. Dans ce
travail, nous considerons les L-especes multisortes ponderees F = F(Ti, T^, ... , Tn); ce sont des
foncteurs de la categorie produit Ln vers la categorie SA des ensembles ponderes A-sommables, A
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etant un anneau ponderateur (cfj. B. Levesque [10]); la plupart du temps, A est un anneau de
series formelles. Un morphisme de L-especes est alors une transformation naturelle de foncteurs;
un isomorphisme est un morphisme inversible. Nous denotons les isomorphismes de L-especes par
y : F-^G. La classe des L-especes est munie des operations usuelles: 1'addition, la multiplication,
la composition partitionnelle, la derivation, et 1'integration (Voir F. Bergeron, G. Labelle et P.
Leroux [1] ou [2], Chap. 5). - '

Rappelons que 1'operateur de derivation par rapport a la sorte T,-, 5, = ^, induit des isomor-
phismes a, ̂ -(F + <?)-^(^) +(9, G), A, : 5, (F . G)-^^, F . G+ F. ̂. G^Formule de Leibniz),
et 6^. 9, F(Gi,... , G'r)-^E^i(^F)(Gi,. .. , G, ) . ̂ G^- (Regle de derivation en chame).

Nous utilisons aussi des B-especes, c'est-a-dire des foncteurs de la categorie B des ensembles
finis et bijections vers la categorie ^A, ainsi que des especes mixtes A == A^TI, ^, .. . , Tn, Z), du
type L" x B -> £^. Pour plus de details sur les especes de structures, nous referons Ie lecteur a
([!]) ou ([2]). " ' ^----. ---^-^.^

Considerons 1'equation diff'erentielle

Y'=F{Y}, V(0)=Z, (1)
oil F est une B-espece. La methode de Leroux-Viennot (cf. [8]) montre que la solution combina-
toire de cette equation est 1'espece mixte Y = Ap(T, Z) des arborescences croissantes F-enrichies.
La figure 1 represente une arborescence croissante F-enrichie sur (/, U) avec /= {1 <2< ...<
12} et U = {a, 6,... , m}. Remarquons que les elements de U (de sorte Z) se retrouvent aux
feuilles de 1'arborescence, et que la fibre de tout element de / est munie d'une F-structure. La serie
generatrice (exponentielle) y = Ap(t, z) de cette espece est la solution de 1'equation diff'erentielle
y' = F(y), y(0) = z, F{t} etant la serie generatrice de F.

Figure 1: Un exemple d'arborescence croissante F-enrichie

Dans Ie cas ou la condition initiale est V(0) =a   A, la solution combinatoire est la L-
esp pon ^TZ:aAPI^T)' obtenue en prenant les types d'isomorphie par rapport a la va-

nable Z de 1'espece AF(T, Z), ou la constante a joue un role de compteur de points de sorte Z.
Toutefois, la^serie generatrice y = {Tz:c, AF}{t) est solution de 1'equation differentielle modifiee
y' = Zp{y, <a2, a3,... ), y(0) = a, Z^(a;i, 3-2, a-3, ... ) etant la serie indicatrice des cycles de F (cf
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B. Randrianirina [11]). Dans Ie cas ou la B-espece F est asymetrique, cette equation se ramene a
y'=F{y}, y(0)=a.
Exemple 1. 1 L'equation Y' = V2, r(0) = 1, admet comme solution 1'espece y = BT des
arborescences binaires (planes) croissantes (voir la figure 2). L'espece BT est isomorphe a Fespece
L des listes ou encore a 1'espece S des permutations, dont la serie generatrice est y(t) = -^.

Ainsi, la structure b de la figure 2 s'identifie a la liste 12 10486 1 11 372 59ou ala
permutation (12) (10)(4, 8, 6)(1, 11, 3, 7, 2, 5, 9).

Figure 2: Une arborescence binaire croissante 6sur ?i = {1 <2< ... < 12}.

2 Les systemes aux derivees partielles a n ^ 2 variables
2. 1 Generalites

Pour n ^ 2, considerons Ie systeme aux derivees partielles

^y=F, (V), z=l,..., n, V(0,..., 0, Z)=Z (2)

ou les F, sont des B^especes et QiY := j^. L'espece inconnue y = y(Ti,... , Tn, Z) est une espece
mixte a. n+1 sortes du type Ln X B-» ̂ A-

Figure 3: Une arborescence croissante F-enrichie, ou F = (FI, ̂ 21 ̂ s)-
Tout n-uplet d'ensembles totalement ordonnes (^i, ^,... ^n) sera identifie a la somme ordi-

nale /i +o ̂ 2+0 . . . +o In- En d'autres termes, on convient que les elements de sorte T, sont
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inferieurs aux elements de sorte T,, si i < j. Posons F = (Fi, ^,... , ^) et considerons
1'espece A^(Ti, Tz,... , Tn, Z) des arborescences croissantes F-enrichies, c'est-a-dire des arbores-
cences croissantes dont la fibre de chaque point de sorte T; est munie d'une ̂ -structure et dont
ks points de sorte Z se retrouvent aux feuilles. La figure 3 represente une arborescence croissante
F-enrich  sur (/i, ,2, /3, U) ou/i ={1 < 2< ... < 9}, , 2= {a< &< ... < /i}, {3 = {a <'/3-<~7<
s < <X < i<r < p-}, les elements de U etant representes par des cercles blancs.

On se propose de montrer que 1'espece Y=A= A^T,,... , ^, Z) des arborescences crois-
santes F-enrichies est une solution du syteme (2). Remarquons d'abord que 1'existence d'une
famille ̂ ;)l^n ,d'isom^his^es\w . ^A->F»(^), induit une famille d'isomorphismes dj =
Cu(y) : F^(A)Fj(A) - > FJ(A)F, (A), telle que pour tout i < j, Ie diagramme suivant soit commu-
tatif:

8i9,A

9y9,A

8iV]

Q]V.

9. F, {A} s.
F^(A)9iA F;(A)w F^A)F. (A)

9, Fi(A) F;(A)9,A ^.'(A)^
C.j(v)

Figure 4: L'isomorphisme Ctj(y)
F^(A)F, (A)

En particulier, nous avons les isomorphismes ̂  = ^(y)^ : F^Z)Fj(Z) -^ F', (Z)Fi(Z}. Ce
qui nous permet de poser la definition suivante, qui sera justifiee dans la sous-section 2.2, pour Ie
cas ou n > 3.

Defimtion 2^1^L^systeme {2) estdit coherent s'il existe une famille (^. )i<,,^^ d'isomorphismes,
^ : F^F, ̂  F^ telle que ̂ ., = 7d, ̂ ., = ^1, et, si ra ̂  3, l'hexagone'd7isomorphismes suivant
soit commutatif, pour tout i < j < k:

F^'F. Fk + F'^Fk
yF^e,,

^+F;^ F^'FkF, + F^F^F.

F^'F. Fk + F[F^
F'^^\

\d+F^,
F^F, F, + F^F,

F^'FkF, + F^F. F, ^^^
Id+F'^,
FifF. F, + F'^F,

Figure 5: Hexagone 1

Nous avons Ie theoreme fondamental suivant:

Theoreme2. 2 Site systeme (2) est coherent, alors I'espece Y =A= Ap des arborescences
croiss^antes F-enrichies estune solution de ce systeme, dans Ie sens ou I'on a des isomorphismes
vi, : 91 A~^F^A). ', comPatible avec 0,,, c'est-a-dire telle que C,, (^ = ^,, (A). De plus, pour'taute

compatible {B, ip}, il existe un unique isomorphisme d'especes^ : Ap -^'B tel que, pour
tout i, Ie diagramme suivant soit commutatif:
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|3,A
a, $i
a.B

Vi

^.

J[F,(A)
i^.w

J[Fi(B)\

2. 2 Justification des conditions de coherence.

Supposons que n ^ 3. Dans Ie diagramme de la figure 4, posons hij = [F^A)ipi] o 8, o 5,^
et derivons ce diagramme par rapport a Tk, avec k ^ ietk ^j. Posons de plus Tkij =
[F^/(A)^F, (A) + F;(A)^/(A)yfc] o [^-F, (A) + F,/(A)^] o A^ et /^- = r^- o ^/i.,. Les regles
de la derivation du produit et de la derivation en chaine montrent que:
Lemme 2. 3 Les isomorphismes <y induisent des isomorphismes C,kij = Cfcu(^) tels que pour tout
i, j, k, Ie diagramme suivant soit commutatif.

Shij

9fc9,9,A

9k9j9,A

9kh.^

9kh, i.

9,[^(A)Fi(A)}
9*0..,

9, [F((A)F, (A)]

Tki,

Tfclt

fk]l

F^(A)F. (A)Fk{A) + F^(A)F^(A)F, (A)
Cfcy

F('{A)F, (A)F, (A) + F^A)F^(A)F, (A)

D'autre part, nous avons Ie lemme suivant, dont la demonstration est donnee dans ([11]).
Lemme 2.4 Le diagramme suivant est commutatif

fkn

9k3, 9jA

9, 9fc9,A

9khi,

9ih^

9,[F^(A)F. (A)]

8. [^'(A)Ffc(^)]

Tfctj

Tikj

fzk,

3-
F^'(A)F, (A)Fh(A) + F;(A)F/(A)Ffc(A)

Id+F^(A)^i
F^'(A)F. (A)Fi, (A) + F^A}F, {A)F. (A)

En combinant ces deux lemmes, nous obtenons 1'hexagone commutatifsuivant,

F;'(A)F. (A)Ffc(A) + F;(A)^'(A)Fk(A) Jd+F,'(A)<,k F^'(A)Fk(A)F, (A) + F;(A)F, (A)F. (A)
Cfcy dj k-

F^(A)F, {A)Fk(A) + F^A)F^(A)F, (A) Fi'(A)F, (A)F, (A) + F^(A)Fj(A)F, {A)

\Id+F!(A)^k
F;'{A)Fk(A)F,(A) + Fi(A)F, (A)F, (A)

Cjifc
Id+F^A)^

F^(A)F. (A)F, (A) + F, (A)F/(A)F, (A)

Figure 6: Hexagone 2

Posons maintenant 0,, = (C^)0 : F^F, -^ FJF,, et ^ : FfF, + F^^ ^ F^F, + F^
1'isomorphisme induit par la regle de derivation du produit. II est alors legitime de se demander
si Oij(A) = Cu(y3)- Nous avons le ^emme suivant:
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Lemme 2.5 Les deux assertions suivantes sont equivalentes:
i) pour tout i, j, 0ij{A) = Cu(^)>
ii) pour tout i, j, k, ^(A)(^^')(A) = Cfcu. .

En combinant 1'Hexagone commutatif2 et ce lemme, evalues en /= 0, nous obtenons 1'Hexagone
1 (figure 5). Cette condition de coherence est done necessaire pourqu'il existe une solution com-
patible. Elle est egalement sufifisante car elle permet de montrer que la solution Y = Ap est
compatible. Notons aussi que la compatibilite est utilisee pour demontrer 1'unicite a isomorphisme
pres de la solution.
Contre-exemple. L Hexagone 1 n est pas toujours commutatif. En eflFet, Ie systeme defini par
Fi{Z) ==2. Z, ou 2 = {0, 1}, pour i = 1, 2, 3, et ^, = (T,, . l^p, avec <Ty(0, 0) = (1, 1), CT,, (O, 1) =
(1, 0) et o-^ = CT^, n'est pas coherent. Par centre, si on definit o-tj = Idzxs, alors Ie systeme est
coherent. .

2. 3 Denaonstration du theoreme 2.2

Supposons que Ie systeme (2) soit coherent, c'est-a-dire qu'il existe des isomorphismes 0ij : F'^Fj ->.
F^Fi tels que, si n ^ 3, les hexagones associes (Figure 5) soient commutatifs.

(a) (b)
Figure 7: (a) Une A^-structure sur / = (0,... , 0, /" ... , /"), (b) L'isomorphisme ipj, si j <^ i.

Figure 8: L'isomorphisme if ̂  si j > i.

II s'agit de trouver des isomorphismes (fj. : QiA -f F, (A), compatibles avec ^, c'est-a-dire tels
que Cu(y) = eijW, ou A = Ap. Soit J = (0,... , 0, ^;,... , /"), un multiensemble tel que /, 7^ 0 et
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U un ensemble quelconque. Une A^-structure sur (/, U) est de la forme donnee par la figure 7 (a).
Done, pour tout j <, i, la composante en /, (^-);, de 1'isomorphisme ̂  est definie canoniquement
en oubliant la racine, comme Ie montre la figure 7 (b). S'l j > i 1'isomorphisme ^ est defini par
recurrence sur \l\, en utilisant Ie diagramme illustre par la figure 8.

Si n = 2, alors il est facile de voir que ces isomorphismes sont compatibles, i. e. Ci2(<io) = ^12 (A).
Si n ^ 3, on demontre la compatibilite par recurrence sur |/|, en utilisant Ie lemme 2. 5 et en
comparant I'Hexagone 1 applique a, A= Ap a, 1'Hexagone 2.

Pour 1'unicite a isomorphisme pres des solutions compatibles, on demontre 1'existence des iso-
morphismes ($;); par recurrence sur \l\ = [/i|+- . -+|/n|. Si ̂ = (0,.. .0, k, ..., ln) avec /. ̂  0, alors
on a A^[Z] = 9iAp[f], ou F = (0,.. .0, /, \ {min I,},.. . , Q, et on pose^; = {^l^FiW^)^
Dans ce cas, pour tout j, Ie diagramme de la figure 9 est commutatif. De plus, $0 = Id. Done $
est unique.

Vj, l = a«V, J'

Q, A[l] == a. 8jA[r (9]<P^ 9, (F, (A))
9;$i

Q, B[l] ̂  9. 9, B[T\ (9^. )7>

(F^A)v, )S, Fi(A)F, (A)
[9, (F.W)
a, (F, (B)) (F[(BWS,

FiWF,W

L ^}, t = 3«^J'
FI(B)F, (B)

e., (A)

B., (B)

F^A)F. (A) [(^(A)y, )5,] F, (A)i
F^WF.W
F^B)F. (B) [(F^B)^)Si,

F, W[
FAB)i

Figure 9: Unicite

Remarque 2. 6 La condition ^/F^ ^ F^/F, est une condition tres forte. En efFet, combinatoi-
rement, sous reserve de conditions particulieres quant a la ponderation (cf. [11]), on a F^Fj ^
F', Fi <^ il existe des constantes c, et Cj telles que c;Fj ̂  CjF». .

Proposition 2. 7 S'il existe des constantes c,, et une ̂ -espece F, telles que F, = c. F, alors

A^=AF[ciTi+c^+---+CnTn). .

Remarque 2. 8 Cette methode se generalise facilement aux systemes plus generaux de la forme

Q,YP=FP, {Y}, yp(0, 0,..., 0)=ZP, j=l,..., n, /9=l,..., r.
Voir [11]. Cecasenglobelessytemesnonautonomes, delaforme{^'y = Fi(Ti,... , Tn, Y), ^(0) =
Z, i = 1,... , n}, que nous considerons dans la section suivante. .

3 Les systemes non autonomes

3. 1 Generalites

Considerons Ie systeme

9,Y=Fi{T^..., Tn, Y), i=l,..., n, Y{0)=Z. (3)
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Notons d'abord que les F, sont des especes a n+1 sortes. Les conditions de coherence se traduisent
par I'existence d'une famille d'isomorphisme ^ : (^+iF, )F, + ^-F, -^ {9n^F, )F, + 5, F, telle
que, sin> 3, PHexagone 3 de la figure 10 soit commutatif, ou TT^ = Id+(9n+iFk)0ij, et
O^kij == Fk(9n+10ij) + (9k0ij), pour tout i, j, k. v""+^ i^^v:

_Une solution compatible est obtenue en generalisant la notion d'arborescences croissantes
F(T, y)-enrichies definie par Leroux et Viennot dans ([8]) lorsque n = 1. La figure 11 represente
une^rborescence croissante F(f, F)-enrichie sur ;i ={l < 2< .'.. < 9} et/2 ={a < 6 < .±- <-
ouF= (Fi, F2). ' . -. --- -,,

[(%+1 F, )Fk Fi+[9k9n+iF, )F,
+

(9n+i9. F, )F,, +(3, a, F, )]
+

[(9r. +iFj)9n+iF. F^+(an^Fj)a,, F,]

vjik

°tkii

[(9^iF,)FkFi + (9k9n^Fj)F,~
+

(9n+i8. Fj)Fk + (9i9kF, )]
+

[(9n+iF, )9n+iFkF. + (9n+1 F, )a. Fk]
1(9^1 F, )^^,. + {9k8n^F.)F,

+

(9n+^F, )Fh + (9k9jF. )]
+

[(9n+lF,)6n^F, Fk + (3n+iF, )9fcF,
\7r"fc

a1:',^

[(8^+1^)^^ +^(9k9n^F.)Fj
+

(9n+i9, F, )Fk + (9, 8^)]
+

[(9^iF.)8n+, FkF, + (Sn+iFi)9,Fk]

0:],k

[(9^F,, )FjF, + (a, 9n+iFk)Fi~
+

(9n+i9. ^)^+(3, 9, ^)]
+

[(9n^Fk)9n+lF]Fj + (8n+, Fk)9. F,]
wkii/

[(9^+1 Fk W 7-j+(3. 9^i^)F,
+

(Sn^9jFh)F. + (9, 3. Fk)]
+

[(9n+lFk)8n^FiF, + (Qn^Fk)9jF,]

Figure 10: Hexagone 3

^ *° 10/J,°
F, VWF2c -^ -X'-O 2 p0 t5/°^F2 2 /'^

3^fV^
s^\^^..^
t-^4::f^^

Tl:

T, :Q

z :o
-O~F, i^

Figure 11: Une arborescence croissante F{f, Y)-ennchie

Proposition 3. 1 Si Ie systeme non autonome (3) est coherent, alors il admet comme solution
compatible Ie couple (A ̂ ^{y^. De plus, pour toute solution compatible (B, (^)), }l'existe
unumquctsomorphisme $ : -A = Ap^^ -^ B tel que, pour tout i, Ie diagramme 'suivant soit
commutatif:
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3. A^(-f. Y)

9^\
F. (Ti,... , Tn, Ap^^)

F. (Tl,..., Tn, $)
a.s ^, F, (Ti,..., Tn, B)

ou Fi(T,, ..., Tn^)= F, (lr,,..., 1^, ^).

Exemple 3.2 Les polynomes de Laguerre L(^\x) sont definis par la serie generatrice
tn 1 ~xt

y = L{t,.. ) - ^ ̂ )(^)^ - ^-^i exp(^),
n>0

qui est solution du systems analytique {|i = (2±1 - ]T^)y(^ ̂  JJ = f^y(^' a;); y(°' 0) = 1}-
Nous lui associons Ie systeme differentiel combinatoire

|^ = (^(»+i)(T) + (-X)L2(T))y(T, X); ̂  = (-T)L(T)Y(T, X) = -L+{T)Y(T, X); Y(0, 0) = 1
L etant 1'espece des listes, I'(a+i) 1'espece des listes ponderees par a + 1, et £+ 1'espece des listes
non vides.

Nous avons F, (T, X, Z} = (L(,+I)(T) + (-X)£2(T))Z et ̂ (T, ^, ̂ )= _(-^+(T))^. Alors
^F,)F, + 9xF, = -L^,)(T)L+(T)Z + XL2{T)L+(T)Z - L2(T}Z=^9zF^+9TF^ etce
systeme est coherent. Un exemple d'arborescence croissante (FiCT, X;y), F2(T^;^))-enrichie
est donne par la figure 12 (a). Elle s'identifie canoniquement a la configuration de Laguerre donn6e
par la figure 12 (b) ([cf D. Foata et V. Strehl [4]).

-1
9y^ ̂ y ^ .....0

(a) (b)
Figure 12: (a) Une arborescence croissante F-enrichie; (b) Une configuration de Laguerre

3. 2 Le probleme de 1'integration multivariee.
Etant donnees des L-especes (B, (TI, ... , Tn))i^, <n, Ie probleme de 1'integration multivariee consiste
a resoudre Ie systeme suivant:

9iY=Bi(T^... M, z=l,..., n, Y(0,..., 0)=0. (5)
C'est un systeme non autonome particulier. Ce systeme est coherent si et seulement si il existe
une famille ^ = (^. )i<i<^n d'isomorphismes, ^ : ^B, ^ QiBj, telle que pour tout i< j < k,
Ie triangle suivant (Hexagone 3 reduit) soit commutatif:
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QkQ.Bj 9. 9fcB,

/9^ij 9, ii jk-

I 9kQjB. I 9iQ, Bk

9, 9kB, Q]p,,k
9j9. Bk

Proposition 3. 3 Si Ie probleme de I'integration multivariee (5) est coherent, alors il admet
comme solution compatible Uespece

A fTt
B=l. L A-(o,..., o, ^,, r,+i,..., Tj^,.

~i=l Jo

Figure 13: Les B-structures (n = 3)
Pour ra = 3, la figure 13 represente les trois cas de structures integrales.

3. 3 Les systemes difFerentiels a variables separables
Nous considerons maintenant Ie systeme differentiel

^y=B, (Ti, T2,..., r. )F(y), z=i,..., n, y(o,..., o) =z. (6)
Dans cecas la condition de coherence se traduit par 1'existence d'une famille d'isomorphismes
0,, : B, B, F'{Z}F{Z) + (^5, )F(Z)-^^B, F/(Z)F(Z) + {9, B,)F{Z) telle que si n ^ 3, alors
pour tout i<j< k, 1'hexagone suivant soit commutatif [cf Hexagone 3],

L(j, i, k)+M(j, i, k)

/afcy
^iik L(j, k, i)+M(j, k, i)

L(i, j, k)+M(i, j, k)
a'..l*\

Ki]k
I L(k, j, i)+ M(k, J, T)
71-fc.^

L(z, k, j)+M(i, k, j) ",. fc
L(k, i, J)+M(k, i, j)

m ^ijk=_. L[i'j'k)+BiF'6^ akiJ = Bk(9n+i0ij} + {QkOzj), M(i, j, k) == BiB, Bk(F'}2F +
B^B, )FIF^tL^j, k)= B, B, BkF"F2 + (^B, )B, F/F+ (^. B, )^F/F+ (3^. 5;) =Z(,, ̂ ^

Associons a (6) Ie systeme suivant (i.e. on suppose F = 1),
5,y=B, (Ti, r2,..., Tn), i=l,..., n, y(0,..., 0)=0. (7)
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Proposition 3. 4 Si Ie probleme d'integration multivariee (7) defini par (B,, ^-) est coherent
alors Ie systeme (6) defini par (B, F, ^-), avec ̂  = B^BjF'F + F^j est coherent, et admet
comme solution compatible I'espece

A=Ap{B, Z),

ou Ap(T, Z) est I'espece des arborescences croissantes F-enrichies, solution de Vequation differentielle
y/ = F(V), 7(0) = Z, e( B esf I'espece EF=i JoT' B. (0' . . . '0' x" ̂'+1' . . . ' T")dx" 50^bon de
(7). ' ' "
Notons que ce resultat generalise celui de P. Leroux et G. Viennot pour n=l dans [9].
Exemple 3. 5 Les polynomes de Tchebitchef Un{x) de 2eme sorte sont definis par la serie
generatnce ^^ ^n 1

y = U(t, x) =^Un(x)^ = ^_2;^^,
n>0

qui verifie {^ = 2{x - t)y2 ; ^ = 2ty2, y(0, 0) = 1}. Nous lui associons Ie systeme differentiel

combinatoire

^=2. (X-T)Y2=5i(T, X)y2, ^=2-TY2=B, (T, X)Y2, £/(0, 0)=1. (8)

Puisque que 9xBi = QjB^ = 2, ce systeme est coherent. En vertu de la proposition 3.4, avec
p(Y) = Y2, U admet comme solution compatible U(T, X) = B^(2 . XT - T2). On a aussi
U'^/L{2 . XT - T2) ̂  5(2 . XT - T2) (Figure 14). Notons que I'expression deUentermes de
listes permet de retrouver Ie modele traditionnel des polynomes de Tchebichev de 2eme sorte, en
termes de couplages de chaines (Figure 15) (cf Viennot [13] ou Godsil [5]).

13be d 5 1412c

H'H-I-H'H
7 11 8 2 1 10 6 15 3 4

(b)

Figure 14: (a) Arborescence binaire, (b) Liste, (c) Permutation

Ul 1Z^<
13 11 82 1 10 14 6 12 15 3 9

Figure 15: Couplage de chaines
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